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incognitarum  deleBu , & de  ordine  in  ana - 
lyfi  tenendo. 


Rimum,  quod  in  rcfolutionc  alicujus  Pro- 
blematis faciendum  praecipit  Auftor  noder , 
concernit  quantitatum  nomenclationem , in  eo 
confidentem , ut  linea;  omnes , qua;  ad  con- 
drudionem  ejus  neceflaria:  videbuntur  , tam 
cognita;  quam  incognita; , literis  quibufdam 
Alphabeti  defignentur.  Et  ne  hoc  promifeue 
fiat , adjicit  in  poderiori  loco , deledu  quan- 
doque opus  ede  circa  incognitas  ; cum  plurimi  fxpe  referat  , 
quacnam  accipiantur  pro  incognitis , ut  operatio , quantum  fieri 
potcd,  brevis  atque  facilis  reddatur.  Ubi  Tyroncs  fcquentia  fno- 
ncri  opera:  pretium  ducimus : Primo , fi  inter  quantitates  cogni- 
tas nonnulla;  fint , qua:  a fc  mutuo  dependeant , feu  quarum  una 
per  alteram  determinetur;  tum  licebit  quidem  initio  operationis 
cuique  peculiarem  litcram  tribuere  , at  podmodum  in  cal- 
culi progredu , aut  fine  , litcrae  idx  varie  invicem  permutanda: 
funt,  nunc  carum  valores  fubdituendo,  nunc  redituendo  litcras; 
prout  animadvertimus , hoc  vel  illo  modo  quantitatum  terminos 
abbreviatum  iri.  Deinde  conducit  nonnunquam  expendere,  non 
tantum  qualis  quantitas  pro  incognita  accipienda  fit  , fed  etiam 
quis  prxeipue  ordo  fit  tenendus  in  analyfi  , ut  quxfitum  quam  fa- 
cillime obtineamus : firpe  enim  eadem  retenta  quantitate  incog- 
nita , una  quam  alia  via  incedendo  operatio  expeditior  evadit. 
Utrumque  facili  aliquo  exemplo  declarabimus. 


R O B L E M A. 


F>g- 1. 


Ia  femicirculo  BMN , datis  duorum  arcuum  B C & CE , fi- 
gillatim  quadrante  minorum  , finubus  redis  CD  & EF,  quxritur 
finus  arcus  compofici  ex  ipfis , nempe  reda  E G. 
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Ad  hanc  indagandam  , funto  Sinua  totus  AC  =* , CD  = b, 
EF=f,  & EG=z;  Sc  quoniam  prsvideo  ncccflarios  quo- 
que fore  fmus  complementorum  AD,  AF  & AG,  voco  infuper 
AD,*/;  AF,e  8c  \G,y.  Unde , cum  ob  squales  angulos 
ACD , AHG  & FHE , triangula  re&angula  A D C » A G H & 
EFH  fint  limilia ; adeoque  AD  [dl  ad  DC  [/-]  ut  AG  [7] 
ad  GH,  nec  non  aD  [d]  ad  A C ut  EF  [c]  ad  EH , re- 
periuntur  GH  z=by:  d,  Sc  EH  = ac:  d,  ac  proinde  fumma  vel 
differenda  utriufque,  hoc  cft,  quarfita  EG,  fiter,  = (/rrt 

by):d  , nempe  (ac-{-by) : d in  finiftro  , & {ac by).d  io 

dextro  quadrante.  Jam  quoniam  finus  complementorum  A D , 
AF,  Sc  AG,  feu  d,  e,  Sc  j,  per  finus  re&os  CD,  EF , Sc  EG, 

fcu  b , c,  Sc  z,  ita  determinantur,  ut  fit  </  = \/  (<r* bb) , e = 

y/  {dd ct  ),  Sc  jr=  \/  ( dd zz) ; hinc  vane  utor  his  yalorU 

bus  ad  qusfitum  in  terminis  fimpliciffimis  eliciendum : Primo  ex 
• atquadonc  tollo  y,  ut  fiat  z = {dtz±:b  ^ {a a — zz)):d  five 
dz — dc=  ±b  y/  {dd  — zz),  Sc  eorum  quadrata  ddzz — 
idcdz.  ddee  = ddbb  — bbzz  , fadtaquc  convenienti  tranfpofitio- 
nc  bbzz ddzz iaqdz  = ddbb aacc.  Deinde  ad  contra- 
hendam squationem  fubfiituo  da  loco  bb-\-dd,  fictquc  ddzz 

t dcdz=aabb ddcc ; ubi  quia  addita  utrobique  ccdd.  prior 

pars  aquationis  aazz  — 1 aedz  -J-  ccdd ■ — r ddbb  — aacc  -f-  ?cdd, 
fit  quadratum  , extraho  utrinque  radicem , ut  habeatur  arquatio 

az cd  — • y/  ( ddbb aacc  -j-  ccdd  ) fi  ve  z = ( r d-\-  yj  {d  d b b 

— aacc ccdd)):  a ; ad  quam  porro  abbreviandam  pro  dd — -dd 
pono  bb,  Sc  refultat  z = (cd-j-  \J {ddbb  — bbcc))-'d,  iterumque 
ce  loco  aa  — cc  i fic  tandem  fiet  z = (c d+  y/  bb  e e)  ; a=z{cd 
4 -bc):d,  qua:  fimpliciffima  cft  cxprcflro  valoris  z,  quo  indica- 
tur finum  quarfitum  arcus  compofiti  haberi , fi  aggregatum  rc- 
ftangulorum  fub  finubus  rettis  datorum  arcuum  Sc  finubus  altcr- 
* norum  complementorum  per  finum  totum  dividatur. 

Uc  vero  edam  confiet  alterum , quando  diximus  quod , eadem 

Qqqq  * quan- 
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quantitate  incognita  retenta , fape  prarftet  hoc  quam  illo  modo 
LX' 1 ' fobtionem  aggredi;  obfervandum  clk , arquarionem  noftram  im- 
mediate abfquc  fubffitutionc  vel  redudione  praevia  ad  hos  termi- 
nos perduci  polTc , fi  quarfitum  finum  EG , non  per  partes  EH , 
HG,  fcd  per  ipfas  EL , LG  inveftigemus , faciendo  ut  AC  ad 
CD„  fcu  a ad  b,  fic  AF,  fcu  e.  ad  FK,  five  LG , qua;  propte- 
rca  erit  be:  a ; iterumque  ob  fimilitud.  TriangHACD  & FEL 
[utpotc  quorum  utrumque  Triangulo  FHL  fimile  cft]  ut  AC 
ad  AD,  five  a ad  d,  fic  FE,  fcu  e,  ad  EL,  qua;  proinde  fit 
cd:  a ; hinc  enim  ftatim  habetur  tota  E G = (cd+be)-  a , ut 
antea.  Ubi  notare  convenit  , quod  fi  viciflim  ex  datis  finubus 
EG,  CD,  inveniendus  fit  finus  differentia;  arcuum  EF,  compcn- 
diofior  futura  fit  operatio  , qua  quaruntur  panes  G H , H E , 
quam  qua  partes  GL  & LE.  Uterque  autem  modus  offendit, 
qua:fitum  finum  EF  haberi,  fi  differentia  redangulorum  fub  fini- 
bus redis  datorum  arcuum  5 e finubus  alternorum  complemento- 
rum per  finum  totum  dividatur. 

NOTA  II 

Non  fiemper  necejjc  ejl  ad  confiruttionem , om- 
nes Problematis  aquationes  indeterminatas 
ad  unam  determinatam  reducere ; fed  prajlat 
quandoque  Problema  conficere  per  Loca  qua 
fuppeditant  indeterminata  aquationes. 

♦ 

Pag.  4.  a<\  U M in  Problemate  aliquo  determinato  plures  fuppofita;  fuc- 
lit  H , & v-4  runt  jiterae  incognita; , totidemque  reperta;  aequationes , fo- 
F*qq.  *’  Audor,  priufquam  ad  ejus  conflrudionem  accedat,  has  aqua- 
tiones varie  tradando,  ac  inter  fefe  comparando,  eo  reducere,  ut 
tandem  una  tantum  in  aequatione  litcra  incognita  remaneat , & fic  ^ 
ex  omnibus  aequationibus  indeterminatis  una  determinata  rcfultct: 

quod 
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quod  deinde  Commentator  ejus  Schootenius  p.  1 j o , exem- 
plo cujufdam  Problematis  illuftrat ; ubi  poftquam  ad  duas  aequa- 
tiones indeterminatas  a a 4-  xx-+-yy=z  1 dy,  kaac — cxx 

cyy  = laby  pcrvcnilTcc,  exinde  tertiam  deccrminatam  y = aac: 
(ab-{-cd)  elicit,  ac  tum  demum  Problematis  conftrudftoncm 
molitur.  Ad  quz  notare  convenit  , quod  communiter  quidem 
hoc  (it  optimum  , ubi  tertia  hzc  aequatio  non  multo  magis  eft 
compofita , quam  duz  reliqua? ; ut  in  aliato  exemplo  contingere 
videmus : nam  (i  animadverterem  fore  , ut  ex  rcduftionc  inde- 
terminatarum emergeret  aliqua  valde  compofita  & conftru&u 
difficilis  ; fatius  tum  eflet  ffatim  fubfiftere  in  indeterminatis , & 
Problema  conficere  per  Loca , conffruendo  unumquemque  Locum, 
fcu  arquationem  indeterminatam , feorfim , ut  per  mutuas  utriuf- 
que  interfc&ioncs  poffmodum  quzfitum  obtineatur  ; pratfertim 
cum  cjufmodi  conftru&ioaes  ab  ipfa  quafi  natura  fubminiftrata: 
videantur,  & cafuum  varietatem,  poflibilitatem  , limites,  totam- 
que  indolem  Problematis  multo  melius  ob  oculos  ponant,  quam 
illae , quae  Au&oris  methodo  ex  tertia  demum  atquationc  longis 
ambagibus  & infuperabili  farpe  labore  elicienda:  forent  , quteque 
proptcrca  coadz  potius  & minus  naturales  jure  merito  ccnfcndz; 
ut  maxime  8c  ipfa:  proprie  non  aliter  nifi  per  Loca , id  cft,  per 
deferiptionem  duarum  Linearum  abfolvantur. 

His  cxplfcandis  idoneum  nobis'  exemplum  fuppeditat  Proble- 
ma illuftrc  de  quadrifecando  Triangulo  Scaleno  per  duas  norma- 
les rcftas , cujus  analyfis , quam  hic  brevitatis  ftudio  omittimus , 
inferta  legitur  Attis  Erudit.  Lipf.  m.  Novemb.  1687  *.  Apparet, 
hoc  Problema  duas  conditiones  includere , quaaum  una  requirit  , 
ut  re&a;  bifccantes  Triangulum  illud  una  quadrifcccnt ; altera , 
ut  bifecantcs  reftz  ad  angulos  redtos  fe  dccuffent ; quarum  una- 
quzquc , feorfim  & abftradtc  ab  altera  fpciftata  , Problema  inde- 
terminatum relinquit  , peculiaremque  aquationem  fubminiftrat  , 
duas  complcdlentem  incognitas  litteras  xScy,  quz  pro  denotandis 

gqqq  j feg- 

* Supra  N°.  XXIX.  pag.  328. 
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Tegmentis  lateris  duas  quadrifccantium  extremitates  recipientis  af- 
iumenda:  fuerunt.  Prior  /Equatio,  qua:  quadrifedioni  relpondct, 

hsc  cft : yy 4 ay  4 xy  -f-  \ 44  — 4 ax  ■+•  xx  = o.  Poftcrior  , 

qua:  anguli  qualitatem  rcfpicit , ifta:  4xxyy±.  ideyj  lafxxzt: 
ddtf  =aadd . ex  quarum  mutua  collatione  oritur  tertia  aequa- 
tio determinata  odo  dimenfionum  , pluriumquc  membrorum  ; 
cujus  conftrudioncm  fi  quis  Audoris  methodo  inveftigandam  fuf- 
ciperet , non  tantum  per  fuperfluas  & non  naturales  ambages  in- 
cederet, fcd  & opus  immenfi  fortafle  laboris  aggrederetur  .•  cum 
contra  facilis  Sc  expedita  pateat  via  quxfitum  confequendi , abf- 
que  tertiae  aequationis  ope  , per  folam  conftrudionem  Locorum 
jam  repertorum , & qua:  ipfa  Problematis  natura  ad  id  negotii 
fponte  fuggeflifle  videtur.  Conftat  autem  ex  iis  , qua:  A udor 
lib.  z exponit,  aequationem  priorem  denotare  Locum  ad  hyper- 
bolam  ; alteram  ad  curvam  quandam  tertii  generis , fcu  fedioni- 
bus  conicis  duobus  gradibus  altiorem  ; quarum  deferiptiones  ita 
habenc : 

Conftrutt.  JEtjHdt.  prioris.  Eredo  fuper  bafc  Trianguli  cujufvis 
A C quadrato  ACXY , dudifque  diagoniis  A X , C Y . fefe  dccuf- 
fantibus  in  S,  trifecctur  CS  in  T & V,  ccntroquc  V,  ac  vertice 
T ad  axem  C T Hypcrbola  deferibatur  ra  T n , cujus  tranfverfum 
latus  fit  TS,  & redum  ejus  triplum  CY.  Dico,  fi  ei  intra  qua- 
dratum applicetur  quzvis  reda  RF  [rf]  bafi  C A perpendicula- 
ris, & huic  cx  parte  A squalis  abfeindatur  AD  (Ad)  , pun:ta 
D & F (d  & f)  futura  talia,  ut  cx  illis  dus  reda:  infledi  pof- 
fint , qus  Triangulum  propofitum  quadrifecent  [quamvis  fubinde 
ad  alios  & alios  angulos ] ; adeoque  hypcrbolam  deferiptam  fo- 
re Locum  prioris  aequationis,  quae  quadrifedionem  rcfpicit:  yy 

4<ry  + xy  + 544 — 44  o.  Ad  quod  demon- 

ftrandum , per  pundum  Hyperbolae  R agantur  redv  RZ,  RP , 
parallela:  oppofitis  quadrati  lateribus,  & fccantcs  diagonalem  CY 
in  L & 1 ; nec  non  R s perpendicularis  diagonio  C Y ; & per 
pundum  V reda  VI  parallela  lateri  CX,  fccans  dudam  RZ  in 
Q,  bafin  CA  in  t,  & hypcrbolam  produdam  infra  bafm  in  I: 
ponaturque  AC=* , Rs=^ . V s = 7»  C D,  hoc  cft  PR . fcu 
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pLj  aut  pY  = x,  & AF,  feu  PY,  vel  Pl=^;  adcoquc  LY  Num> 
= xV  » » Sc  1.  Quo  fado  erit  ex  natura  hyperbo-  LXV11‘ 

lar,  redangulum  SsT  feu  Ss  in  sT,  hoc  cft,  {q+g*>/  1 ) in  (7 
— gdi/i)  , feu  qq — j \**>  ad  quadr.  Rs  , feu  pp,  ficut  TS  ad 
CY  feu  1 ad  3 j adeoquc  , multiplicatis  extremis  Sc  mediis , pp 
= 3 W — '*aa-  Porro , quoniam  L1  bifcda  eft  in  s per  redam 
R s , propter  angulos  ad  s rcdos  , Sc  femircdos  ad  L & 1 , ac 
proinde  Ls=sR  = sl,  fiet  sY,  ceu  feroiflis  fumm®  redarum 
LY  & 1Y  = i (*  +y)  V * » demtaque  VY  = 1 [ ob  CY 

= <V1]  habebitur  sV  feu  q=\(x-\-y)  y/ t — j 4y/t fimilitcr- 
que  rcpcrictur  Rs  vel  p = 1 L1 , five  femifii  differentiae  inter  LY 
& 1 Y = ] ( x — y)  i/  2 ; qui  valores  litcrarum  p Sc  q , fi  in  ®- 
qaatione  pp=3qq — -'sda  fubftituantur , dabunt  zquationem  : 
yy  — 4*y  + + 1 **  — 4<rx  + *x=o,  quas  prorfus  con- 

venit cum  propofita , quam  proin  rite  conftrudam  cfle  confiat. 

Addimus  obiter .•  fi  cx  junda  Sc  produda  T t ablcindatur  T i = 

V I , erit  junda  Vi  hyperbolae  hujus  afymptotos. 

C.onftr.  ALqudt.  pofter.  Dcmifla  cx  vertice  Trianguli  perpendieu-  Fig.  j.  4. 
lari  BK  , & bifcda  bafe  AC  in  M,  affumtoque  in  eadem  pun-^J- 
do  utcunque  F ad  partes  ipfius  C,  ablcindatur  ad  eafdcm  partes 
reda  A N tertia  proportionalis  ad  A M & A F , ad  oppofitas  ve- 
ro ipfa  KO  tertia  proportionalis  ad  KN  Sc  BK;  ut  & CD  me- 
dia proportionalis  inter  C M Sc  C O : quo  fado , fi  bafi  in  pundo 
F normaliter  applicetur  reda  F R = A D , erit  pundum  R ad 
curvam  optatam  gRh , refpondentem  alteri  aequationi  , qu®  an- 
guli conditionem  implet:  qxxyy rir  2 atyy zfc  1 afxx rtr aaef = dadd; 
id  efi , erunt  punda  D Sc  F talia , ut  per  illa  dud®  red®  bife- 
cantes  Triangulum  DE , FG , fefe  mutuo  in  H ad  angulos  redos 
interfecent.  Quod  fic  patet : Affumtis , praeter  fupra  memoratas 
quantitates , perpendiculari  BK=  d , fegmento  CK  = e , Sc  fegm. 
AK=/  ( plane  ut  in  analyfi  Problcm.  loc.  cit.  Ai 7.  Lipf.  * 
fadum  fuit)  habetur  per  coaftr,  AN  =.%yy:*>  Sc  KO= 

d df 


* Supra  pag.330.331. 
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N-ra-  dd:  ( lyy:  *^=-f)  i adcoquc  CO  = dd:  ( 2 yy:  azizf)  zize 
LXV  I1‘  [ variantibus  fc.  fignis , prout  perpendicularis  intra  vel  extra  Trian- 
gulum , & ad  hanc  illamvc  partem  bafis  cadit]  : unde  cura  CM 
fit  J a,  erit  jrfin  dd:  (277:  4 z±zf)  e = tc&.  MCO  = £pcr 
conft.  ] CD*  [fcu  PR1  in  fig.  2 ] = xx;  fadaque  redudione 
4 x xyy  ± 1 *eyyz±z  1 xf x xz±zaaef  =.aadd.  Quod  erat  often- 
dendum. 

fig.  6.  Eadem  conftrudio  non  ineleganter  fic  variabitur  : Dudis  redis 
a x , <Ti p,  ad  angulos  redos  fefe  decurtantibus  in  /3,  abfeindantur 
in  iis  reda:  0x  & 0 <p,  quarum  illa  fit  media  proportionalis  inter 
CM  & CK,  haec  inter  AM  & AK;  fadoque  rcdangulo  *0yl 
— Triangulo  dato  ABC,  jungantur  reda  Sk  & vel  aftum- 
ta  harum  alterutra  ad  lubitum , mediante  redangulo  reperiatur 
altera,  [nota,  quod  in  fig.  4.  reda  0x  femicirculo  fuper  /3<T , & 
in  5 * /S  <p  femicirculo  fuper  0*  deferipto  applicanda  eft  ; cattera 
vero  peragenda,  ut  didum;]  quo  fado,  jundae  reda:  fx  , ctp  , 
ftatim  denotabunt  ipfas  x & y , abfeindendas  in  bafe  Trianguli 
pro  quaefitis  CD  & AF,  vel  pro  YZ  & ZR  in  fig.  2 , ad  ha- 
bendum pundum  R quaefita:  Curva:  gRh.  Et  fic  tot  alia  punda 
hujus  Curva:  reperiri  poflunt,  quot  alia  redangula  dato  triangu- 
lo figillatim  aequalia  fuper  redis  indefinitis  a.0 , 0$  conftitu- 
ta  fuerint  ; qua:  redangula  omnia  una  opera  determinantur , fi 
per  pundum  y inter  Afymptotos  /3*  & /3 S'  dcfcribatur  hyperbo- 
la  *?<f,  ut  ex  natura  hujus  curvae  confiat.  Dem.  Cum  enim 
per  confir.  /3*  fit  = y/ \a  e . &0<p=y/\af,  ponanturque  x<? 
= x . & <pa.  =7  ; erit  0 <f  = y/  xxz±z \ae , & 0 « — V J y 
z±z\afy  adcoquc  redang.  a.S' , id  eft,  per  confir.  Triang.  ABC, 
five  \ad=y/  ((.vx  z±z'34e)  x(yy  -±z\4f))i  qua  reduda  habetur 
4X xyyztit  aeyyztzt  af x xztiaaef =.  aadd  , eadem  aqua- 
tio cum  illa,  qua:  conftruenda  proponebatur. 

Poftquam  fic  amb,K  curvae  mRn  & gRh,  quae  ambabus  ae- 
quationibus indeterminatis  fingulx  fingulis  refpondcnt , deferiptae 
& eidem  figura;  adaptata  fuerint,  manifefium  eft,  pundum  ipla- 
rum  commune  R , in  quo  fe  mutuo  interfccant , utrique  fimul 
fathfuduryrn  efle  , ipfumquc  adeo  Problema  per  illud  penitus 

deter- 
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determinatum  iri.  Quocirca  , demirta  ex  hoc  punito  in  bafin  Num- 
trianguli  perpendiculari  RF,  fi  huic  aequalis  abfcindatur  AD, 
erunt  punita  D & F talia  , ut  fi  per  illa  ducantur  rclts  D E , 

FG , triangulum  datum  feorfim  bifecantcs  [ quod  quomodo  fiat, 

* in  vulgus  notum  eft  ] illud  fimul  & quadrifccent  , & fc  mutuo 
ad  angulos  reltos'  fccent.  Quod  initio  faciendum  proponebatur. 

Quod  fi  Curva:  intra  angulum  rcltum  g C h nullibi  fe  mutuo 
fccucrint,  nullam  quoque  illo  cafu  Problema  folutionem  admit- 
tet : fic  ut  hinc  totam  Problematis  naturam , pofiibilitatcm , limi- 
tes , determinationes  , & cafuum  varietates  , uno  quafi  obtutu 
perfpicere  liceat ; quod  ex  alia  conftrultione  methodo  Au&oris  . 
invefiigata  difficulter  cognofcerctur.  * 

NOTA  III. 

. * t 

De  Ordinibus  Curvarum  ajiimandis. 

\ Ultor  fubinde  confundere  videtur  duplicem  Curvarum  re- 

fpc&um  , juxta  quem  confiderari  poffunt  Curvae , quatenus  „m,8cpag. 
vel  per  ipfas  ali* , vel  fer  alias  ipf*  conft ruuntur  ; unde  non  fatis  *4-  %£•*•• 
fibi  confiat  in  difiinguendis  per  certa  genera  Curvis , illafque  quas rum' 
modo  ad  diverfa  Linearum  genera  retulit  f quod  diverforum 
graduum  aequationes  fer  ipfu  portent  conftrui  J , mox  iterum  fub 
eodem  gradu  complclticur  , quoniam  ipfas  vicirtim  fer  eandem 
confirui  poflc  animadvertebat.  Quod  ex  pag.  1 1 , fic  ofienditur: 

Cum  quaefiio  Pappi  in  is  lineis  eft  propofita  , pervenitur  ad 
aequationem  fex  dimenfionum  J & cum  in  lineis  t 6 , ad  aquatio- 
nem dimenfionum  octo,  monente  Aultorc  p.  25.  Sed  aquatio- 
nes fex  dimenfionum  ab  ipfo  conftruuntur  ope  Curva: , qua;  ad 
Cubum  adfccndit  , lib.  3tio  p.  97,  pariterque  aquationes  octo 
dimenfionum  poffunt  confirui  per  aliam , qua:  artufgit  ad  Qua- 
drato - quadratum.  Quare  cum  ad  conftrucndum  Problema  in 
3 ac.  Bcrnoulli  Opera.  R r r r 16 

* Vide  infra  Notam  XIII.  • - 1 - 
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1 6 lineis , Au&or  requirat , pag.  1 r , Curvam  une  gradu  ahiorem 
illa , qua  condruitur  in  lineis  tantum  1 2 , omnino  colligendum 
videtur , quod  illi  propofitum  fuerit  Curvas  Cubicas  Se  Quadra- 
to- quadraticas  ad  duo  diverfa  Linearum  genera  vel  duos  diffe- 
rentes gradus  referre.  Quemadmodum  etiam  concludi  pptcft  ex 
eo,  quod  habetur  pag.  23  , $.  Quod  fi,  ubi  curvam  EC,  qus 
per  interfectionem  Regula;  G L , & Lines  CNK  deferibitur , per- 
petuo divcrfi  ab  hac  generis  ede  innuit  , cum  tamen  ex  calculo 
facile  appareat,  squationem  Curvs  EC  nunquam  plus  una  di- 
menfionc  fuperaturam  squationem  Curvs  CNK;  adeo  ut  Se 
hinc  fcquatur,  Curvas  ex.  gr.  trium  Se  Curvas  quatuor  dimenfio- 
num  ad  duo  diverfa  Linearum  genera  referendas  ede.  Et  tamen 
ipfemet  Curvas  iftas  in  paragr.  ftatim  fubfcquentibus  non  obfcu- 
rc,  imo  libro  20,  p.  xr  Se  24,  alibique  difertis  verbis  fub  eo- 
dem gradu  complcCtitur ; ficut  etiam  illas  Curvas , qus  ad  Sur- 
de- folidum  Se  Quadrato  - cubum  adfcendunt , promifeue  eidem 
Curvarum  generi  includit. 

Ut  itaque  in  re  dubia  certi  quippiam  datuatur  , confultum  fue- 
rit Curvas  ita  didinguere , ut  ipfarum  gradus  sftimentur  ex  nu- 
mero dimenfionum  , ad  quas  afeendunt  squationes  ipfarum  na- 
turam exprimentes  ; quo  paCto  Conchoidcm  Veterum  ScCtioni- 
bus  conicis , non  uno  tantum , ut  facit  Dnus  Des-Cartes 
p.  24,  fcd  duobus  gradibus  ahiorem  condituimus,  propter  qua- 
tuor dimenfiones  , quas  hujus  Curvs  squatio  acquirit  , ut  ex 
Commentario  apparet  pag.  2 $0.  Nec  ut  aliter  datuamus , perfua- 
dere  nobis  poted  ratio  ab  AuCtore  aliata  pag.  2 4 , dum  regulam 
dari  aderit,  qua  ad  Cubum  reducantur  omnes  difficultates,  qus 
adfcendunt  ad  Quadrato- quadratum  , Se'  ad  Surde- folidum  om- 
nes ilis  qus  adfcendunt  ad  Quadrato  - cubum  ; alludens  procul 
dubio  ad  id,  quod  lib.  30.  pag.  79  , odendit  , ubi  squationem 
biquadratan*  in  duas  quadratas  refolverc  docet,  quarum  fecundi 
termini  per  squationem  cubicam  inveniantur.  Etenim  Q mens 
AuCtoris  hsc  fit  [ nec  liquet  qus  alia  cfie  polTit  J Curvas  qua- 
tuor dimenfionum  Curvis  trium  propterea-  non  ede  dicendas 
magis  compofitas,  quod  ilis  poflint  condrui  inveniendo  tantum 

radi- 
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radicem  alicujus  aquationis  trium  dimcnfionum  ; fcquctur , quod  L*Tj**j 
Curva  etiam  quam  maxime  compotita  fapenumero  cjuldem  ge- 
neris habenda  cum  fimpliciftimis ; quotiefeunque  enim  quantita- 
tum indeterminatarum  altera  unam  tantum  duafvc  in  aquatione 
dimenfiones  obtinet,  fumpta  ad  lubitum  altera  , qua  plurium 
dimenfionum  fuerit,  potiunt  Curva  punda  per  folam  regulam 
& circinum  inveniri  > adeo  ut  ti  conftru&ionis  timpliciras  atten- 
deretur, cjufmodi  Linea  cum  primi  gradus  Curvis  connumeran- 
da foret.  Deinde  notandum  eft  , per  accidens  -tantum  Heri , ut 
iEquatio  Biquadrata , p . 75 , ad  una  dimentione  minorem  , Ove 
Cubicam,  reducatur,  nec  proptcrca  in  Quadrato  - cubica , ut  Au- 
dor  exiftimat,  pariter  procedere  debere  ; utpote  quam  eo  fenOs 
non  ad  Surde- (olidam  , fcd  ad  .Aequationem  i)  aut  10  dimen- 
flonum  perduxit  Huoobnios  lib.  1.  de  Red.  dEquar.  p.  48 1 
& 485. 

NOTA  IV. 

De  infimi  Ordinis  curvis , per  quas  ce  quatio 
data  potefi  confinii. 

QUoniam  Auftor  in  omnibus  luis  conftru&ionibus  Circulum  Pag.n.t. 

adhibuit , qui  Locus  eft  duarum  tantum  dimenfionum ; hinc  ““ 
fa&um  , ut  per  Curvas  cujufque  gradus  conftruerc  potuerit  duri-  verba,  E*, 
taxat  aquationes  duplo  plurium  dimenfionum  , quam  funt  ilis , “t:o  »'* 
quibus  earundem  Curvarum  natura  exprimitur.  Cum  tamen  p*g’ 
oftenfu  perfacile  Ot,  quod  cujuflibet  generis  Curvs  apta-  funt  ad 
conftruendas  aquationes  tot  dimenfionum  , quot  indigitat  qua- 
dratum numeri  dimentionum  , ad  quas  adfcendunt  aquationes 
curvarum  illarum  naturam  exprimentes.  Ita  per  Curvas  trium 
dimentionum  conftrui  poflunt  non  folum  aquationes  bis  trium, 
feu  fex , fcd  ter  trium , feu  9 dimcnfionum  ; quales  Au&ori  non 
potient  conftrui  nift  ope  Curva  j dimenfionum , ut  ex  locis  allcg. 
colligitur.  Etenim  11  proponantur  dus  aquationes  indetermina- 
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tx,  puta  aay  = at'  , & / =££*+*’ ; in  qtiarora  ana  y fit 
unius  tantum  & x trium  dimenfionum  , in  altera  vero  & y di- 
menfionum  totidem ; atque  valor  ipfius  y juxta  priorem  xquatio- 
nem  inventus  fubftituatur  in  altera , manifeftum  , quod  refultans 
xquatio  x9  = ai  h bx+Sc'  , futura  fit  ter  trium  fcu  novem 
dimenfionum  , qua:  per  confcqucns  mediantibus  duabus  Curvis  , 
quibus  dux  illx  indeterminatx  xquationes  3 dimenf.  rcfpondent, 
confirui  poterit ; adeo  ut  fi  peccatum  fit  ccnfendum  in  Geome- 
tria [ quod  alicubi  appellat  Audot  ] ad  ejus  confirudtioncm  Cur- 
vam magis  compofitam  adhibere , ipfcmet  ab  ejus  labe  haudqua- 
quam  immunis  pronunciari  poflit , [ de  quibus  fufius  in  A6t. 
Lipf.  1688,  m.  Jun.  p.  3 19  * 2'  . ^ vitii  )am  °*‘m  animadver- 
terat prxclarus  Geometra  Gallus  Fermatius,  & poft  ipfum 
Hnuus  in  T radiatu  de  Conflruclienibus  Aquationum  , ubi  nobif- 
cum  agnofeit  quod  per  Curvas  trium  diMenfionum  xquationes 
ad  9 ufque  dimenfiones  conftruantur  , in  co  tamen  non  minus 
culpandus  , quod  pro  xquationibus  altioribus  , proprix  fux  in 
Dnum.  Des-Cartes  flridlurx  velut  oblitus  , ctiamnum  ipfc 
Curvas  juflo  altiorcs  adhibet  , & verbi  gr.  pro  conftruenda  x- 
quatione  dimenfionum  1 6,  qux  juxta  Regulam  nofiram  ope  dua- 
rum Curvarum  4 dimenfionum  confiruitur,  Curvam  { dimen- 
fionum requirit ; quod  equidem  proptcrca  facere  coadlus  fuic  , 
quia  pro  Curvarum  altera  perpetuo  talem  felegit  , qux  xquaticv 
nc  duobus  tantum  terminis  conflante  exprimitur  [quemadmodum 
Dno.  Des-Car.tes  erroris  anfa  fuit , quod  pro  illa  Curvam 
duarum  tantum  dimenfionum,  five  Circulum  adhibuit.  ] Nam  fi 
pro  utraque  tales  afTumantur  Curvx , qux  xquationibus  expri- 
muntur ejufdcm  quidem  gradus , at  plurium , vel , fi  opus  fit  , 
omnium  terminorum,  nil  obflare  video,  quo  minus  per  illas  x- 
quatio  propofita  , etiamfi  completa  fuerit , confinii  poflit  : quo- 
niam dux  ejufmodi  xquationes  locales  plures  fimul  differentes 
terminos  complcdluntur , ut  facile  ofiendi  poteft  , quam  xquatio 
propofita  determinata  comprehendit  > adeoque  omnes  quantitates 

cognir 

* Supra  N°.  XXXI.  pag.  345. 
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cognitas  , qua;  in  propofita  occurrunt,  includere  poliunt.  Sic  Num. 
dua  aquationes  locales  completa;  decem  dimcnlionum  plures  fi-  LXVlI‘ 
mul  continent  differentes  terminos  , quam  aquatio  determinata 
& completa  100  dimenfionum  continet;  quod  fufficit  ad  offen- 
dendum, conftru&ioncm  aquationis  completa;  ico  dimenfionum 
per  duas  10  dimenfionum  non  effe  impoffibilem.  Differentes 
autem  voco  terminos  aquationum  localium , in  quibus  altera  vel 
utraque  indeterminatarum  literarum  x & y diverfum  numerum 
dimenfionum  habet , ut  *xyy,  bxy 1 , cxxyy  , qui  tres  diffe- 
rentes termini  funr. 

IN  LIBRUM  II. 

NOTA  V. 

Curva  tranfccndentales  a Geometria  non  funt 

excludenda. 

C Piralis , Quadratrix , Cyclois , aliaquc  cjufmodi  Curva; , qua  Pag.i8.lin. 
^ non  funt  algcbraica , hoc  eft  , nullis  aquationibus  algcbraicis 
certi  & definiti  gradus  pofTunt  exprimi,  fed  omnes  aquationum  nim™ero, 
gradus  quafi  tranfeendunt  , tr*»fecndent*Us  inde  appellata,  ab&Pag.jJ. 
Auttore  nofiro  in  fua  Geometria  non  potuerunt  non  negligi  , fro~ 
quoniam  carum  traflatio  hujus  regulis  haudquaquam  fukjacet  , 
fed  reconditioris  cujufdam  Geometria  fundamentis  innixa  eft. 

Idem  tamen  imerim  jure  vapulat  Ccl.  Geometra  L E 1 B N I t i o, 
quod  Curvas  iilas  propterea  e ccnfu  geometricarum  Linearum 
eliminaverit  ; cum  non  tantum  plurimas  magni  momenti  pro- 
prietates poflideant , nullatenus  cedentes  iis  , quibus  catcra  gau- 
dent, fed  eas  etiam  vere  geometricas  exafieque  dcmonfirabilcs. 

Cui  non  obftar , quod  motus  quibus  deferibuntur  , nullam  inter 
fe  relationem  habeant,  qua  exa&c  menfurari  poftit;  quandoqui- 
dem ob  hanc  rationem  potius  ex  Mechanica  repudianda  forent, 
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Lxvii  CJUJC  dcfcribendis  fcu  conftrucndis  magnitudinibus  occupatur  , 
quam  cx  Geometria  , qu*  jam  potitarum  & deferiptarura  affe- 
dionibas  dcmonftrandis  potilTimum  inlumitur.  Uc  ipfe  alias , ini- 
tio Lib.  i*1 , contra  Veteres  argumentatus  cft  A udor , qui  plcraf- 
que  etiam  algcbraicas  e Geometria  cxclufas  voluerunt. 

NOTAVI. 

Error  C a r t e s i i arbitrantis  curvarum  & re- 
tiarum linearum  rationem  nullo  modo 


Pag.jo.f.  p Opularis  fuit  antehac  Geometrarum  error,  exiftimantium  rc- 
^Ud”md  ^ & curvi  tam  ditiparem  efle  naturam , ut  ratio  unius  ad  al- 

ma  * tcrum  ab  hominibus  nullo  modo  cognofci  aut  comprehendi  va- 
leat. Quibus  hic  aflentire  videtur  tiagacifiimus  Audor  nofter  , 
mutaturus  haud  dubie  tiententiam , fi  paucis  annis  fato  fuo  tiuper- 
vixitiet.  Paulo  enim  poti  ejus  obitum  Heuratius  Batavus  . 
( quanquarn  prima:  inventionis  gloriam  Nelio  fuo  tribuant 
Angit ) Curvs  squalem  redam  aflignavit  , edita  anno  16^9  ad 
Schootenium  Epiftola  , qus  ad  calcem  I*.  Part.  hujus  Geo- 
metria adjeda  legitur.  Ab  illo  vero  tempore  infinita:  alis  diver- 
tiorum generum  Curvs  , modernorum  induftria  , rcdificationcm 
nad?  tiunt. 


NOTA  VII. 

Methodus  Tangentium  Cartesii  promota. 

Pag.  40.  §.  TIA  Ethodus  hsc , qua  Audor  ad  inveniendas  Curvarum  data- 
&Pa8i«*^V*  rum  perpendiculares  ticu  tangentes,  SchooteniuS 
feq.  etiam  ad  Maximi  & Minimi , determinationem  utitur  , ( qusque 
in  eo  confidit , ut  dus  radices  squales  in  aequatione  concipiantur,) 

ad 
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ad  plura  quoque  alia  Problemata,  fi  dextre  tradetur,  adhiberi  Num. 
poterit,  ad  qua:  alias  Geometriam’  hanc  haud  facile  extendi  pofle  LXV11, 
quis  cxiflimct.  Et  ne  repetamus  ea  , qua:  paflim  in  Achs  Lipf. 
m.  Jan.  & Mart.  1 691  *,  m.  Jun.  1 693  , t & m.  Odob.  16*44., 
hanc  in  rem  publicata  proflant;  lubet  tantum  uno  alterove  exem- 
plo oflendere , quo  pada  nonnunquam  eadem  methodo  ex  data 
tangentium,  non  modo  redarum,  fcd  etiam  curvarum  conditio- 
ne , ipfa  vjciflim  propoflta  Linea  inveniri  debeat. 

Exempl.  primum:  Proponatur  invenienda  Linea  ACc, 
quae  tangat  vel  tangatur  ab  infinitis  Parabolis  BCD , b D e , & e. 
fuper  eodem  axe  A E conflitutis , & vertices  fingulos  B , b , & e. 
in  fingulis  axis  pundis , parametrofque  AB,  Ab,  &c.  diflantiis 
verticum  ab  extremo  ejus  pundo  A squales  habentibus.  Ad  li- 
neam hanc  inveftigandam  cogitabimus , quod  dux  quxvis  ha- 
rum Parabolarum , ut  BC  , bc , fe  mutuo  interfecare  debeant  ali- 
cubi citra  quxfitam  Lineam  ACc ; indeque  viciffim  colligemus  , 
quod  ex  quovis  citra  lineam  ACc  dato  pundo  velut  D , dux 
ejufmodi  Parabols  infledi  poffint,  qus  parametros  habeant  verti- 
cum fuorum  diflantiis  ab  A squales , fcd  eo  futurs  fibi  propiores , 
quo  pundum  D qusfits  lines  ACc  propius  afTumptum  fuerit  ; 
ita  quidem  ut  fi  hoc  in  ipfa  linea  ACc  accipiatur  (redis  AE,  ED 
coordinatis  ejus  exiflentibus ) ambs  Parabols  prorfus  fint  coali- 
turs,  jundis  in  oommuni  pundo  verticibus  earum  B & b,  ipla— 
que  tum  aequatio  ab  A B vel  A b denominata  duas  squales  radi- 
ces habitura  : unde  deinceps  in  Problemate  pergere  non  erit  dif- 
ficile : Politis  enim  AE=x,  ED=:ji,  AB  vel  Ab  = /,  ad- 
coque  BE  vel  bE=x — s , habebitur  , ex  natura  Parabols  , 
redang.  ABE,  vel  AbE,  fcu  xs  — sj=yy,  feu  ED1,  ordina- 
taque  squatione  a litera  /,  st  — xs-{-jj  = o,  qus  terminote- 
nus  comparata  cum  squatione  duarum  radicum  squalium  st — 

1 es 


i 
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XLVI , pag.  4 66.  471.  & NVXLVII,  pag.473  , feq. 
N°.  LVI.  pag.  (60.  . 
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fir.  8. 


f 


* es  + ee  =o,  dabit  jr=3f,  & x = le,  ac  proinde  x=if. 
quod  indicat  Lineam  quafitarti  A C c reftam  elTc  , rationemque 
abfciila  ad  applicatam  conftanter  duplam.  Addimus  , quod  ta- 
metfi  loco  fimplicium  Parabolarum , proponatur  feries  Paraboloi- 
dum , vel  Cubicorum  , vel  Biquadraticorum , vel  cujufvis  altioris 
gradus , Linea  ipfas  omnes  tangens  nihilominus  reda  invenitur , 
ratione  tantum  inter  abfeiflam  & applicatam  variante,  « ~;:r. 

Exempl.  secundum:  Sit  porro  invenienda  Curva  GHhK, 
qua;  tangat  omnes  Parabolas , quas  globi  bellici  in  fmgulis  mor- 
tarii elevationibus  ex  pun&o  F conflante  vi  explofl  deferibunt. 
Ad  hujus  Problematis  folutionem  , ex  arte  Balifljca  ut  demon- 
Aratum  fupponimus , quod  globi,  vi  nitrati  pulveris  proje&i,  aut 
midilia  quavis  in  acre  Parabolas  deferibunt , quarum  altitudines 
fupra  planum  horizontis  fint  in  duplicata  ratione  fmuum  angulo- 
rum elevationis  tormenti.  Quo  polito,  confidcro  quod  dua  quaevis 
harum  Parabolarum  F M P , Frap,  qua;  curvam  qualitam  tan- 
gunt in  H & h , fefe  necellario  alicubi  intra  eandem  fcccnt ; ad- 
coque  etiam  reciproce,  quod  ex  quovis  intra  illam  dato  pun&o, 
velut  O , dua  diverfa  Parabola  duci  pollinr , qua  praferiptam 
tangant,  praterquam  quando  pun&um  O in  ipfa  curva  GHK.  af- 
fumptum  fuerit ; quo  cafu  amba  Parabola  in  unam  coalcfccnt , 
aquatis  earum  tum  amplitudinibus  FP  & Fp,  aut  amplitudinum 
femilTibus  FL  & FI,  tum  altitudinibus  LM  & lm.  Unde  rurfus 
calculum  profequi  non  arduum  erit.  EAo  namque  altitudo  ja&us 
perpendicularis  FG  — a . F L - — ■ s , LM  = /.  F N — — x , NO 
f=y,  & ducatur  FR  tangens  Parabolam  FMP  in  F & occur- 
rens axi  LM  in  R;  fietque  propter  Parabolam  LR=w,  & 
FR^v^ (J'J'4-4 (()■•  quare  cum  tangens  FR  reprafentet  lineam 
dire&ionis  mortarii  feu  globi , eo  momento  quo  ex  mortario  c- 
grcflus  Parabolam  dcfcribcrc  incipit , erit  , per  Lemma  prxfup- 
pofitum,  FG  ad  LM,  feu  a ad  /.  ut  quadratum  linus  totius  FR 
ad  quadratum  LR  finus  anguli  LFR,  live  ut  + ad  4 //* 
unde  manat /^  = 4^ r — 4 tt,  aquatio  prior,  qua  politionem 
curvarum  FMP,  Fmp  determinat.  Rurfus  ut  LM  ad  QM  Uve 
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t ad  t—y,  ita  FLl  ad  QO2,  hoc  eft,  ss  ad  xx — Num. 
ac  proind  cyss  — 1 t xj  + txx  = o , «quatio  altera,  quar  na-  LXVII. 
turam  Parabolarum  rcfpicit.  Harum  duarum  «q  nationum  bene-  • 
ficio  eliminetur  alterutra  lucra/  vel  t , puta  t , ut  habeatur  «quatio 

x'-{-iJxy  x„yxy-|-J  x*  . . 

ss ; / + -=o,  in  qua  quia  litcra  s 

xx+yy  xx+yy  n 1 

duos  «quales  valorcs  habere  concipitur,  comparetur  ipfa  cum  «- 
quationc  ss — 2 es  + e e=  o , ut  fupra;  vel  quia  «quatio  dua- 
rum duntaxat  dimenfionum  eft , qusrantur , per  dodrinam  pag. 

7,  ejus  amb«  radices  , nempe  /=(  Jx’  + xxy±:  xy  \j\dd 
— xy  — J.vx)).-  {xx+yy),  qu«  cum  «quales  dic  nequeant,  nifi 

quantitas  poft  fignum  radicalc  evanefeat , fequetur  a a — ay 

i xx  = o , quod  arguit  lineam  qu«firam  GHK  itidem  Parabo- 
lam exiftere,  cujus  vertex  G,  axis  FG,  bafis  FK  dupla  FG,  & 
latus  redum  ipfius  FK  duplum. 

Notandum  hic  primo , quod  fi  infinit*  h«  Parabol*  , quarum 
communis  tangens  quzritur , aliam  quamcunque  politionem  ha- 
bere concipiantur,  verbi  gr.  talem,  ut  ipfarum  vertices  cxiftant 
in  linea  reda,  aut  in  circumferentia  circuli,  aut  in  alia  quavis 
curva  d^j£^  prior  tantum  duarum  prsccdcntium  «quationum  // 

= 4 xt  — 4//  variabit;  przterquam  cum  funt  in  Ellipfi , cujus 
axis  minor  FG  majoris  eft  femiftisi  quoniam  enim  ipfa  h«c  El- 
lipfis  «quationis  no'lr«  Locus  eft , non  difteret  eo  cafu  Parabo- 
larum politio  a prsfcnte.  Si  vero  quzftio  proponatur  etiam  ia 
aliis  curvis  quam  Parabolis , tunc  & altera  «quatio  variabit ; adeo 
ut  hinc  generaliter  conftct,  quo  pado  quibulhbet  lineis  pofitionc 
datis,  alia  invenienda  fit  Linea,  qu«  ipfas  omnes  tangat,  vel  ab 
iis  tangatur. 

Deinde  etiam  fciendum  eft,  quod  idem  Problema  fub  alia  ad- 
huc forma  proponi  poflic  hunc  in  modum  : Quzritur,  qualis  fit 
curva , qu«  jungit  omnia  punda  G,  h,  K , eorum  qu«  globi  ex 
F conftante  vi  cxploli  in  planis  acclivibus  FG,  Fh , FK , attinge- 
re poliunt  remotiilima.  Problematis  enim  hujus  identitas  cum 
przccdentc  hinc  patefeit , quod  duda  Parabola  Fm  h p , qu«  cur- 
Jac,  BernouUi  Opert,  Sfff  ■ vam 
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Am.  vam  fupra  repertam  G h K tangat  in  ipfo  punflo  h , in  quo  eam 

LXY II.  j-ecat  p]anum  f omnes  alia:  ex  F cduflx  Parabolae  curvam  GhK 
alibi  quam  in  punflo  b tangere  debebunt , proindeque  cum  to- 
tx  intra  eandem  jaceant , planum  Fh  neceflario  citra  punflum  h 
fccabunt.  Qux  quidem  confidcratio  hunc  ulum  prxbet , ut  inve- 
niri polTu  angulus  elevationis  mortarii , e quo  jaflus  globi  in  da- 
to plano  inclinato  F h fiat  omnium  longiflimus ; uti  maximuna 
efle  conflat  in  plano  horizontali  FK,  fi  fiat  explofio  fub  angulo 
45  gr.  id  quod  in  re  militari  ufum  quandoque  non  contemnen- 
dum babere  potefl.  Etenim  , cum  ob  anguium  datum  n F h , 
nota  fit  ratio  lateris  F n ad  n h , feu  x ad  y , ( qux  ponatur  ut  m 
ad  b)  habebitur  xy-=ibx , quod  fubflitutum  in  xquatione  j = 
(Jx'  -\-xxy):  (xx+jrj)  valorem  unius  radicum  xqualium 
ipfius  t denotante  , gignit  s = (laxx-{-xxb):  (xx-\-bb)-,  in  x- 
quationc  vero  xx — xy  — Jxx  = o fuffeflum  exhibet  Jxx  = 
- — b x -{-xx  1 ac  proinde  > xrrrr — b-{-  y'  (xx+bb);  quo  va- 
lore  porro  furrogato  in  xquatione  modo  inventa  /=  (jxxx 
+xxb ):  ( xx-\-bb  ),  habebitur  s = xx:  e/  (xx  + bb)  , & hoc 
denique  (ubflituto  in  xquat.  ss  = ^xt  — 4 tt  ad  habendum 
t t , fiet  t t=x-\-x b:  \J  (x x -{-bb).  Quare  tandem  cum  FL» 
feu  s , fit  ad  LR , feu  x t,  hoc  eft , xx:  \j  ( x x -f-  b b x-\-xb: 
+J{a-x-\ -bb),  ut  finus  totus  x ad  tang.  ang.  LFR,  erit  tangens 
ifta  b-{-  y/  (xx+  bb  ).  Quod  innuit,  tangentem  anguli  quxfitx 
elevationis  mortarii  cfTe  aggregatum  tangentis  & fecantis  anguli 
inclinationis  dati  plani  □ F h : quod  invefligandum  erat. 

NOTA  V 1 1 L 


De  Circulo  curvam  ofculante , fimulque 
tangente  ac  fecante. 

Pag.  44, aH  ° J 

vtrba.T.jH- 

gat  ibidtm  q Ubintelligc  : »ifi  forte  ofculetur.  Fieri  enim  potefl  , ut  refla 
•iim  CE  ^ PO  curvx  perpendicularis  fit , & tamen  circulus  centro  P per 
mc  ipjam’  C deferiptus , curvam  in  C non  tangar,  fcd  fecct ; nempe  fi  con- 

curfui 
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curfui  duarum  interfectionum  five  contadui  tertia  interfodio  ac-  lxvii. 
cclTcrit , & fic  id  quod  Ofculum  dicitur  , effecerit.  Eadem  cum 
rcftridione  eft  intelligendum , quod  in  fequenti  paragrapho  ha- 
betur, ubi  alTeritur,  aquationem,  per  quam  invenitur  linea  CM, 
vel  M A , continere  debere  duas  radices  insquales  , fi  circulus 
curvam  lineam  in  C fecet : hoc  enim  tantum  de  fimplici  curva- 
rum fedionc  valet , non  de  compofita  , qua:  ex  trium  pluriumve 
fimplicium  concurlu  coaluit , totidemque  radicum  squalium  in- 
dex eft.  Neglexit  vero  Audor  hanc  reftridionem  , quod  eju* 
tempore  nihil  adhuc  cxpliciti  de  natura  Ofculorum  notura  fue- 
rat,  qua:  demum  acutiffimo  Geometrse  Leibnitio  diftindius 
confiderari,  mox  etiam  aliis  plenius  excuti  & ventilari  coepit;  qua 
de  re  fufius  in  Attts  Lipf.  menf.  Jun.  1 68 6,  Mart.  & Sept.  16*  t * , 

& Jun.  1693  t.  Jnterim  tamen  verum  eft,  hac  animadverfione 
non  everti  fundamentum  methodi  Audoris,  quippe  quod  in  eo 
tantum  pofitum  eft,  ut  cum  reda  PC  curva:  perpendicularis  eft, 
faltem  dus  radices  squales  in  squatione  adfint : adfunt  autem 
ha: , five  circulus  tangat  curvam , five  ofculetur  ; cum  tres  plu- 
refve  radices  squales  duas  non  excludant , fed  includant. 

NOTA  IX. 

Qiiando  fecunda  Ovalis  Cartesii  tranfeat  in 
Circulum , & qualem  ? 

QUoniam  non  definitum  nec  demonftratum  extat  . in  quem 

Circulum  tranfeat  fecunda  hsc  Ovalis , quando  F A , A G , <J o*  " 
& jA,  A6,  in  eadem  ratione  funt;  utrumque  hic  loci  fupplebi- 
mus : utemur  autem  figno  = ad  indigitandam  proportionalita- 
tem  quatuor  magnitudinum  , quibus  intcricritur  , ut  difeurfum 
utcunque  contrahamus. 

In  reda  FG  abfeindatur  ad  partes  G reda  AX , qus  fit  quar-  Fls-  *• 

• Sfff  1 ta 

* Supra  >T.  XLVII.  pag.  475  , feq.  & N*.  LV.  pag.  J4*. 
t N°.  LVI.  Art.  II.  pag.  yyy. 
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ta  proportionalis  ad  AF  — AG,  AG,  & rFA,  dudifque  ad  com- 
mune pundum  2 curva:  Ai  rectis  F2,  A 2,  Gi  & X2,  demit- 
tatur ex  illo  perpendicularis  2P.  Quo  tado,  cum  Af  : A6=*AF: 
A G , [per  byp.  ] erit  permutando  A j : A»F  = A 6 .•  A G , (eu 
AS  [ per  V.  7.  ] ; componcndoquc  Ff  : AF  = Ss  : AG,  hoc  eft, 
F2  : AF  =r  G 2 : AG.  Quare  tum  angulus  F2G  biicdus  cft  per 
redam  A2  [VI.  3]  , tum  etiam  red.  F2G:  red.  FAGr=quadr. 
F2 : quadr.  FA  [ VI.  22  ] ; unde  dividendo  red.  F 2 G — red. 
FAG  [fivc  quadr.  Ai  per  Theor.  part.  pofl.  Geom.  pag.  370.  ] : 
red.  FAG  = quadr.  F2  — quadr.  F'A  : quadr.  F A , rurfumque 
permutando  quadr.  A 2 : quadr.  F2  — quadr.  FA  = red.  FAG: 
quadr.  FA  = AG : AF,  [ VI.  1 ] , & convertendo  quadr.  A 2 : 
quadr.  Fi — quadr.  FA — quadr.  A 2 [ five  2 red.  FAP  per  II.  2]] 

= AG  : AF AG  = [per  conjlr.  ] A X : 2 F A = red.  X A P : 

red.  iFAP  [VI.  1].  Quocirca  red.  XAP=  quadr.  Az  [V.  5]; 
ac  proinde  X A : A 2 = A 2 : A P [VI.  17]  hoc  cft  , in  Trian- 
gulis XA2 , 2AP , latera  circa  communem  angulum  A funt  pro- 
portionalia. Ergo  Triangula  fimilia  [VI.  6].  Ergo  cum  angu- 
lus ad  P fit  redus , erit  etiam  angulus  A 2 X redus ; igitur  in 
fcmicirculo  [III.  31].  Peripheria  ergo  circuli  cfi  Curva  A 2 X , 
cjufque  diameter  reda  AX.  Quod  determinandum  demonftran- 
dumque  erat. 


NOTA  X. 

Ovalis  primi  & tertii  generis  in  retiam , fecun- 
di in  byperbolam , quarti  in  ellipfn 
abire  potcjl. 

QUod  pofitis  A 5 & K6  lineis  squalibus,  Ovalis  primi  & ter- 
tii generis  abeat  in  Lineam  redam , fecundi  in  Hyperbo- 
lam , quarti  in  Ellipfin  , ita  facile  oftenditur  : Quia  per  conftr» 
AR  vel  AS  = A G,  vel  AH,  & per  bypoth.  A6  = A5,  erit 

demtis 
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demtis  additifvc  squalibus , In  I & III  Ovali : R 6 , vel  S6  = 

G } , vel  H j ; quare  circulus  , centro  G vel  H , radio  R 6 vel 
S6 , deferiptus  alterum  centro  F per  f deferiptum  in  ipfo  pun- 
ito 5 continget.  In  II  Ovali  : S 6 [hoc  eft,  per  conftrud.  Gz  ] 
rzziAG+As  i & in  lFta,  Re  fi  ve  H4  = AH — A 5 ; utrobi- 
que  vero  Fj , hoc  eft , Fi  vel  F4  = FA  + Aj.  Unde  patet 
differentiam  redarum  Fz.  G z , differentis  ipfarum  F A , G A ; 
nec  non  fummam  F4  + H4,  fumms  FA  + AH  squari.  Con- 
fiat autem  aliunde , illam  Hyperbola , hanc  Ellipfeos  proprietatem 
cxiftcrc. 

NOTA  XI. 

Lens  byperboliformis  radios  lucis  [ homoge- 
neos  ] accurate  colligens  in  unum  punSlum. 

QUoniam  enim  , per  hyp.  d — e eft  ad  r,  ficut  ^ ad  AM  >pag.$j.UiT. 

feu  x , ctit  componendo  d ad  e , ficut  g + x ad  x , hoc  eft , 5.  Et  de«i- 
ficut  differentia  redarum  GC  & GA  ad  AM;  ac  proinde  per 9^* fi 
naturam  harum  Ovalium  AM  five  AH — HM  debet  etiam  s- 
quari  differentis  ipfarum  A H & H C , hoc  eft , H C debet  effe 
— H M , quod  fieri  nequit,  nifi  focus  H infinite  diftet  a pundo 
C vel  M,  lineaque  CH  ipfi  AM  parallela  fiat ; quo  cafu  curvam 
AC  Hyperbolam  evadere  conftat  per  ea,  qus  pag.  17 4 a Schoo- 
TENio  dcmonftrara  funt.  Idem  etiam  fimili  modo  de  altera  cur- 
va CY  oftendetur.  Quod  fi  vero  linea  AM  major  minorve  in- 
veniatur quam  gc  : ( d — e),  haud  abfimili  ratiocinio  colligitur  , 
focum  H finito  intervallo  a pundo  C vel  M ad  dextram  fini- 
ftramvc  ejus  ftatuendum  effe  , quod  arguit  curvam  AC  primi  ter- 
tiive  generis  Ovalem  effe,  plane  ut  Audor  afferuit. 


Sfff  3 NOTA 
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LX  VII. 


NOTA  XII. 


De  Focis  linearibus , feti  Lineis  caujlicis  & 
dia  - caujlicis. 

Pjg.  sj.  C Upcrflaa  hac  eft  limitatio  Auhoris ; potcft  enim  Problema  gc- 
§.  ijo jjtm  ^ neraliter  confici , qualifeunque  fit  data  vitri  fuperficics , ut  be- 
quojut.  ne  anjmadverfum  ab  IH,  H U G E N I o in  Trdttdtu  de  Lumine  pag. 

113.  Quemadmodum  etiam-  circa  totam  materiam  opticam  , 
qua;  in  hoc  fecundo  libro  pertrahatur , multo  univerfaliora  nunc 
dereha  habentur , poftquam  a Geometris , prater  punfta  folitaria, 
qua  Focos  appellarunt,  integra  coeperunt  confiderari  Linea,  a 
radiorum  reflexorum  & retractorum  concurfibus  formata  , quas 
Ccl.  Dn.  Leibnitius  appofite  Focos  Lineares,  alii  Caudicas 
ac  Diacaufticas  nuncupare  folent.  De  harum  linearum  aftehio- 
nibus  legi  merentur  ea  qua  paffim  in  Actis  Erud.  Liff.  prodie- 
runt, prafertim  qua  habentur  menf.  Mai.  1691,  $cjun.  t69  j *, 
ubi  non  tantum  fundamentum  omnium  Ovalium  Carteftdndrum 
exponitur,  & reliquorum  inventorum  fons  aperitur,  fcd  & pluri- 
ma  alia  fcitu  jucunda  atque  utilia  exhibentur.  Qpomodo  vero 
etiam  prafentis  Problematis  confiruftio  ex  iifdcm  poffit  elici  , 
haud  obfcurum  eft,  fi  confideremus  , illo  nihil  aliud  pracipi  » 
quam  ut  data  linea  curva  reperiatur  alia , cujus  diacauftica  ex 
dato  punfto  conveniat  cum  data  diacauftica  ex  alio  dato  punho. 
Quod  confequi  poterimus,  fi  quaramus  prius  Curvam,  cujus  In- 
voluta (hac  autem  quid  fit,  ibi  vide)  conveniat  cum  diacaufiica 
data  curva  cx  dato  punfto . & deinde  illa  mediante  aliam , cu- 
jus diacaufiica  ex  altero  dato  punho  cum  inventa  evoluta  coin- 
cidat.  Quorum  utrumque  per  ibi  tradita  facillimo  negotio  efte- 
hui  dare  licet , modo  data  curva  rcham  perpendicularem  inve- 
niri polle  concedatur. 

IN 

* N#.XLIX,  pag.  491.  feq.  <Sc  N°.  LVI,  pag.  feq.‘ 
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IN  LIBRUM  III. 
NOTA  XIII. 


Num. 

LXVII. 


De  fnnflicijjima  Problematis  conjiruendi 
ratione. 

SI  fola  Dni.  Des-Cartes  au&oritatc  flandum  fit,  e pIu-^aS^§* 
ribus  Curvis  , per  quas  aliquod  Problema  conftrui  potcfl  , ame 
femper  illa  eligenda  venit , qua?  generis  efl  fimpliciflimi  ; ut  ma- 
xime conflru&ionem  & demonflrationem  Problematis  multo  im- 
peditiorem reddat  , quam  alia , quae  uno  alccrove  gradu  magis 
compotita  efl.  At  fi  aflerti  rationes  defideremus , altum  Olentium. 

Et  fanc  , cum  totum  negotium  geometricum  , vel  manuum  , vel 
mentis  operatione  abfolvatur  , illa  conflruftio  omnium  optima 
cenfebitur , qua;  utramque  prae  caetcris  facilitac  : quicquid  Ot  de 
curva;  genere  graduve,  cujus  ope  haec  conflrudlio  peragitur.  Nam 
quanquam  curva  gradus  altioris  quiddam  forte  habeat  in  natura 
fua  magis  compofiti,  quam  alia  inferioris  ; ratiocinium  tamen, 
quo  id  colligimus , in  conflruftionc  Problematis  non  attenditur , 
fed  tanquam  jam  antea  fa&um  fupponitur ; & nunc  folummodo 
fpedatur  curvae  defetiptio  , ejufquc  ad  optatam  conflruftionem 
applicatio , qua;  nonnunquam , vel  ipfo  fatente  Au&ore  , facilior 
Ompliciorque  exifiit  , quam  fi  alia  inferioris  generis  curva  aflfu- 
meretur.  Exemplum  ejus  rei  illuflre  habemus  in  Problemate 
Quadrifcttionis  Trianguli  Scaleni  per  duae  normales  rei Jm  , quod 
fupra  * conflruximus  ope  Hyperbolae  & Curva;  alicujus  4 dimen- 
fionum  , tametfi  duabus  curvis  trium  idem  praeflari  pocuiilet  in 
hunc  modum  : Attollatur  zquatio  8 dimenfionum , quae  ambas 
Problematis  conditiones  includit,  fa&a  multiplicatione  per  x,  ad 

9 di» 

* Nota  II.  pag.  671.  fcq, 
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9 dimenfiones , & fublato  fecundo  termino  reducatur  ad  hanc 
formulam:  x*.  * mx1.  nx*.px!.  q x*.  rx\  sxx.  t x.  v = 0 ; tum 
fumpto  ad  lubitum  Loco  aliquo  3 dimenf. , puta  Parabola  Cubi- 
ca, qua:  exprimitur  per  aay  = x'  , fubftituatur  valor  ifte  ipfius 
x * in  5 vel  6 primis  terminis  aquationis  propofita;  9 dimenfio- 
num : fic  habebitur  pro  Loco  altero  aequatio  indeterminata  a^y'. 
a*  m xyy.  a*  nyy.  a d p x x y.  a a <]  x y.  aary  [vel  rx'  ] sxx.  t x. 
^ = 0,  qua;  itidem  trium  tantum  dimenfionum  exiftit.  Ubi  ap- 
paret, quod  ctiamfi  methodus  illa  refolvendi  aequationem  propo- 
fitam  in  duo  Loca  , multoties  expeditior  fit , conftrudioncfquc 
longe  faciliores  fuppeditet  illa,  qua  Dn.  Des-Cartes  uti  lo- 
let,  lien  tamen  poteft,  ut  fada  lubftitutionc  cocfticicntium  aequa- 
tionis propofita:  loco  literarum  m , n,p,  &c.  Locus  ifte  a*y 
&c.  fiat  conftrudu  tam  difticilis  , ipfaque  dcmonftratio  tam  im- 
pedita & coada  , ut  nemo  non  praeferendam  videat  noftram  con- 
ilrudioncm  , ad  quam  infuper  ipla  Problematis  natura  fponte  quali 
nos  deduxit , ut  maxime  4 dimenfionum  curvam  poftulct. 

Sed  Se  hoc  denique  addere  non  pigebit , quod  fi  curvarum  fim- 
plicitati  nolimus  fcrupulofius  inhsrcre  , pofiimus  unamquamque 
aequationem  generaliter  Se  facillime  conftrudam  exhibere , median- 
te curva  aliqua , quae  licet  tot  dimenfionum  fit  quot  habet  ae- 
quatio propofita  , ejus  tamen  omnia  punda  per  folas  lineas  reflas 
inveniri  pofiimt.  Modus  talis  eft  : Primus  aequationis  terminus 
ada-quetur  reliquis , dcin  dividatur  tota  aequatio  per  poteftatem  ra- 
dicis proxime  inferiorem  maxima,  ut  radix  ab  una  parte  fola  ha- 
beatur; quemadmodum  fi  propofita  fit  aquatio  x'  =.dx*  + bbx' 
— e'  xx — d*x-\-c'  , fiat  divifio  per  x*  , ut  proveniat  x=a 
4 -bb  : x — e' : xx  — d* : x'  + e ' : x * ; tum  aflignato  in  refla  in- 
definita AB  punflo  A,  abfeindatur  ex  illa  arbitraria  AB,  qua; 
vocetur  x , & quaerantur  tertia  proportionalis  ad  hanc  x Se  b , 
quarta  ad  x Se  e , quinta  ad  x Se  d,  & e.  caequc  omnes,  una  cum 
quantitate  a , pro  fignorum  -f-  & — varietate , fibi  mutuo  addan- 
tur demanturve , Se  qua  provenit  reda  B C normaliter  applice- 
tur ipfi  AB  in  pundo  B ; fic  erit  pundum  C ad  curvam  defidc- 
ratam  C C.  Duda  enim  reda  AC , qua:  cum  ipfa  A B angulum 

femir 
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fcmircdum  conftituat,  curvaraque  in  pundis  C,  C fccet , defi- 
gnabunt  demifia:  cx  illis  perpendiculares  C B , C B , omnes  radi- 
ces propofita:  aquationis : quod  ex  lpfa  operatione  per  fc  mam- 
feftum  eft ; quandoquidem  reda  BC  , quatenus  ad  curvam  appli- 
cata cft,  aquatur  per  conftrudionem  quantitati  a + bb.-x — r* ; 
x1  — d * : x’  + .•  x * , cadcmquc , quatenus  eft  fubtcnfa  anguli  fc- 

miredi,  aquatur  ipfi  AB , feu  x.  Sciendum  vero  etiam  eft,  quod 
idem  liceat  confcqui,  fi  loco  primi  termini  arquationis  quivis  a- 
lius  cartcris  adaquetur.  Barrowius  celebris  Geometra  Anglm 
in  Leti.  Ceom.  pag.  14J.  homogeneum  comparationis  , leu  ulti- 
mum terminum , reliquis  adaquare  folct.  Sed  & infinitis  prope- 
modum  modis  ifta  variari  poliunt.  Et  habent  fane  hujufmodi 
conftrudioncs  in  limitum , maximorum  item  & minimorum  de- 
terminationibus , aliifque , fuos  ufus , qui  in  aliis  conftrudiombus 
vix  locum  habere  poliunt. 

NOTA  XIV. 

aquationum  fusoriorum  generatione 
multiplicationes  inferiorum. 

P OlTct  aliquis  Tyro,  vel  Tyronc  major,  hic  quarcrc  , cur  ad 
explicandam  aquationum  generationem  & naturam  quantita- 
tes adaquanda:  fint  nihilo , priufquam  multiplicentur , & cur  non 
potius  ita  ftatim  liceat  arguere:  Quia  x=t , iterumque  x — ■ 3, 
erit  fada  multiplicatione  squalium  x & 3 per  aqualia  x & 2 , 
produdum  xx  = 6 ; qua  diverfa  plane  eft  aquatio  ab  illa,  qua 
invenitur  multiplicando  x — 2 = o per  x — 3 = o.  Ad  hunc 
fcrupulum  fibi  eximendum,  feire  debent  Analyticcs  ftudiofi  , rc- 
de  quidem  colligi  hoc  ratiocinio,  quod  x,  qua  cft  3 , multipli- 
catum per  x,  qua  cft  2 , hoc  cft  , xx  faciat  6 ; at  lic  quantita- 
tem xx  (pedari  ut  redangulum  duorum  valorum  inequalium  , 
fecus  atque  accipitur  in  aquationibus  cx  Problematis  vel  Theore- 
matis alicujus  refolutionc  ortis , ubi  femper  denotare  folct  qua- 
Jdf.  BcrnoulU  Operx.  T c 1 1 dra- 


Num. 

LXV1I. 


Pag-^9-  $. 
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Num.  dratum  unius  cjufdcmquc  valoris.  Quo  etiam  fcnfu  venit  in 
modo  formandi  aquationes,  quem  hic  praeferibit  Auftor.  Pofico 
namque  x = j , vel  x — } = 0,  fi  multiplicetur  x — 3 per 
quamcunque  quantitatem , velut  per  x — 2 , fequitur  prodactum 
xx  — 5 x + 6 nihilo  aequale  fore  , cujufcunquc  valoris  ponatur 
x in  quantitate  x — 2»  adeoque  terminum  xx  non  minus  ter- 
narii quadratum , quam  quodvis  aliud  rcftangulum  innuere  pofle. 
Quod  fimiliter  quoque  de  quadrato  binarii  eft  intelligcndum , fi- 
cubi  infuper  pofucrimus  x=  1, 

NOTA  XV. 

Cautio  adhibenda  in  aquationum  prap aratione 
ad  co7iJlruflionem. 

•fag.74.lin.  T Ntcr  alia  , quae  ad  aequationum  praeparationem  ab  Au&ore 
7.  Et  w/u-  m.  rCqUirUntur , ifla  quoque  conditio  adjeda  eft , ut  ufui  poftmo- 

^utntitat  dum  cAc  poflit  in  conftruenda  aequatione  fex  dimenfionum  y* 

totniutcr- py'  y*  — ry'  + syy  — /jf  + ^=o,  prout  ex  fcq.  pag.  97 
quadrat  " ' & videre  eft.  itenim  fi  quantitas  cognita  tertii  termini  q mi- 

ftmijpt  fe  nor  poneretur  quam  \pp  quadratum  fcmifiis  fecundi,  fieri  poflct 
eundi  ma ■ ut  conftruftio  fecundum  regulam  Dni.  Des-Cart  es  infti- 
1 ’ tuenda  redderetur  impnffibihs  ; utpotc  lecundum  quam  Parabo- 
la dcfcnbcnda  eft,  cujus  Paramccer  fit  — 


NOTA 
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NOTA  XVI.  57« . 

Transformatio  aquationis  data  in  aliam , cujus 
terminus  quilibet  coeff  cientem  habeat 
data  magnitudinis . 

/^1  Eneraliter  quantitas  cognita  feu  coefficicns  cujuflibet  termini  Pag.  7*-  §• 
aequationis  propofita:  x*.px*.  qxx,  rx.  / = o , tranfmuta-  *** 
bitur  in  aliam  datam  a , multiplicando  radices  aequationis , juxta 
dodtrinam  pag.  7 j , per  a : p , fi  fit  coefficicns  fecundi  termini  , ■ 
quem  tranfmutarc  velis  > aut  per  radicem  quadratam  ex  a : q , fi 
fit  coefficicns  tertii,-  aut  per  radicem  cubicam  ex  a:  r,  fi  quarti; 

. aut  per  quadrato . quadratam  ex  fi  quinti  i & ita  confequcn- 
ter,  fi  plures  termini  adfuerint. 

NOTA  XVII. 


Dividendo  aquationem  datam  per  binomium , 
quod  illius  radicem  ejfe  fufpicamur , cur  ju- 
vet divijionem  incipere  a termino  ultimo . 


/'~'Ur  Audior  divifionem  incipere  jubeat  a fine,  ratio  eft,  quia P*g  77- /■ 

^ fi  fieri  non  poflit ; tum  id  plerumque  initio  ftatim  operatio- 

nis  cognofcitur.  Ex.  gr.  Examinaturus , num  xquatio  y*  — 8 y + mino. 

— 1x4 jy  — 64  = 0,  dividi  poflit  per  77+8,  divido  primum 

— 6 4 per  8 , & habeo  — 8 , fadtaquc  per  yy  multiplicatio- 
ne— 8 yy , quae  fubtradla  ex  — i*4J7  relinquunt  — i\6yy. 

Hoc  vero  quia  non  amplius  per  8 fine  refiduo  dividi  potefi  , 
confefiim  concludo,  divifionem  per  hoc  binomium  yy+  8 fuc- 
cedcrc  non  pofle ; quod  alias  fadlo  initio  ab  y*  non  conflitiflet , 
nifi  poftquam  tota  operatio  ad  finem  perducta  fuiflet. 

Tttt  i NOTA 
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Num. 

LXVII. 


NOTA  XVIII. 


Problemata  Solida , quomodo  fer  exiguam  ali- 
quam Seftionis  Conica  p articulant 
congruantur. 


7ag.Sy.iin.  /''V  Uomodo  Problemata  Solida  per  exiguam  aliquam  portionem 
*?•  aut  *■  V Senionis  Conica:  conftrui  poflint , cum  Audor  id  non  cx- 
iflarum  ponat,  paucis  hic  indicare  opera:  pretium  duximus.  Primo  quia 
tytUuiam data  cft  Scdionis  portio,  dabitur  quoque  vertex  Scdionis  [rtd. 
" ' quam * MYDORG.  Come.  Iit.  4.  prop.  34.  ] , ejufquc  axis  , & ab  extremi- 
tatibus Scdionis  demiftae  in  axem  perpendiculares  , quarum  ma- 
jor vocetur  a & minor  b.  Deinde  per  regulas  Dni.  De  Beaune, 
quas  fecunda:  Parti  Geometri 4 hujus  infertas  legimus  , quarrantur 
Limites  aequationis  propofita:  , confiderando  num  cadant  intra 
perpendiculares  4 & b , nec  ne : nam  fi  intra  illas  cadant  , hoc 
cft , fi  uterque  limes  minor  fit  quam  4 , & major  quam  b , per- 
fpicyum  eft  aequationem  abfque  ulteriori  redudione  per  regulas  , 
quas  hic  mox  fubjungit  Audor , conftrui  pofic.  At  fi  limitum 
alteruter,  vel  uterque,  cadat  extra  a & b>  fi  ve  major  fit  quam  4 
aut  minor  quam  b , tum  perpendendum  porro  eft , utrum  ab  ae- 
qualitatis ratione  magis  mmufvc  recedant  quam  perpendiculares 
4 & b ; & fi  magis , eoufque  faltem  coardandi  funt , donec  ad 
aequalitatem  aeque  vel  propius  accedant ; quod  video  variis  modis 
fieri  polfc  : Ex.  gr.  Efto  propofita  aequatio  z*  * — 4*3  zz+ 
4980  z — 14508  =0,  fitque  4=6  3 , & b=.  28  : Limes  ae- 
quationis major  eft  V 463  , & minor  f^>tteC['  [ per  1 Prop.  C4p.  7. 
de  Limit.  ALquat.  ] adeoque  radices  fingula:  aequationis  minores 
quam  2 2 , & majores  quam  1 ; fcd  quia  22  & i magis  recedunt 
ab  aequalitate  quam  a & b , fcu  63  & 28  , conftituo  inter  2 2 & 
2 tot  medios  numeros,  quot  requiruntur,  ut  bini  ipforum  pro- 
ximi ad  squalitatem  aeque  ycl  propius  accedant  , nempe , 22, 

10,. 
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io,  j , 3 , z.  Quo  fado,  propofitam  aquationem  tranfponcn- 
do  & dividendo  per  **  ita  reduco , ut  habeatur  z ab  una  parte 
fola,  puta  £ = 463:  * — 4S8o:ei+  14508  : z1  i tum  pro  z 
in  denominatoribus  pono  fucccflivc  valores  22,  10,  3,  3 , a, 
confidcroquc  num  valores  inde  rcfultantes  ipiius  z pofitis  majores 
minorcfvc  evadant.  Et  quoniam  pofito  z = 2 2 , rcfultans  va- 
lor  minor  fit  quam  22  ; pofito  vero  z=  10,  rcfultat  valor  ma- 
jor quam  10;  quemadmodum  etiam  pofito  z aequali  uni  reliquo- 
rum numerorum  , valores  inde  rcfultantes  pofitis  identidem  ma- 
jores fiunt  i hi/ic  concludo,  inter  22  & 10  ncceffario  vel  unam, 
vel  omnes  tres  radices  cadere ; & fi  una , duas  reliquas  aut  inter 
10  & j , aut  3 & 3 , aut  3 Se  2 conjundim  contineri,  aut  pror- 
fus  imaginarias  eflc.  At  quoniam  omnes  hi  limitibus  intercepti 
numeri  infra  6 3 & 28,  ceu  extremas  applicatas  data:  particula: 
Scdionis  Conic* , confiflunt ; idcirco  prius  ad  illas  multiplicatio- 
ne elevandi  funt,  juxta  dodrinam  pag.  73,  faciendo  z = J? y 
— af x — iju  =h*  , vel  etiam  z=iiy  = ^*.=  3** 
= /j  / , Se  fic  transformando  propofitam  aequationem  in  totidem 
alias  ab  y , x , u Se  t denominatas  , quarum  deinde  conflrudio- 
nes  ope  data:  portionis  Sedionis  Conica:,  per  regulam  pag.  87  , 
fcq.  praeferiptam  ordine  centanda:  funt.  Ita  hic  per  primam  ob- 
tinebitur unus  valor  pro  y , Se  per  fecundam  duo  valores  pro  x , 
quibus  cognitis  Se  z innotefeet » nec  opus  cfl  progredi  ad  con- 
flrudioncm  reliquarum  atquationum  , cum  jam  omnes  tres  radi- 
ces propofita:  aequationis  inventa:  ftnt:  quanquam  etiam  ex  aliis 
quandoque  circumflandis  haud  ita  difficulter  cognofcatur  , quid 
primo  fic  tentandum , quid  ultimo , ut  perpenfis  iis  multum  faepe 
fuperfiui  laboris  refeindi  pofiit.  Sed  fuccindior  multo-  fiet  tota 
haec  operatio,  fi  propofito  adhibeamus  ea  quae  habentur  in  Att. 
Erud.  Lipfl  roenf.  Scpt.  1689  *,  ubi  modus  docetur  non  inele- 
gans appropinquandi  continue  radicibus  atquationum  per  folas  re- 
das lineas  Se  circulos , quantum  quis  proxime  voluerit.  Poflquam 
enim , hujus  methodi  ope , limites  radicum  fufficienter  coardati, 

Tttt  3 ipfa- 

* N°.  XXXVII.  pag.411.feq. 


Num. 
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Num.  jpfaquc  aequatio , fi  opus  fit,  convenienti  multiplicatione  radicis 
lx\H.  aiiam  transformata  fuerit,  poterit  ipla  ftatim  beneficio  datae 
portionis  Sc&ionis  Conica;  infallibiliter  confirui  i quorum  om- 
nium prolixiori  explicatione  non  indiget,  qui  praecedentia  probe 
intellexerit. 

IN  COMMENT.  SCHOOTENII 
IN  LIBRUM  I. 

NOTA  XIX. 

Conftruflio  ce  ([nationis  z = (cd+ef):g. 

Pap  lfio  A Liter  hoc  ita  rclolvitur  : Fiat  ut  g ad  e , ita  d ad  quartam  h; 
ad  exem-  nec  non  ut  g ad  e,  ita  f ad  quartam  /'»  fummaque  h-\-i 

2 — vocetur  h,  erit  z = b.  Vel  etiam  hoc  pa&o  ; Statuatur  Trian- 
■')'?'gulum  rc&angulum , cujus  unum  crus  arquetur  media;  proportio- 
nali inter  e & d , alterum  media;  inter  e & /"»  Se  qusratur  ad  g 
& hypothenufam  trianguli  tertia  proportionalis  , qua:  fit  b , erit 
z h. 


NOTA  XX. 


ConfiruSlio  cequationis 
z=(acdd — aacc):  (d’  + acd). 

CChootenius  tres  proportiones  adhibet.  Brevius  id  per 
— ’ u ^ duas  proportionalitatcs  obtinetur  , faciendo  , ut  d ad  a , ita 
e ad  quartam  m ; erit  d m = d e , & dd mm  = d d e a unde  pro 
aedd - — dacc  . - ..  . d'rn ddmm  „ dm mm 


nem. 


poterit  feribi 


feu 


quare  fi 


d1  + ded  r d'  + ddm  d + m 

fiat  denuo,  ut  d-\-m  adi i — ita  m ad  quartam  bt  crit^===«^ 
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^ Num. 

NOTA  XXI.  LXVIi 

Conjlrutiio  aquationum  z = v/  (aa+bb  ) & z= 

V ((aadd  — aaff — a4 ):  (dd+2df+ff)). 

T)  Ro  priore  quantitate : Ponatur  sj  {aa-\-bb')  eflc  hypothcnufa  Pig.  iCt. 
■■■  alicujus  Trianguli  rcdanguli , cujus  unum  crus  fit  a , & alte-  ab  ini,'°v 
rum  b : vel  tranfmutctur  bb  in  redang.  ab  , ac  deinde  inter  a & 
a-\-b  quaeratur  media  proportionalis  5cc.  Ita  quantitas  >/(*<* 

bb ) confiderari  poteft,  vel  ut  media  proportionalis  inter  a-\~ 

b & a — b,  vel  ut  crus  unum  Trianguli  rcdanguli,  cujus  hypo- 
thenufa  fit  =a  , & alterum  crus  =b,  &c.  Pro  pofieriore  quan- 
titate : Quaeratur  per  modo  tradita  y/  (aa-\-ff),  qua:  vocetur  m; 
ac  deinde.  — mm)  , qua:  dicatur  n;  tandemque  fiat  ut  d. 

+/  ad  n,  fic  a ad  quartam  p,  erit  z = b.  Ejufdcm  vero  quan- 
titatis conftrudioncm  ipfc  quoque  exhibuit  Schootenius 
Pag-  »JJ. 

IN  COMMENT.  SCHOOTENII 
• IN  LIBRUM  II. 

NOTA  XXII. 

Infundo  Flexus  contrarii , retia  nulla  cur- 
vam tangere  poteft. 

T1  Ede  hic  Commentator  , in  pundo  Flexus  nullam  redam  pag.*7o.§. 

tangere  Trochoidcm;  quod  in  omni  Flexu  contrario  verum.  u’” 
Etenim  U reda  quaepiam  infinita  tangens  curvam  , eandemque dum' 
praeterea  fccans  alibi  > ita  fuper  illa  rotari  concipiatur  , ut  coma- 

dus 
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i xTil  ^us  Pun,^um  totatn  fucceflivc  curvam  perambulet , fiet  ut  con- 
' tadus  ille , qui  folus  ex  duabus  interfeflionibus  coaluit , in  pun- 
flo  Flexus  contrarii  tertia:  infuper  interfeflioni  conjungatur,  eva- 
ndcentc  alterutra  portionum  curva:,  qua:  ad  cafdem  refl®  tan- 
gentis partes  jjcucrant  i quo  fit , ut  contaflus  proprie  talis  cfie 
definat,  inque  feflionem  tranfmutctur  qu®  ofemUtio  dicitur.  Cui 
etiam  illud  confentancum  cft,  quod  circuli  omnes  curvam  ofeu- 
lantcs  [ ofculo  ex  tribus  interfeflionibus  conflato  ] curvam  non 
tangunt,  fed  fecant,  ut  fupra  annotavimus  *.  Nam,  quod  de 
univerfis  conflat , id  fpcciatim  quoque  de  illo  valebit , qui  cur- 
vam in  punflo  Flexus  ofculatur.  Sed  hic , cum  perpetuo  infinite 
magnus  efle debeat,  ut  ex  loco  AB.  Lipf.  ibid.  allegato  apparet,  t 
a linea  refla  ofculantc  non  differt ; qu®  proinde  & ipfa  curvam 
fccarc , non  tangere  cenfcnda  cft.  Et  quemadmodum  ofculantcs 
circuli,  fic  Se  punfla  Flexus  contrarii,  ob  trium  interfeflionum 
concurfum , per  tres  radices  ®quales  reperiuntur  , quod  qua  ra- 
tione ab  Heuratio  in  Conchoidc  fit  praftitutum , pag.  2 j 8 
Geometri*  hujus  videre  cft. 

IN  COMMENT.  SCHOOTENU 
IN  LIBRUM  III. 

N O T A X X 1 1 1. 

Promotio  Regula  pro  inveniendis  commode  di- 
viforibus  aquationis  propojita. 

pag. 507,  A Ccidit  f®pcnumcro,  ut  pr®ftitis  iis  omnibus,  qu®  hic  fieri 

8c  jo8.  -CV  jubet  Commentator , numerus  tamen  diviforum  utilium  per 
quos  divifio  tentanda  foret  , adhuc  nimius  fit.  Id  qui  cavere 

velit , 

* Nota  VIII.  pag.  684, 685.  f Vide  tamen  Num.LXXVI,  infra. 
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velit,  poterit  radices  propofita  aquationis  initio  ftatim  operatio- 
nis pluribus  aliquot  numeris,  puta  unitate,  binario , ternario , de- 
nario &c.  augere  minucrcve,  transformataque  aequatione  in  toti- 
dem alias,  divifores  ex  omnibus  confpirantes  fcligcrc.  Nam  tum 
aut  nulli  confpirabunt ; aut  (i  qui  confpirant,  raro  per  illos  divi- 
fio  fruflra  tentatur.  Reftc  autem  monet,  pag.  308  lin.  27,  fcq. 
cujuflibct  arquationis  terminum  ultimum  , quo  folo  ad  hoc  nego- 
tium indigemus . pofle  reperiri  , ut  integra  aquatione  non  fit  o- 
pus.  Hoc  enim  fit,  multiplicando  cocfficicntes  terminorum  pro- 
pofita aequationis  per  numeros  continue  proportionales  ab  uni- 
tate : videlicet  ultimum  terminum  per  unitatem  , cocfficientcm 
pcnultimi  termini  per  numerum  quo  augere  vel  minuere  volumus 
radices , coefficientem  antepenultimi  per  numeri  hujus  quadratum, 
fcqucntis  per  cubum  , & ita  deinceps ; atque  tribuendo  produdis 
eadem  ubique  figna , qua;  occurrunt  in  aquatione  data , fi  radi- 
ces minuenda; ; mutando  vero  illa  in  locis  paribus  ab  ultimo , fi 
augenda;  fint.  Aggregatum  namque  omnium  produ&orum  erit 
ultimus  terminus  aquationis  quafita.  Ex.  gr.  Efio  propofita  aqua- 
tio:  x' — j xx  — 30x4-72  = 0,  & explorandum  fit,  num  di- 
vidi poflit  per  x-J-  vel  — divifore  aliquo  ultimi  termini.  Multi- 
plico coefficientcs  terminorum  retrorfum  per  1,  1, 1, 1 ,-  per  1,2, 
4,  8 ; per  1,  3,  9,  27,  &c.  per  r,  10,  100,  1000.  &c.  fervatis,  fi  ita 
lubet , iifdem  fignis  aquationis  data , produ&aquc  omnia  ejufdem 
ordinis  addo,  hac  ratione: 


+ 1 x’ — j xx  — 30x4-72  = 0 


1 1 

8 4 

17  9 

IOOO  IOO 

4-  i — T" 
4-  8 — 1 1 
4 -*7 — *? 
4-1000 — 300 

a 

Jac.  Bcrnoulli  oper 4. 


1 1 

2 1 

3 I 

10  1 

• — 30  4-7*  =+  40 

— 60  4-7*  =4-  8 

— 50  4-7*  = — 18 
joo  4-7*  =4-47* 

V u uu 


Sic 
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Sic  prodibunt  40  , 8,18  & 47*  1 pro  ultimis  terminis  zquatio. 
num  , quarum  radices  unitate , binario , ternario  , ac  denario  mi- 
nores funt  radicibus  zquationis  propofitar. 

Divilores  autem  numeri  40  funt:±:  1,  2,  4,  f,  8»  io,  io,  40. 

8 • . — 1»  tj  4)  8« 

18  . . ±l.t,3 ,€,9,  18. 

471  . . =£  1,2, 4,8,  ?5,  118,23«, 47*. 
horum  primi  unitate  aufti  efficiunt 

tum 4- 1,3,  J,«,5,  11,  21,41  i tum  etiam  — 0,1,3,4,7,5,15,35. 

fecundi  binario  au&i  exhibent 
tum -f-  3,  4,  6, 10 > tum  + 1 & — o,  z,  6. 
tertii  autti  ternario  dant 

tum  4- 4,  f,«,5, 12,  at ; tum  4-  1,  1,  & — o,  3,  6, 15. 

quarti  denique  denario  aufti  gignunt 
tum  4- 1 t , 12,  14,  18,  $9,  1*8, 246,  482  ; tum  etiam  4-5  > 8 , 
«,  2 , & 45,  108,  116,461. 

Qui  quidem  omnes  inter  fe  & cum  diviforibus  numeri  72,  [qui 
funtrti,  t,  3,4,  6,  8,5,  12, 18,  24, 3«,  72]  collati , ex  affirmati- 
vis unum  fenarium,  cumque  unicum,  confcntientcm  habent,  ex 
negativis  nullum  : unde  fufpicio  cft  ,.  unam  verarum  radicum  se- 
quationis  propofitz  ede  4-  6 , camquc  proinde  dividi  pofle  per 
x — 6 = 0,  quemadmodum  rcapfc  dividi  potcd  , oriturque  ae- 
quatio irrcducibilis  xx  + 3* — 12  = o. 

NOTA  XXIV. 

Anolyfis  & Conjlrutito  Problematis  Hugeniani:. 
E vuntio  dato  retiam  educere  qua  data  Pa- 
rabola ad  retios  angulos  occurrat. 

Um  non  condet , utrum  Problematis  hujus  condruftio  & de- 
mondratio  Hugenunx  aliquando  lucem  viderit , nec  fi  vi- 
dit , omnium  manibus  teratur ; idcirco  lubet  hic  exponere , qua- 
liter 
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liter  exiftimemus  illam  a fubtiliflimo  Viro  olira  concinnatam  Num. 
fuidc  : l*V" 

A N a L r s 1 s ita  habet : Data  Gt  Parabola  EAE , cujus  vertex  F ig.  11. 
A,  latus  redum  AB,  & axis  AG,  fitque  datum  intra  extrave 
illam  pundum  C , per  quod  ducere  oporteat  redam  ECD  Para- 
bola: perpendicularem.  Edo  hunc  in  finem  denuda  ex  C in  axem 
normalis  C G , & ponatur  A B = 4,  AG  = b , G C =s=  c , & 
EH=x,-  adeoque  ex  natura  Parabola;  AH=zxx:  4 , it  HD 
= 1*.  Quo  fado,  propter  fimil.  Triang.  EH  D & CGD,  erit 
EH  ad  HD , five  x ad  j 4 , ut  G C , feu  c , ad  G D , qua;  fic  fiet 
xc : ix  i ac  proinde  H D — G D five  H G = i a — ac : ix , & 

AH  -f-  HG  — ■■  xx:  a -{-ia  — 4 c : tx , quod  , ut  apparet , atqua- 
tur  ipfi  b feu  AG : unde  fada  redudionc  habetur  x'  =■*-{- abx 
— \44x-\~\aac.  Qua;  arquatio  cum  ad  pauciores  dimenfiones 
deprimi  non  poffit  [quod  hic  abfque  ulteriori  tentamine  ex  Re- 
gulis Hudden.  12  & 14  colligitur]  indicat  Problema  folidum  exi- 
ftcrc.  At  quia  in  quxdionis  datis  ipfa  jam  Parabola  includitur  » 
poterit , illa  mediante , conflrudio  folis  redis  lineis  & circulo  ab- 
folvi  hoc  modo  ; 

C o N s t r.  Fada  GN=J  AB , bifccctur  AN  in  L ; eredaque 
fuper  axe  perpendiculari  L M = J C G , deferibatur  centro  M , 
radio  AM,  circulus.  Hic  fecabit  Parabolam  in  pundis  E»  E, 

E,  a quibus  dudx  per  C reds  EC  Parabola;  perpendiculares 
erunt. 

Demonstr.  Ad  hoc  fyutheticc  demonftrandum  , jungantur 
porro  reda;  AM  , M E , & demida  in  axem  perpendiculari  EH , 
dudifquc  axi  parallelis  MO,  CR , bifccctur  RH  in  I,  fumantur- 
que  in  axe  LQ==LH,  & GP  = GN.  Hinc  quoniam  AM  = 

ME,  erit  quoque  AM'  [AI/-+-LM1  ] ==ME*  [M01  + OE*], 
demtisque  xqualibus  A L’ — MO'  feu  LH'  — OE1  — LM’ 
leuHO1.  Sed  AL‘  — LH‘  = HAQ,&OEl  — HO‘=-HEI. 

Igitur  & HAQ  = HEI:  unde  HA  cft  ad  HE  [hoc  eft,  ex  na- 
tura Parabola:  H E ad  A B ] ficti  c EI  ad  A Q , & permutando 

Vuuu  a HE 
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Num. 

LXVII. 


HE  ad  EI,  ficut  AB  ad  AQ^  Eft  vero  AB  = iGN  \_Conflr.  ] 
= PN,  & AQv=HN  [ob  AL  = LN,  & LQ=LH]; 
quare  & HE  ad  EI , ficut  P N ad  H N,  & convertendo  HE  ad 
HI,  ficut  PN  ad  PH  ; fumptifque  confequentium  duplis  H E ad 
HR,  ut  PN  ad  2PH  [ feu  PG  ad  PH],  iterumque  convertendo 
HE  ad  RE,  ut  PG  ad  HG  feu  RC.  Cum  ergo  propter  fimil. 
Triang.  HED  & REC,HEfit  ad  RE,  ut  H D ad  RC;  erit 
quoque  HD  ad  RC,  ficut  PG  ad  RC;  ac  proinde  PG,  feu 
i A B = H D.  Notum  autem  aliunde  , hoc  cafu  redlam  ECD 
Parabola;  perpendicularem  cxifterc.  Quare  confiat  propofitum. 

NOTA  XXV. 

De  Ofculo  Circuli  & Parabola. 

+ 

Ptimc  hic  animadvertit  Commentator  , quod  ubi  tres  red* 
Prttirea.  V-/  , CB , DE  omnes  funt  squales , coincidcntibus  nimirum 

tribus  interfedlionum  punttis  M , B & E , futurum  fit , ut  Cir- 
culus Parabolam,  quam  hoc  cafu  ofculari  dicitur,  non  tangat , fed 
fecct ; quod  plane  conforme  eft  iis , qua:  fupra  * ex  Attis  Lipf. 
de  conta&u  Ofculi  huc  tranfiulimus. 

IN  AD  DITA  MENTUM. 


NOTA  XXVI. 

Corrigitur  lapfus  calculi  Schooteniani,  qui 
Bartholinum  in  errorem  induxerat. 


Paj.  18$.  Tll  Yfterium  hicqusritSc  hooten  il  Commentator  Bartho- 
gJht.F.  J.V1  UNUS  ineo,  quod  lapfus  tantum  calami  fuit  in  Schoote- 


N10. 


* Nota  YUI,  pag.  684, & Nota  XXJI,  pag.  697.  698. 
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N i o.  Nefcio  enim  > qua  incuria  faftum  , ut  vera  ligna  quantita- 
tum BM,  HC  & 3 DE  in  contextu  immutata  fuerint.  Commen- 
tator hoc  fadum  propterea  exiftimavit,  quod  alias  membra  ne- 
gativa prarvalerent  affirmativis ; fcd  in  fubjuncto  calculo  paralo- 
gizat , & ex  inconfcquenti  falfum  infert.  Inconfequcns  eft  . dum 
arguit : 

144/7  major  elt  quam  7*??* 
auferatur  144 pp  major  quam  3677. 

relinquetur  144  pq — 144 //  major  quam  3 677. 

Nam  1 1 major  quam  7 , & 10  major  quam  3 ; nec  tamen  1 1 
— 10  fcu  2 , major  quam  7 — 3 fcu  4.  Deinde  etiam  abfolu- 
te  falfum  clt  quod  concluditur:  Ergo  144  pq  major  quam  144// 
+ 3 6qqi  quoniam  144//+3677  eft  fumma  quadratorum  ex 
12/  & 6q,  ficut  144 pq  duplum  re&angulum  laterum,  quod 
fumma  quadratorum  perpetuo  minus  elTe  conflat.  Quod  vero 
144 pq  hic  loci  etiam  minor  fit  quam  144 //+2777»  adeoque 
figna  perperam  mutata  fuerint , fic  liquet : Progrcfiu  calculi , ut 
videre  eft  ad  Jit.  D & I , invenitur  P A efle  ad  AQ  , ficut  i q — 
77:163/3  ad  1 7 + 7q : 163/3  ; ergo  componendo  PQ_ad  AQ_, 
hoc  eft,  q ad/,  ficut  q ad  \q  + 7 q : 163/3  : UQde  /=17+77: 
16 3/3  , & pp  = IU  qq  + 7 7 •'  1*3/3  >'  qui  valores  in  quantitatibus 
propofitis  loco/»  Sc  pp  fubftituti  dabunt  7177  + 21773/3  pro 
144/17.  & 7*  ^77-+  11  ??v/ 3 pro  144 //  + 27  7f-  Sed  7* 7? 
+ 21773/3  minor  eft  quam  71  ^77+ 2 1 773/ 5 . ut  apparet. 
Quare  & 144 pq  minor  quam  144// + 27  77  3 quod  oftendea- 
dum  erat. 


Vuuu 3 NOTA 
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Num. 

LX  VII. 


NOTA  XXVII. 

Alter  Bartholini  lapfus  corrigitur. 

Pag.  588.  'C'  Tiam  hic  impingit  Commentator.  Nam  & altera  radix 
verba’ (l*84* — 3*<V78j):  648 1 major  eft  quam  7:  16^3. 
Quam'qui-  Dicendum  fuiflet,  radicem  ( 16841  + 390^781  ):  «481  ncgli- 
tltmradi-  gendam  efle.  quod  major  fit  quam  1,  qua  minor  efle  deberet, 
ccm'  ob  SV  (/#y)  minorem  quam  AV  (?#). 

IN  EPISTOLAM  PRIMAM  HUDDENII 
DE  REDUCTIONE 
AE  Q^U  AT  I O NUM. 

NOTA  XXVIII. 

De  Methodo  Huddeniana  inveniendi  maxi- 
mum communem  Diviforem  duarum  quan- 
titatum. 

Pag  41I>  Tlyf  Odus  ifte  Hndetenidnut  quasendi  maximum  communem  Di- 
viforem  duarum  quantitatum  algcbraicarum  reapfc  non  dif- 
fert ab  illo,  vulgari , quo  Audior  Prine.  Math.  Univ.  ad  fradlio- 
num  abbreviationem  utitur  Part.  II.  Geom.  hujus,  in  Exemplis  pag. 
zi  , & quem  in  numeris  prafcripfit  Euclides  Prop.  i.  Lib.7. 
Id  quod  in  pratenti  exemplo , ubi  calculum  fecundum  hanc  ope- 
rationem appofucro , palam  fiet : Redactis  quantitatibus  in  ordi- 
nem fecundum  literam  aliquam,  vclut  d , ut  habeatur  d ’ — a dd 
— idbd+zadb.  & d 4 — (b b -±-d d)  d d+aabb  , divido 

iflam  j 
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illam , in  qua  liccra  d plurcs  dimcnfioncs  obtinet , per  alteram  in 
qua  pauciores,  dicendo:  d ' in  d + habeo  d ; quod  multiplicatum 
per  diviforem  & dctraflum  ex  dividendo  relinquit  ad ' — ( bb — 
z ab-\~  a a)  d d — zaabd+aabb  j & quia  video  litcram  d 
ctiamnum  tot  dimenfiones  pofliderc  in  rcfiduo  quot  in  divilore  , 
pergo  dividere  ad'  per  d' , ut  fiat  a.  quod  in  diviforem  du&utn 
& fubtraflum  ex  rcfiduo  relinquit  — ( bb  — zab)dd-\-aabb 
■ — 2 a * b.  Hic  vero  quia  lit.  d non  amplius  tot  dimenfiones  ha- 
bet quot  in  divifore , inverto  terminos  , ponendo  diviforem  loco 
dividendi , & refiduum  loco  diviforis  > denuoque  divido  ita  : 
— {bb  — 2 ab)  d d in  d'  habeo  d ■ ( — b b-{~  zab) , fa£la  mul- 
tiplicatione & fubtrattione  manet  refiduum  — add+{aa — iab)d 
+ 2 aabi  & quoniam  fufiicientcs  adhuc  dimenfiones  adfunt 
liter*  d , pergo  dicere  : ( — bb-{-  z a b)  dd  in  — add  dat  — a: 
( — b b + 2 a b ),  fafta  operatione  reflat  {a  a — 2 ab)  d — a' 
4-2  a ab.  Hoc  jam  propter  d unius  dimenfionis  pono  loco  divi* 
loris,  ficut  ( b b 4-  2 a b)  d d-\-  aa  b b — 2 a' b loco  dividen- 

di , atque  dico:  {a a — zab)  d in  ( — bb 4-  zab)  dd  invenio 

( bb-\-zab)  d:  {a a zab)  &c.  remanetque  ( — - abb-\~ 

o-aab)  d-\-aabb  — 2 a'  b , quod  rurfus  divifum  per  {a a — 

2 ab)d  &c.  in  quotiente  exhibet  ( abb+  zaab):  {aa — 2 ab), 

remanetque  nihil.  Unde  colligitur»  propofitas  quantitates  com- 
pofitas  efie , earumque  maximam  communem  menfuram  haberi , 
fi  per  denominatorem  ultimi  quotientis  aa  — 2 ab  dividatur  ul- 
timus divifor;  qui  quidem  ipfcmct  optatus  divifor  elTet  , fi  quo- 
tiens quantitas  integra  fuifTct.  Quod  fi  quis  hanc  operationem 
cum  lluddeniana  conferre  non  pigratus  fuerit,  eadem  fere  in  utra- 
que  vcftigia  deprehendet. 


NOTA 


Num. 

LXVIl. 
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Nam. 

LXVil. 


NOTA  XXIX. 


De  V alor  e fraflionts  , cujus  numerator  & de -* 
nominator  per  determinationem  quandam 
nihilo  ecquales  fiunt. 

9 

Pag.  414.  T)  Ettc  hic  obfervat  AmplilT.  Dn.  Huddenius,  fieri  quan- 
verbl-ia- . doque  pofle , ut  dua;  quantitates  habeant  communem  divi- 

ccpto  tan • forem  , etiamfi  is  per  litcram  aliquam , eo  modo  qui  hic  docetur, 
tum.  inveniri  nequeat.  Id  enim  tum  fit,  cum  litcra  illa,  qua;  tanquam 
incognita  fpc&atur , in  communi  diviforc  non  reperitur ; quem- 
admodum hic  b non  reperitur  in  d — a : quo  cafu  , priufquam 
concludatur  , non  dari  duarum  quantitatum  fcu  xquationum 
communem  diviforem , videndum  eft , num  termini  cujufpiam  ad 
arbitrium  fumpti  cognita  quantitas , aut  quantitatis  divifor  ali- 
quis utramque  atquationem  tollat ; nam  fi  non  tollit , neque  etiam 
per  Reg.  Huddenianam  communis  divifor  invenitur , tum  demum 
certum  fit , plane  nullum  dari.  Verum  quidem  eft  , aliud  hic 
critcrium  proponi  quo  id  cognofcatur  : fed  ccfpitavit  Au&or  fal- 
fa  nixus  hypothcfi , quod  valor  alicujus  quantitatis  exprefia;  per 
fraftionem  , cujus  numerator  & denominator  per  determinatio- 
nem quandam  nihilo  atquales  fiunt , inveniri  nequeat.  Et  quan- 
quam , poft  revifionem  horum , ipfemct  errorem  correxerit  ia 
peculiari  Scheda  ad  calcem  prioris  Partis  Geom.  fubnexa , rcftrin- 
gendo  a (Tertum  ad  illas  tantum  fraftiones , quarum  ambo  termini 
per  eandem  quantitatem  funt  indivifibiles ; fruftranca  tamen  harc 
videtur  efic  limitatio  : quandoquidem  omnis  fradio  qua;  termi- 
nos habet  nihilo  arquales , fi  rationalis  eft  , illos  quoque  habet 
communiter  dividuos ; & fi  irrationalis  eft , quanquam  terminos 
habeat  communiter  individuos  , valorcra  tamen  habet  omnino 
definitum  & determinatum  , non  fccus  ac  rationalis  quspiam 
IraftiO. 

Sed 
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Sed  quia  non  facile  apparet , quo  pa&o  valor  fractionis  ejuf-  Num. 
modi  per  methodum  Dni.  Des-Cartbs  inveniri  debeat,  & LXVII> 
tamen  lcrutinium  iftud  elegans  eft,  & minime  vulgare,  lubet  hic 
modum  , quo  id  inflitui  pullit,  in  gratiam  Amatorum  Geometria; 
hujus  exponere. 

Propofita  fit  Fractio  quacunque , compofita  inter  alias  ex  quan- 
titatibus a & z,.  atque  talis  ut , polita  z,  =4 , ambo  ejus  termini 
evanefeant : quaritur  quis  tum  fit  fraCtionis  valor  ? Ad  hoc  in- 
dagandum , converto  primo  terminos  data  fractionis  in  alios , 
eliminando  literam  z. , illamque  ponendo  majorem  vel  minorem 
quam  a quantitate  aliqua  indeterminata  x.  Deinde  pono  nume- 
ratorem aqualem  quantitati  t x , ortamque  hinc  aquationem  a 
furditatc  libero  , adhibitis , fi  quantitates  valde  fint  implicita , iis 
fubfidiis  , qua  Dn.  Huddenius,  pag.  429  • feq.  explicuit: 
quo  rite  peraCto , ncccflario  dcftruentur  vel  deficient  unus  plurefc, 
ve  termini  in  fine  aquationis,  fic  ut  illa  per  x,  aut  xx,  aut  x’ 

&c.  dividi  pollit.  Hinc,  prater  illos  terminos  qui  per  fc  deficient, 
etiam  ultimum  eorum  qui  remanferint  pono  nihilo  aqualem , & 
ex  hac  hypothcfi  valorem  quaro  litera  / , quem  in  locum  nu- 
meratoris propofita  fra&ionis  fubfiituo.  Tandem  etiam  fimili 
modo  cum  denominatore  operor , caquc  ratione  novam  fraftio- 
nem  propofita  aqualem  obtineo.  Et  fi  hujus  ambo  termini  ad- 
huc fint  aquales  nihilo,  repeto  de  novo  operationem,  ponendo 
fingulos  data  fractionis  terminos  =txx  -t  & fi  valor  litera  t 
etiamnum  cvancicat  pro  utroque  termino  , pono  illos  = t x'  , 
hinc  t x* , t x'  , &c.  donec  prodeat  fraCtio , cujus  non  uterque 
terminus  evanefeit , quod  neceflario  aliquando  fiet.  Quod  fi  ve- 
ro, poft primam  operationem,  pro  utroque  termino  valor  ipfius  / 
prodiret  infinitus , ordirer  etiam  novam  operationem , led  pone- 
rem fucccflive  fraClionis  terminos  = t \J x , t ’ y /x,  t V-v  * 
donec  t pro  alterutro  vel  utroque  termino  finitum  valorem  ac- 
quireret. In  quibus  operationibus  illud  cumprimis  obfervandura 
cft , quod  non  opus  fit  tota  aquationum  redu&ionc  uti , fed  tan- 
tum quatenus  ultimo  termino  inveniendo  conducit  , qui  plcrun-. 

Jdc,  BerHoulli  oper*,  X x x x que 
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que  kvi  negotio  ab  attento  Aaalyfta  eruetur.  Exemplis  res  cla- 
rior fiet.  , 

Exempl.  i.  Sit  propofita  FraClio  (db — b y/  {iaa  — **))•• 
( \J(  2 dd  — dz ) — V C2*’  — ** ))  • cujus  ambo  termini , pofi- 
ta  z = d , evanefeunt:  quaritur  ejus  valor  ? Pro  z pone  x-+-x, 

erit  fradio  ( d b b ^ (dd 2 ax xx )) : ( y/  ( d d dx ) 

V(<*’  — iaax idxx x'  )).  Fiat  tx  =db b ^ (ad 

tdx — xx );  fublata  furditate  habebis  bb xx  -J- ttxx  + 2 dbbx 

tdbtx#  = o,  pofitoque  ultimo  termino  2 dbbx  — 2 abtx  arqua- 
li  o , invenies  / = b , qui  novus  eft  fractionis  numerator.  Fiat 
iterum  t x=i/ (d d — dx) — V(**  — 3 ddx — 3 dxx — x’ )» 
five  [ponendo  brevitatis  ergo  p loco  y/  (dd  — dx),  & q loco 

V(<*’ 3 ddx — 3 xxx x’)]  tx = p q,  vel  q=p — tx. 

Cubetur  aequatio,  & prodibit  q'  =p' — ]pptx-\-ipttxx — tlxl, 
omnibufque  membris , qua;  fignum  radicale  exuerunt , ad  unam 
partem  tranflatis,  fiet  q'  + $pptx  + t'x'  =^><  (pp  + ytxx ) . 
qua;  fi  porro  quadretur,  aequationem  producet  ( q'  -f-  3 pptx  + 
/V  )*  =p p (pp+  3 *t  xx)1  , qua;  ab  omni  furditate  libera  eft. 
At  quoniam  non  integra  hac  aquatione  indigemus , fed  tantum 
quatenus  duobus  ultimis  terminis  inveniendis  infervit  , poteris  in 
fubftitutionc  omnes  illos  negligere , in  quibus  x plures  dimenfio- 
nes  acquirit ; quocirca  loco  q ’ pone  tantum  «r* — j ddx.  loco 
3 pptx  tantum  3 ddtx  , loco  (pp  + yttxx)  folumroodox* — 1 x’x, 
&c.  atque  fic  loco  inventa  aquationis  (q'  + 3 pptx  -J -/‘x*  )’  = 
pp(pp-\-  3 ttxx)1 , non  nifi  d* — 6 d’  x-f-  6 d’  tx  &c.  = d * — 
3*5x  &c.  adeoque  fublata  a* , qua  fe  Ipontc  dcftruit,  — 6d'x 
~^6d'tx  &c.  = — 34*x  &c.  five  6d'tx  &c.  =}d*x  &c.j  un- 
de pofito  6a'tx  — 3>rsx  = o,  habebis  / = J pro  novo  Denomi- 
natorc  fradionis  propofita , cujus  proptcrca  valor  erit  b : J , fcu  2 b. 

Exempl.  2.  Proponatur  Fradio  (<*■ — z)yj(2da — }<** 

+zz);  (d  — y/  (24Z. zz))  , cujus  termini  , in  cafu  z=dt 

rurfus  evanefeunt  , quaque  pofito  z=d  — x in  iftam  tranfmu- 
tatur  x y/  (d  x + xx)  : (d  — )).  Pone  /x  = x 

y/{dX 
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\/(4X+xx).  & fublata  furditatc  4xl  +x*  = ttxx  , fac  uld-  Num. 
mum  terminum  ttxx  aqualem  nihilo r & habebis  / = o;  vel  LXV11, 
brevius  ita  : Quia  tx  -=x  i/  (4x  *+*xx) , erit  / — , 
hoc  eft,  cum  x,  propter  •&  = * — x.  fingatur  nihilo  aquari, 
erit  quoque  t = o.  Pone  deinde  tx  = 4 — y'  (44 — xx), 
fiet  t/xx  + xx — ixtx  = o.  & quia  1 atx  evancfccrc  debet , 
erit  etiam  r=o;  adeoque  fradio  propofita  ==§.  Sed  quia  va- 
lor  ejus  nondum  fic  cognofcitur,  pone  denuo  txx  = x \/  ( jc 
+ xx).  habebifquc  x4 — ax%:(tt — i)=o,  & quia  xx’ : 

(tt — 1)  debet  evancfccrc,  colliges  ipfum  t pro  numeratore 
valoris  efle  infiniti.  Simili  modo  operare  cum  denominatore  , 
ponendo  txx= a — 1/(44* — xx),  6c  invenies  adeo 

ut  ipfa  fradio  abfolute  infinita  cenfcnda  fit , qua  contra  prorfus 
evanefeeret , fi  numerator  finita  , denominator  infinita  quantitas 
fuifict.  Sed , quod  hic  peculiariter  obfervandum  venit , fi  poli 
fecundam  hanc  operationem  ambo  fradionis  termini  , qui  poft 
primam  evanuerant , infiniti  redderentur , fic  ut  nec  ita  fradionis 
valor  cognofci  poflet , non  afTumendum  eflct  in  feq.  operat,  tx' , 
tx*  &c.  neque  etiam  ti/x,  t 'i/x,  &c.  fcd  txi/  x,  &c.  Omitto 
alias  obfervationes  & cautelas , quas  attenta  harum  rerum  medi- 
tatio Ledori  fuggeret  *. 

NOTA  XXX. 

Retegitur  ars , qua  Huddenius  Regulam  fuam 
XI  invenire  potuerit.  * 

CUm  inventio  tot  tamque  differentium  Theorematum  , qua?  Pag.  4J9» 
hac  Regula  continentur  , non  poflit  non  magnam  admira- 
tionem  excitare  apud  ignaros,  quos  artificium  methodi  latet,  non 

X x x x s ingra- 

* De  hujufmodi  Fra&ionum  valore  inveniendo , videatur  Antlyfis  in/ 
p*rv.  Art.  idj.  feq.  Item  Job.  BeRNOULLI  Schediafma,  ACI.  Erud.' 

Lipf.  pag.  375.  m.  Aug.  1704. 
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Num.  ingratum  iis  fpero  fore , fi  qualecunque  arcanum  retegam  , & in 
LXY1I.  una  a]tcravc  partc  Rcguke  modum  oftendam  , quo  non  tantum 
i fla  , fcd  & pleraque  alia  ab  ingeniofiffimo  Epifiole  hujus  Ausio- 
re inveniri  potuerunt.  Methodus  enim  ubique  eadem  cft,  & ia 
eo  confillit , ut  fupponantur  ftatim  dua  aquationes  ejufmodi  qua- 
les quaTuntur , ac  deinde  , fa&a  ipfarum  multiplicatione  per  fc 
invicem  , comparentur  fepararim  omnes  termini  produdta  cum 
omnibus  terminis  propofita  aquationis , quo  inde  cocfficicntcs 
quafitarum  aquationum  elici  & determinari  pofiint.  Qua  qui- 
dem methodus  non  differt  nifi  in  applicatione  ab  illa  , qua  ipfe 
Dnus.  Des-Car.tes  in  conftru&ionibus  Problematum  (olido- 
rum & hypcrfolidorum  inveniendis  ufus  cft , & quam  alias  etiam 
folennem  fibi  fuifie  fatetur , pag.  49.  Imo  hac  illa  cft  , qua 
quicquid  in  Geometria  ardui  & praclari  ufpiam  habetur , reperiri 
debuit  i cum  fruftra  fanc  hac  & talia  a priori  tentarentur. 

Quod  fpcciatim  Regulam  hanc  undecimam  concernit,  obfer- 
vamus  primo  , quod  fefe  extendat  tantum  ad  illas  aquationes  , 
qua  ex  multiplicatione  duarum  produci  pofiunt,  in  quarum  al- 
terutra unus  plurcfve  termini  deficiunt ; cujus  rei  ratio  cft , quod 
fi  quis  fimilia  condere  vellet  Theoremata  pro  illis,  qua  ex  dua- 
bus completis  producuntur,  is  incideret  in  aquationes  nihilo  fim- 
pliciorcs  iis  , quas  fibi  rcfolvcndas  propofuit.  Deinde  animadver- 
timus , quod  nonnulli  Diviforcs  copulantur  vocula  & , quando 
videlicet  formula  aquationis  propofita  uno  tantum  modo  in  duas 
aquationes  refolvi,  fed  ejus  Divifor  ex  plurium  terminorum  col- 
latione determinari  potefl  : alii  disjunguntur  vocula  vel,  quoties 
illa  etiam  pluribus  modis  in  duas  rciblubilis  cx illic. 

. . Ex.  gr.  Sit  propofita  aquatio  hujus  forma  x 6 # * , # , 

ix  x . ix  , vz=o  , deturque  illam  dividi  polle  in  d*.as  alias, 
quarum  una  fit  unius  , altera  j dimenfionum.  P nantur  ha  effc 

x fi-  y = o , & x*  -(-  ax*  -fi  bx * -fi  cxx  -fi  dx  -fi  e = 0 , c quarum 
duftu  producitur  x*  -fi-**’  -f-  bx*  + cx'  +dxx  -(.e x -fi  ej  = o , 

+)  + *r  +7 

qua  tcrminotcaus  comparata  cum  propofita  x6 , *,  sxx. 
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tx,  v=o,  fcqucntcs  exhibet  aquationes  , a-\-y  = o,  b-\-ay 
= 0,  f + ^7  = o.  d-\-cy=s , e-\-dy=t , & ey=v ; five 

<7  = / 4->+ > t-=t — dy.ic  ey  = i/.  Et  quoniam  in  aqua- 
tione  x‘4-4x+  &c.  aliquis  terminus  nihilo  aqualis  requiritur,  vi- 
* dendum  quis  ille  fit:  facile  autem  apparet,  nec  4,  nec  b,  nec  c, 
nihilo  aquari  pofle,  cum  fccus  etiam  cvanefccrct  y,  contra  hyp. 
neque  etiam  e,  qui  ultimus  terminus  elTe  debet  ,-  fcd  folum  d ; 
quo  cafu  fiet  y*=  — s,  e = /,  & ey=v:  unde  porro  fluit 
y = v : t = rt  ^ y/  — s = — st'  : v'  = &c.  adeoque  x+y 

= x-{-v:  t = x =rr  y/y/ s = x st * .-  v ’ = &c.  qui  iunt 

ipfiflimi  Divifores  aquationis  propofita , qui  in  Audorc  haben- 
tur , pag.  44J. 

Rurlus  proponatur  ^Equatio  x’ , p x*  , * , s x,  / = 0 , po- 
naturque  dividi  pofle  per  aquationem  completam  duarum , & a- 
liam  trium  dimentionum.  Sunto  ha  .vx  -\-yx  + £ = o , & x'  4- 
axx  £.v  4.  r = o , c quarum  multiplicatione  oritur  aquatio 
x5  + xx*  •\~b  x'  4-  c xx  4 -cy  x4 ~cz  = o 

+)  +aJ  +h  + bz> 

-\~z  4 - 

conferenda  cum  propoflta 

x'  , px*  , /=o.  Quod  quinque  novas  aquationes 

fubmjniflrat : 4 4 -y=p  , b 4-  4 y -f-  z = o , c 4^  by  -\~az  = 0 , 
cy-\-bz.  = jt  & cz  = t.  Sed  quia  in  aq.  x*  4-4.v.v  &c.  aliquis 
terminus  deficere  fupponin.r , videoque  duos  hic  deficere  pofle, 
pono  primo  4 = 0.  dclcniquc  in  novis  his  aquationibus  iis  mem- 
bris , in  quibus  a habetur,  reperio  per  primam  carum  y-=pt 
nec  non  collaris  t , 3 & jta  aquationibus , z = d: - y/  (t:  p)  ; 
vel,  coli.  2,3  & 4ta  aq  zz — ppz  + s = ot  vel,  coli.  2 , 4 & 
Sta  aq  z'-\~sz — pt  = o;  vel  denique  coli.  3 , 4&  jta  aq. 
z^=ppt:  ( p s 1 ) ; adeo  ut  aquario  propofita  femper  dividi 
hoc.  calu  poflit  per  xx  -\-px-\-z  , exiftente  vel  z.^=r±ry/(  /.•/>), 
vel  zz — ppz-{-  s=zO  , vel  z'  + sz- — p t = o , vel  z. — 
—PPt:  (/'4-0>  quorum  diviloruin  omnium  tantum  primus  in 
Audore  occurrit , pag.  447. 

X x x x 3 Si 


Num. 

LXVU. 
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Nam.  Si  deinde  ponam  b = o , delendo  ea  membra,  in  quibas  t 
LXVI1'  habetur,  invenio  iterum  collaris  omnifariam  arquationibus  qua- 
ternis varios  valores  pro  y & z.  Sed  Audior  illorum  tantum  ra- 
tionem habuit,  qui  fluunt  ex  comparatione  tum  i , z , 4 & J**, 
tum  1 , 3 , 4 & j1®  aquationis ; quippe  quarum  illa  prabet  y = 
p + t:s,  & z =Jt : i i hac  j =±sy/ s : t,  & z=dtz  y'  s. 

Poftquam  ita  lingulos  terminos  intermedios  in  aquatione  x ’ 
-f  j x x &c.  nihilo  aquales  fuppofuimus  , nunc  ambo  flmul  defi- 
cere fupponendi  clTcnt , faciendo  a & b = o ; led  flatim  apparet, 
non  polle  utramque  evanefeere , quin . contra  hyp.  evanefeat  quo- 
que z.  Adeo  ut  /itquatio  f dimcnf.  ejus  forma  cujus  cft  pro- 
pofita , non  poflit  ex  aquatione  quadrata  completa  per  cubicam 
nifi  gemino  modo  produci , nempe  fic  , ut  in  cubica  vel  deficiat 
fecundus  terminus  tantum , vel  tertius  tantum.  Atque  ad  eundem 
quoque  modum  prolixiora  illa  Theoremata  quarta  & quinta  par- 
tis Regula  hujus  Tyrones  invenire  fcu  examinare  pofllint,  in  quo 
ferutinio  illud  cumprimis  obfervare  debent , ut  omnes  variatio- 
nes poflibiles  enumerent , quibu)  fieri  porefl , ut  hi  vel  illi  termi- 
ni in  altera  duarum  aquationum , e quarum  dudu  propofita  pro- 
duci fingitur,  deficiant. 

NOTA  XXXI. 

Analyfis  Regula  XVII.  Huddenianae. 


Pag  4Sp& "C1  Xhibet  hic  porro  Audior  Fpiftola  quadam  Theoremata  pro 
470.  ad  11j  reducendis  aquationibus , qua  per  alias  nullo  termino  carcn- 
cs'xv  'tes  dividi  poliunt.  Horum  primum  & fimpliciflimum  , quod  a- 
quationibus  quadrato  - quadratis  infervit , fic  eruitur  : Pofitis  dua- 
bus aquationibus  quadratis,  xx  -f*x  + ^ = 0,  & x x + 7 * *f 
h = 0 , comparetur  produdlum  ipfarum 


x4  + xx'  -f  bxx  + byx  -f  4 = o , 

+y  +dJ 

+ A 


quoad 


. $ 
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quoad  fingulos  terminos  cum  xquatione  propofita  x* p x'  + N«m. 

+ = o , ut  exinde  prodeant  quatuor  nova:  xqua-  LXVIL 

tiones , a y = p . b-\-*y  -\-h  = q , by  -J-  a h ==  r , & b h = /. 

Deinde,  negleda  fecunda,  qua  non  indigemus,  exterx  conferan- 
tur inter  Ic , quo  fiet  ut  eliminatis  ipfarum  ope  liceris  a & b , in- 
veniatur y =(r — bp):(s:b — h).  Excepto  tantum  , cum/ 
determinatur  ad  hb , & fimul  r ad  hp\  quo  cafu  ambo  fradio- 
□is  termini  evanefeunt , & in  caufa  funt , cur  y ex  his  folis  datis 
inveniri  nequeat:  quare  tum,  relida  tertia  aequatione,  fecunda  in 
auxilium  vocanda  cft , qua  cum  exteris  debito  modo  collata , re- 
pentur y = i p±y/  (\pp  + 1 b — y ) . E quibus  manifefta  fiunt 
Theoremata  » qua:  hic  dedit  Audor ; fimulque  extera  quoque  dif- 
ficiliora inveftigandi  modus  patefeit. 

NOTA  XXXII. 

Ratio  Regula  Huddenianae  ad  transforman - . 
dam  aquationem  propofitam  in  aliam  cujus 
ultimus  terminus  pauciores  habeat  divifores. 

RAtionem  hujus  operationis  fatis  percipiet  attentus  Lcdor 

iis , qux  fupra  * commentati  fumus ; cum  perinde  fit , ad-  ' Uumta’ 
dere  produda  coefficientium  xquationis  per  numeros  continue 
proportionales  ab  unitate;  atque  furrogare  hunc  , qui  unitatem 
fequitur , in  locum  x , & tunc  aggregatum  ipforum  terminorum 
fumere. 

* Nota  XXIII.  pag.  69 8.  & feq. 


TN 
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Num. 

LXVH-  IN  GEOMETRIA 

PARTEM  II. 

NOTA  XXXIII. 

Cautio  obfervanda  in  Divisionibus  injUtuendis. 

rf  Divifionis  operatione  id  prarprimis  Tyrones  monendi  funt, 

S’  ‘ ut  afiumpto  membro  aliquo  Diviforis  [ in  quo  quadam  lite- 
ra  plurimas  vel  paucilllmas  dimenfiones  habet  ] pro  principali 
Diviforc,  non  primum  quodlibct  quod  occurrit  Dividendi  mem- 
brum per  ipfum  dividant . fcd  tale  feligant , in  quo  eadem  litcra 
itidem  maximum  vel  minimum  dimenfionum  numerum  habet ; 
quod  fimiliter  in  toto  operationis  dccurfu , quotiefeunque  de  no- 
vo inveniendo  quotiente  agitur , attendendum  venit.  Ita  fi  ia 
Exemplo  i°.pag.  15*,  pro  primano  divilorc  fiatuamus  } ab,  ubi 
litcra  d minimum , aut  b maximum  numerum  dimenfionum  ha- 
bet, dividi  per  ipfum  debet  %*at' , non  11/f,  & fi  pro  divi- 
forc feligamus  — \aa  , dividenda  quantitas a'  [ut  faftum  ab 

Au&orc  Introdu&ionis  ] non  alia.  Quod  fi  vero  in  diviforc  pa- 
riter atque  in  dividendo  plura  habeantur  membra , in  quibus  li- 
tcra aliqua  maximum  vel  minimum  diviforum  numerum  habet ; 
illa  litcra  negledta,  habenda  cft  ratio  reliquarum.  Ita  quoniam  in 
• fecundo  Exemplo  pag.  16  } , dividendus  continet  duo  membra 
— 4 /+«+<7  Sc  -J-4/'  . in  quibus  lit.  u quatuor,  Sc  divifor 

duo,  in  quibus  eadem  duas  dimenfiones  obtinet,  nempe  — ffnu 
&cf'uu;  fiquidem  lubcat  per  alterutrum  horum,  puta  -\-f'  uu 
divifionem  infiitucrc  , divido  per  ipfum  — 4 /+*4?»  non  vcro 
4-4  cum  reliqua  litcra/  plurcs  ibi  quam  hic  dimenfio- 

nes 

* Ubi  dividendus  proponitur  ^ a*b  -f-J  aab' a ! per  \ab 

-j-  Ubi  f — Z"1?  — 4~4/*«45  dividendus 

proponitur  per  4 ■ — \ f fjuu 
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nes  habeat,  uti  quoque  plures  habet  in  +f'uu  quam  in  — ff»u.  Num; 
Horum  vero  obfervatio  ideo  ncceflaria  cft  : quia  fecus  fi  Tyro-  LxviL 
nes  faxint , atque  eum  femper  in  dividendo  ordinem  fequi  velint, 
quo  propolitae  funt  quantitates , fieri  inter  operandum  poteft , uc 
fubinde  in  orbem  redeant , & vel  nullum  divifionis  finem  inve- 
niant, vel  eum  demum  pofi  fuperfluas  circuitiones  alTequantur. 

NOTA  XXXIV. 

Dignofcere  num  propofita  quantitates  fur  da 
communicantes  Jint , nec  ne. 

TJOtcft  adhuc  aliter  cognofci , num  propofita:  quantitates  furds  Pag.  33.5. 

communicantes  fint , necne ; neque  opus  eft  partem  illarum  Rt,io  a“' 
prius  ex  figno  radicali  liberare,  quod  farpe  ob  diviforum  multi-,e”,‘ 
tudinem  non  parum  moleftum.  Critcrium  tale : Dufta  quantita- 
tum propofitarum  una  in  alteram , fi  fint  affe&a:  latere  quadra- 
to ; aut  in  quadratum  alterius , fi  fint  affecta;  latere  cubico  ; aut 
in  cubum , fi  biquadratico  ; aut  in  biquadratum  , fi  furdefolido 
&c.  confidcretur,  an  productum  inde  ortum  fit  perfeftum  qua- 
dratum , aut  cubus , aut  biquadratum , aut  furdefolidum , &c.  nam 
fi  tale  fit  , quantitates  data  communicantes  erunt  ; fin  minus  , 
non  erunt : & fi  communicantes  funt , erunt  ad  fc  invicem,  ut  di- 
£ti  produ&i  radix  quadrata , aut  cubica  & c.  ad  alteram  quantita- 
tum rationalium  , cum  cujus  potefiate  multiplicatio  fadta  fuit. 

Ex.  gr.  Quantitates  \J  17  & v/48  funt  communicantes,  quia  1256 
productum  27  per  48  cfl  quadratum;  cujus  radix  cum  fit  3 6, 
erit  \J  17  ad  v/48  , ut  27  ad  3$,  feu  ut  J ad  4.  Ita  V 4°  & 

V * 35  funt  communicantes , quoniam  2 1 6 000  produdtum  qua- 
drati ex  40  per  13  5 eft  cubus,  cujus  radix  60;  unde  V 40  ad 

V 13  5 cft,  ut  40  ad  60,  leu  2 ad  3.  Sed  V & V *4° 
non  cpmmunicantes  funt,  quia  22400000  produ&um  biqua- 
drati  ex  20  per  140  non  elt  pcrfe&um  furfolidum. 

Simili  indicio  confiat  , num  duce  quantitates  furda?  potentia 
Jac.  Bernoulli  Oper*.  Y y y y fint 
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fint  commcnfurabilcs  : Fada  enim  multiplicatione  quadrati  unius 
per  alteram  , ubi  funt  affefl®  latere  cubico  ; aut  per  quadratum 
alterius , ubi  latere  biquadratico ; aut  per  cubum  , ubi  furfolido 
Scc.  G produ&um  inde  ortum  deprehendatur  efle  verus  cubus  , 
aut  quadrato -quadratum  , aut  furfolidum  &c.  quantitates  dats 
faltem  potentia  commcnfurabilcs  funt,  carumque  quadrata  erunt, 
ut  produfti  radix  competens  ad  alteram  quantitatum  rationalium, 
cum  cujus  potefiate  variabili  multiplicatio  fafta  fuit.  Ex.  gr.  Vz4  3 
& V 5 7 6 funt  potentia  commcnfurabilia  , eoruraque  qua- 
drata , ficut  3x4  ad  5 76,  five  9 ad  16  ; quoniam  3*4  cft  radix 
cubica  numeri  34012 224  produ&i  ex  multiplicatione  quadrati 
243  per  576.  Non  fccus  etiam,  fi  cubus  alterutrius  e datis  quan- 
titatibus ducatur  in  alteram , vel  in  quadratum  alterius , vel  cu- 
bum , vel  furde-  (olidum  &c.  prout  affcdls  funt  vel  latere  biqua- 
dratico, vel  furde- folido , vel  quadrato -cubico  &c.  atque  ex  hac 
multiplicatione  producatur  pcrfc&um  biquadratum,  vel  furde -fo- 
lidum,  vel  quadrato- cubus  &c.  erunt  propofitx  quantitates  po- 
tentia cubica  commcnfurabilcs , fcu  ipfarum  cubi  erunt  ut  nume- 
rus ad  numerum.  Et  ita  confequenter  eandem  femper  obfer- 
vando  progreflionis  legem  pro  (uperioribus  potentiis.  Plerunquc 
vero  non  cft  opus  huc  progredi.  Quotiefeunque  enim  quantita- 
tes furds  funt  commcnfurabilcs  fecundum  aliquam  potentiam , 
cujus  exponens  ad  exponentem  (igni  radicatis  fit  primus  , etiam 
fecundum  longitudinem  czterafque  omnes  potentias  commcnfu- 
rabuntur.  Et  fi  divifor  maximus  exponentium  (igni  radicalis  & 
potentis,  fecundum  quam  propofits  quantitates  commenfuran- 
tur  , cft  binarius,  etiam  fecunda  potentia,  ommbufquc  iliis  quas 
binarius  metitur,  commcnfurari  poterunt.  Et  fi  divifor  exponen- 
tium maximus  cft  ternarius  , poterunt  commcnfurari  fecundum 
tertiam  potentiam  omncfque  illas  quas  ternarius  metitur.  Adeo 
ut  fi  data:  quantitates  furdx  nec  longitudine , nec  potentia  fecun- 
da , nec  tertia  &c.  funt  commenfurabilcs  , etiam  commenfurari 
nequeant  fecundum  ullam  aliam  , cujus  & figni  radicalis  exponen- 
tes tales  funt,  ut  unitas,  binarius,  aut  ternarius  &c.  ipforum  ma- 
xima 
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xima  fit  communis  mcnfura. 
rari. 


Sed  non  attinet  iftis  diutius  iramo- 


Num. 

LXV1I. 


NOTA  XXXV. 


Demonjlratio  Regula  extrahendi  Radicem 

quadratam  ex  binomiis. 

. * » 

"D  Egula  harc  extrahendi  Radicem  quadratam  ex  Binomiis , P*g.  4«- 
fundatur  in  Prop.  55  & fcqq.  Lib.  X.  Elem.  EucL.  potuit- ^e01fex^*' 
que  analyticc  fic  inveniri : Ponatur  binomium  a + b , ejufque  dicit  8tc. 
radix  x + y i erit  igitur  quadratum  hujus  xx+y+ixy/y 
=4  b.  Fiant  duae  aequationes  reparatae,  xx+y^d  , & 
i x*J  y = <J  b:  per  primam  habetur  xx  = 4 — y , per  alteram 

xx  = b:  4 y ; unde  & a-^-y==b:  4 y,  fcu  yy=dy J b,  & 

y=  i 4 ± i\/ {da  • — b)  ; ac  proinde  xx  [4  — y j = i4± 

}\/( ** — £)•  Quare  tandem  fiet  x-^-y/y  radix  quaefita  binomii 
= V + (44  — £))  i quod 

id  ipfum  eft . quod  haec  Regula  praecipit. 


FINIS. 


Yyyy  * ..  N\  LXVIII. 
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NOVA 


ET.  SINGULARIS 

GEOMETRIA  PROMOTIO, 

Circa  dimcnfwnem  quantitatum  Curvarum, 
'i'"'  • fer  D.  T.  * 


AS.  Erui,,  Um  variae  in  Mathefi  dentur  viae  ad  eafdem  veritates  invenierr*- 

Lip/.itfpf.  # das  ducentes,  plurimum  in  eo  ponendum  e(t  (ludii,  (impliciffima 

Nov.p.489  ^ ut  inveftigetur.  Quamvis  enim  hoc  ipfurn  non  (it  apprime  ne- 

cefTarium  in  omnibus  difficultatibus  particularibus  , maxime  ta- 
men requiritur  in  principiis  fundamentifquc  ponendis,  quae  ita  funt  ge- 
neralia , ut  tota  iifdem  Mathcfis  innitatur  ; ad  quae  pertinet  gcnefts  om- 
nium curvarum.  Quapropter , poflquam  harum  omnium  facillimam  def- 
criptionem  per  focos  reperi  , (tatim  eandem  cum  Publico  communicavi 
in  Medicina  mentis  , oftendens , quam  latum  htec  campum  nobis  aperiat  , 
infinitorumque  novorum,  (ingulaiium,  & facillimo  negotio  decerpendo- 
rum inventorum  feracem  , ut  augmentum  veritatis , quod  non  unius  eft 
hominis  , conjunftis  viribus  ab  eruditis  Viris  eo  melius  promoveretur. 
Neque  parvam  mihi  attulerunt  lartitiam  ea  , quae  Dnus.  Leienitius, 
& dodliffimorum  nobile  par  Fratrum  Beunoulliorum  jam  prae- 
fliterunt , ^<iT»rque  inferuerunt  Eruditorum.  Sed  cum  liare  curvarum  ge- 
nefis  per  focos  nimiam  prae  fe  ferat  fimplicitatem  , tantique  momenti 
non  vtdt  atur , ut  ex  ea  tanta  tamque  prirclara  & utilia  poffint  derivari  ; 
non  ipfc  folum  alia  nova  inventa  in  At lis  Eruditorum  exhibui , fed  in 
pofleriori  quoque  Medicina  mentis  editione,  alia  quaedam  corollaria  non 

vulga- 

• * De  T schirnh  A&  $*«:  1 
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vulgaria  adjeci , ut  alios  quoque  ad  hanc  rem  penitius  penfitandam  exci- 
tarem. Nota  mihi  quidem  plura  , elegantia  , prxftantiaque  funt  confeda- 
ria  , quorum  hadenus  nullam  , nifi  privatim  apud  Viros  maximi  ingenii, 
feci  mentionem  ; arbitratus  illa  quondam  ob  novitatem  ufumque  lingu- 
larem fore  gratiora , cum  publici  juris  ea  faciendi  mihi  dabitur  occalio. 
Quoniam  vero  an  brevi  hoc  futurum  fit , cum  eo  non  vivam  in  otio  , 
quod  hxc  ftudia  vel  maxime  requirunt,  nefcio ; nonnulla  ex  his  in  pu- 
blicum producere  conftitui  , ejus  quidem  momenti  , ut  non  difplicitura 
credam  Geometris;  eo  fine,  ut  vel  hoc  ipfo  augmentum  veritatis  , fin 
minus  per  me  ipfum , per  alios  tamen,  qui  magis  abundam  otio,  pro- 
moveatur. 

I.  Ex  Hac  ergo  curvarum  gencfi  per  focos  intellexi  , praeter  uni- 
cam & fimplicilfimam  Hugenianam  evolutionem  dari  innumeras  alias;  ita 
ut  quaelibet  curva  infinitis  polfit  modis  evolvi  , fequanturque  hinc  di- 
menfiones  curvarum  infinitis  modis  , ut  alio  tempore  oflendi.  Perfpexi 
etiam , ipfam  fpatiorum  curvilineorum  dimenfionem  generalifiime  hinc 
derivandam  , 8c  ea  quidem  ratione,  quae  admodum  fimplex  eft,  & in  qua 
lingularia  haec  occurrunt.  i°.  Uti  notum  pervulgatumque  eft,  fpatiorum 
circularium  dimenfiones  abfolvi  dudu  lineae  cujufdam  redae  in  arcum 
circuli;  ita  univerfaliter  hoc  ipfum  omnibus  competit  fpatiis  curvilineis- , 
ut  fcilicet  fint  aqualia  producto  alicujus  refla  in  arcum  cuna  alicujus-  , 
occurrantque  hic  plurima  circulari  dimenfioni  analoga.  2°.  Curva  quarum 
ope  reliquarum  curvarum  metior  fpatia  , quaeque  primae  quali  curvae  cxi- 
ftunt  & praecipue  funt  confiderandae  , proprietates  habent  valde  nota- 
biles , & in  his,  quod  multis  erit  inexpedatura , curva  quoque  funt  me- 
chanica , quas  Cartesius  ex  Geometria  perperam  , ut  in  Medicina 
mentis  clare  probavi , eliminavit , quarum  proinde  ufus  hinc  redditur  in 
Geometria  manifeftior.  J°.  Curva  illa,  per  quas  menfurantur  reliqua 
fpatia , in  lineas  reflas  abeunt , cum  fpatium  aliquod  abfolute  efl  quadrabi- 
le.  Unde  facile  ex  ipfa  genefi  dijudicari  poteft  utrum  aliquod  fpatium 
quadrabile  fit,  necne.  Derivatur  quoque  inde,  figuras  daufas  non  ad- 
mittere quadraturam,  intellige  ordinariam;  id  quod  confentit  cum  iis 
qux  habet  Dominus  NewTon*;  neque  difficulter  cognofci  poteft 
quaenam  figurae  claufae  fint , cum  alias  multa  poffint  earum  figurarum  af- 
ferri exempla , qux  videntur  quidem,  nullatenus  tamen  funt  claufx. 

Ut  autem  mens  mea  co  melius  pofltc  intelligi,  exemplo,  quod  didum  eft 
iliuftrabo.  Sit  eliipfis  AFGE  [ Fig.  i ] ; fumptoque  radio  xquali  femidia- 
metro  minori,  deferibatur  ex  centro  C circumferentia  BFD,  tandemque 
pro  lubitu  ducatur  ex  C reda  CG , & HG  parallela  AE.  Dico  redan- 
....  Y y y y 3 , gulum 

J-  Vide  N°.  BXVI  pag^o , Nota  g , N.LXXI, LXXII,  Art.  2. 


Num. 

Lxvni 
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Iy  unIii  §ulum  ex  rc^a  A E in  arcum  circularem  HD  cfle  femper  quadruplum 
LXVIII.  /eftoris  elliptici  CGE  -J-,  ac  proinde  hoc  modo  facile  fp Atium  ellipticum 
in  aquales  partes  ex  punSlo  C dividi  petejl.  Idem  obtinet  in  parabola  & 
hyperbola  , fi  his  omnia  , ut  decet , adplicentur  ; ea  tamen  cum  differen- 
tia , ut  quemadmodum  in  ellipfi , prout  )am  vidimus  , dimetienda  adhi- 
betur arcus  curvx  circularis  HD  , feu  talis  curvx  , ubi  normalis  ad  tan- 
gentem eft  conflans  feu  datae  reflx  aequalis;  ita  in  hyperbola  qualibet 
xnenfuranda  adhibendus  fit  arcus  curvx , in  qua  tangens  ipfa  efl  conflans 
feu  datx  reflx  xqualis  , adeoque  curvx  , qux  ex  mente  Caktesii 
efl  mechanica  ; in  parabola  vero  alia  curva , ubi  normalis  ad  tangentem 
& ipfa  tangens  funt  xquales  conflanti  quantitati , hoc  efl  , linea  refla , 
affumatur.  Atque  fic  unico  theoremate  omnium  feflionum-  conicarum 
per  reftangulum  ex  conflante  refla  in  aliam  curvam  aut  reflam  dufla 
traditur  dimenfio.  Qux  quidem  fpero  Geometris  non  minus  grata  fu- 
tura, quam  monitum  Hvgenii,  quo  fimile  quid  in  hyperbola  x- 
quilatera  a fe  deprehenfum  indicavit  ; cum  hxc  omnia  moais  plane  di- 
verlis  eruta  , multoque  fint  univerfaliora , nec  folum  omnibus  hyperbo- 
lis,  fed  infinitis  aliis  curvis  applicari  poflunt. 

Quxnam  autem  porro  hinc  conclufiones  in  curvis  fuperiorum  gra- 
duum , qux  tres  plurefve  focos  habent , confequantur , periti  harum  re- 
rum infigni  cum  voluptate  per  fe  ipfos  facile  experientur.  Poflem  enim 
plura  huc  elegantia  & univerfalia  theoremata  adferre ; fed  ne  ipfis  defi- 
derium  minuam  hxc  fuo  marte  indagandi , unico  tantum  exemplo  afler- 
tioni  mex  fidem  faciam. 

Sit  curva  FG  [ Fig- 2 ] , qux  deferipta  fit  ope  quatuor  focorum  A, 
B , C , D , fitque  E centrum  gravitatis  quatuor  punftorum  A , B , C , 
D : dico , fi  ex  quinque  his  punflis  , verfus  duo  punfla  F & G pro  lu- 
bitu  aflumpta  in  curva , ducantur  reflx , fpatia  AFG,  BFG,  CFG, 
DFG  quadrupla  efTe  femper  fpatii  EFG;  fi  autem  quinque  efTent  foci, 
fore  quintupla,  & fic  porro  in  infinitum.  Sed  de  his  fatis.  * 

1 1.  Notum  eft  in  circulo  circumferentias  efle  inter  fe  ut  diametros » 
& fpatia  circularia  fimilia  ut  diametrorum  quadrata ; non  autem  pervul- 
gatum eft  , quod  animadverti , dari  unicum  tale  theorema  pro  omnibus 
curvis  ejufdem  fpeciei , ex  quo , verbi  gratia  , curvarum  ellipticarum  3c 
hyperbolicarum  ratio  ad  ipvicem  innotefeit  , qux  nos  haftenus  latuit , 
pofluntque  infinita  nova  Sc  Angularia  circa  omnes  curvas  derivari.  Id 
quod  fpecimine  aliquo  illuftrabo. 

Sint  dux  parabolx  A E & BD  [ Fig.  3]  quarum  focus  C;  ducatur- 
que  refla  CDE.  Dico  curvam  parabolicam  A E ejfe  ad  curvam  para - 

bolicam 

f Vid.  N°.  fequenti , Art.  I.  * Ibidem  , Art.  II, 
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holi  eant  BD , ut  minoris  Utus  retium  ad  majoris  latus  retium.  Unde  fi  ra- 
tio laterum  redorura  fit  dupla  , curva  AE  dupla  erit  curvae  BD.  Neque 
abfolute  neccfleeft,  ut  eundem  focum  C habeant;  poteft  enim  pundum 
ad  libitum  afiumi , Sc  nihilominus  tamen  ratio,  quam  curvae  ad  fe  invi- 
cem habent,  determinari.  * 

III.  Cognita  quoque  eft  ratio  , quam  partes  curvae  circularis  ad  fe 
invicem  habent , fed  circa  quafvis  alias  curvas  haec  nondum  oftenfa  fuit 
a Geometris.  Illis  ergo  forte  non  ingratum  accidet,  fi  ipfis  fignificave- 
ro  , me  methodi  univerfafis  efie  compotem , in  qualibet  curva , data  por- 
tione ejufdem  , aliam  fer/fper  afiignandi  , qua  datam  rationem  ad  priorem 
obtinet ; cujus  rei  fpecimen  quoque  exhibebo. 

Sit  parabola  AC  D E F [ Fig.  4 ] , cujus  focus  B , fitque  data  portio 
curvae  CD,  & alia  affignanda  EF , ita  ut  CD  fit  ad  EF,  ut  data  linea 
GH  ad  IK.  Duftis  lineis  BC  Sc  B D,  fiat  ut  quadratum  GH  ad  qua- 
dratum IK,  ita  reda  BC  ad  redam  B E , & BD  ad  BF  : Dico  curvae 
parabolicae  portionem  C D ad  E F efie  in  ratione  data.  Sit  , exempli 
gratia  , GH  ad  IK  ut  1 ad  2,  Sc  fiat  BE  quadrupla  B C , <5c  BF  qua- 
drupla B D,  erit  portio  curvae  EF  dupla  partis  CD  f.  Occurrit  hic 
quidem  cafus , ubi  peculiaria  quaedam  obfervanda ; fed  cui  demonfiratio 
praecedentium  nota  , facile  videbit  quid  fibi  agendum  , aliaque  egregia 
hinc  eliciet ; verbi  gratia  , modum  in  curvis  afiignandi  fpatia  datam  ra- 
tionem habentia  , licet  ipforum  dimenfio  fit  incognita , prout  hoc  in  fpecie 
circa  praefens  exemplum  in  hyperbola  aequilatera  , cujus  dimenfio  ana- 
loga efi  parabolicae,  nova  Sc  hadenus  incognita  ratione  fieri  poteft , ut 
amgnentur  fpatia  quae  datam  lineae  ad  lineam  rationem  inter  fe  habent : 
multaque  alia  praeclara  Sc  plane  nova  theoremata  , vel  circa  ipfas  conicas 
fediones , quae  tamen  hadenus  nodurna  diurnaque  manu  quafi  verfatae 
fuerunt  a Geometris.  Dcmonftrationes  enim  horum  omnium  afferre  Sc 
prolixum  nimis  foret  & fupervacuum,  cum  haec  inventa  praecipue  dica- 
ta fint  Geometris  primi  ordinis  , quibus  jam  notum  eft , quomodo  ex 
datis  conclufionibus  univerfalibus  circa  dimenfionem  quantitatum  , dc- 
monftrationes , via  retrograda , facile  poflint  inveftigari. 

I V.  Conftitueram  hic  fubfiftere  , fed  commodum  incidit  in  manus 
meas  Johannis  Bernoullii  meditatio  de  dimenfione  curvarum  linea- 
rum per  circulares;  quod  egregium  inventum  & mirifice  me  deledavit, 
Sc  effecit , ut  haec  pauca  adjicienda  duxerim.  Vir  lyc  Celeberrimus  prae- 
cipue refpexit  in  eruendo  hoc  Problemate  ad  evolutionem  Hugenianam ; 
fed  quia  juxta  deferiptionem  meam  curvarum  per  focos  , quaelibet  curva 
infinitis  modis  poteft  evolvi , hinc  ejus  dodrina  infinities  amplificari  po- 
tent. 


* Vide  N°.  feq.  Art.  III.  t Ibidem , Art.  IV. 


Num. 
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Num.  terit , adeoque  Geometria  fingulare  hoc  modo  augmentum  recipiet.  Ad- 
LXVI1I.  d3m  vero  aliud  , quod  in  tempus  aliud  refervaveram.  Notum  efl  , 
quod  dato  cuilibet  fpatio  infinita  alia  fpatia  , diverfae  naturae  , aequalia 
perfacile  inveniri  pollint ; fcd  idem  in  curvis  lineis  efficiendi  nemo  ad- 
huc oflendit  rationem.  Si  enim  via  ordinaria  rem  aggrediamur,  ad  tan- 
gentium methodum  inverfam  deducimur  , cujus  ingemofiflima  nobis  fpe- 
cimina  dedit  Illuflriflimus  Vir  Marchio  Hospitalius.  Licet  autem 
hanc  quoque  methodum  probe  excoluerim , & milii  fere  omnimode  Latis— 
fecerim,  non  tamen  ea  hic  praflat,  quod  comparari  poffit  cum  methodo 
umverfali , quam  non  ita  pridem  inveni  , ope  cujus  infinita  diverja  cur- 
v a pojfunt  drjipiari  data  curra  abjolute  aquales.  Specimina  hujus  rei  alio 
tempore  exhibiturus  fum  : jam  enim  vix  licuit  ob  circumftrepentia  ne- 
gotia ad  amicorum  inflantiam  praecedentia  litteris  confignare. 

N°.  L X I X. 

JACOBI  BERNOULLI 

OBSERVATIUNCULA 

Ad  ca  qaa  Menfe  Novembri  1S9J 

Dc  Dimenfiontbns  Curvarum  publicata  leguntur, 
Auftorc  D.  T. 

JOsErui.  TA  Rsclara  font,  & e ms'  ic  defideratis  illa,  qua  hic  promi- 
Lipf  ttjps.  mifit  Nobiliflimus  D.  \ atque  li  ullatenus  prarftari  pof- 
jun.p.i  o.  ^ funt  , a[J  cjus  jngeni0  cxpcctanda  crunr.  Optan- 

dum tantum  cfTet  , ut  cum  dc  excellentia  Methodi  , quam  tc- 
. gere  voluit , per  exempla  nobis  judicandum  fit , talia  iclegillct 

qua: 

* D e T s c m i r n # a u s e -n.  N°.  praeced. 
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qus  haud  facile  aliunde  folvi  portent , aut  aliis  exceptionibus  ob- 
noxia forent  i qualia  num  iffa  fint , que  dedit  Vir  eximius , pau- 
cis examinandi  veniam  ab  ipfo  flagitamus. 

Primo,  quod  de  fpatio  elliptico  nos  dooet  in  Fig.  i , nulla  fm* 
gulari  methodo  videtur  indiguifle , cum  ex  natura  elliprts  fimpli- 
ci  proportione  concludatur;  junfta  enim  CH  & produlta  GH 
donec  ip£i  CF  occurrat  in  I , quoniam  ubique  III  eft  ad  IG  fi- 
cut  CD  eft  ad  CE,  erunt  tum  fpatia  IHDC , IGEC , tum  trian- 
gula IHC,  IGC,  tum  his  ablatis  feltores  CHD  [ five  1CD  in 
DH]  & CGE , utCD  & CE,  hoc  eft , erit  CE  in  D H = 
z C G E.  Et  patet  generaliter  , quod  fi  loco  circuli  & ctlipfis  fub. 
ilituantur  quaevis  alia:  curva:  ejtijdcm  generis , hoc  eft , qua:  ha- 
beant applicatas  I H , IG  in  conftante  ratione , fore  in  eadem  il- 
Ja  ratione  etiam  feltores  CHD  , CGE. 

II.  Quod  deinde  proprietatem  fpeltat,  quam  focis  curvaruna 
per  fila  deferiptarum  attribuit , Fig.  i , omnibus  illa  indifferenter 
punitis  eft  communis , 8c  ex  generaliffima  centri  gravitatis  natu- 
ra manat  ; fumptis  etenim  in  quacunque  curva  quibufeunque  & 
quotcunque  punitis  A,  B,  C,  D,  eorumque  centro  gravitatis  E, 
lemper  vel  lumina  trilineorum  AFG,  BFG,  CFG  , DFG ; vel 
[ fi  punitorum  nonnulla  ad  convexas  curvae  partes  affirmantur  ] 
differentia  trilineorum  qute  ab  una  & eorum  qua:  ab  altera  parte 
funt,  trilinci  EFG  totuplex  erit  quot  afluropta  punita  fuerint. 
Sed  & praeter  punitum  E infinita  alia  punita  idem  praftant , qua 
in  axe  aliquo  aequilibrii  per  E tranfeunte  exiftunt.  ( * ) Confidcra- 
tionem  igitur  focorum  nihil  hic  ad  rem  facere  apparet. 

Jac.  Berneulli  o/era.  Zzzz  III. Quod 

(•)  Nempe,  fi  ducatur  re&a  FG,  gulum  reftil.  EFG  =Tnang. reftil. 
& in  eam  demittantur  ex  lingulis  AFG -J-BFG -f- CFG -f-DFG  ; <St 
punitis  A,  B,  C,  D,  E normales  Aa,  addito  utrinque  fegmento  FG  quater, 
Bb,  Cc,  Dd,  Eej  erit , ex  natura  erit  quater  fpatium  curv.EFG=  fpa- 
centri  gravitatis  4Ee  = Aa-f-Bb  tiis  AFG -+-BFG  +-  CFG  -t-DFG. 
-f-Cc-j-Dd-f-  Ee  adeoq.  4Ee  X J Fg  Manifeltum  autem  eft  idem  praeftare 
=AaxiFg-j-BbxjFg-J-CcXjFg  lingula  punita  fumpta  in  relta  quae 
+ Ddx  JFg,hoc  cift  quater  TrUn-  per  E ducitur  parallela  ipli  FG. 


Num. 

LX1X. 
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LXIX.  III;  Quod  porro  aflcritur  de  portionibus  parabolarum  com*- 
munem  focum  habentium , Fig.  3 , etiam  procedit  cum  diverfos 
habent,  modo  pundum  C,  c quo  reda  CE  educenda  eft,  tale 
afiumatur , ut  ipia  C A , C B , fint  in  ratione  Paramctrorum  ; ac 
nihil  hic  peculiare  tribui  video  parabolis  > quod  non  idem  quo- 
que valeat  de  omnibus  cjufdcm  ffcciei  curvis , hoc  eft  , curvis  fi- 
milibus  & circa  communes  axes , focos , centra , aliavc  punda  fi- 
ruilia  fimilitcr  conftitutis  ; puta  , (1  curva;  A E , B D , forent  du* 
cllipfes  vel  hyperbolae  fimiles  circa  eundem  axem  AC,  & com- 
munem focum , feu  centrum , aliudve  pundum  fimile  C fimilitcr 
. conllitutae , femper  edent  abfeiffie  portiones  curvarum  A E , BD„ 
in  ratione  redarum  fimilium  abfeindentium  AC,  BC,  vel  CE, 
C D , utrarque  nimirum  in  ratione  conflante  : quorfum  applicari 
poffunt  ea  , quae  jam  anno  16 91  Mcnfe  Maio  * ad  fpiram  mi- 
rabilem de  triangulo  circa  angulum  [ hic  infinite  parvum  ECDJ 
rotato  & proportionaliter  fluente  dida  funt. 

I V.  Quod  denique  fubjungit  Nobiliffimus  Audor  de  aflignan- 
dis  in  parabola  portionibus  datam  ad  invicem  rationem  haben- 
tibus , Fig.  4 , id  rogo  ut  revideat ; deprehendet  enim  rem  aliter 
fc  habere , atque  in  locis  a vertice  A tantillo  remotioribus  portio- 
nem CD  ad  EF  femper  minorem  obtinere  rationem  , quam  GH 
ad  I K.  Quorum  omnium  ingcniofiflimum  Audorcm  non  ideo 
commonefacimus , ut  pratfiahtiflima  ejus  inventa , quibus  ipfi  ple- 
nam fidem  adhibemus , ullatenus  fufpcda  reddamus , fcd  illum 
invitemus  potius,  ut  vel  ipfam  fuam  methodum  praxlarifljmam 
nobifeum  communicare  dignetur , vel  fi  hanc  diutius  nos  latere 
cupit,  felcdioribus  faltem  fpeciminibus  eandem  nobis  comprober. 
Quibus  fi  addere  velit  nonnulla  methodum  tangentium  kiverfam 
concernentia,  tentare  poterit  tum  Problema  Decembris  f, 

cujus  & ego  folutionem  dabo  proxime  , tum  alia  hinc  inde  in 
Attis  occurrentia , qute  nondum  folutionem  acceperunt  , ipfique 
adeo  uberem  materiam  Publico  gratificandi  fuppcditabunr. 

N‘.  LXX* 

* N°.  XLIX.  pag.  301.  Vide  etiam  ibid.  Not.l.  Prop.  I.  pag.  4^7. 
f Supra  N*.  LXVI.  pag.  663, 
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JACOBI  BERNOULLI 
CONSTRUCTIO 


GENERALI  S 

Omnium  Curvarum  Tranfcen- 
dentium , 


Ope  fimplicioris  Tr  a florite  & Logarithmicce. 


MEthodus  Tangentium  invcrfa,  in  qua  dubio  procul  fum-l*s*E™£ 
mus  Geometriae  apex  confiftit , tribus  potiflimum  parti-  jun.p!»Ii. 
bus  abfolvitur,  quarum  prima  verfatur  in  reducendis 
diffcrcntialibus  altiorum  generum  [feu  differendo-  differentiali- 
bus  ] ad  difFcrcntialia  primi  generis  ; altera  in  fcparandis  litteris 
indeterminatis  cum  fuis  diffcrcntialibus  a fe  invicem  ; & tertia  in 
conftruendis  aquationibus  hoc  modo  rcdu&is.  In  lingulis  perfi- 
ciendis varie  huc  ufque  occupati  fuimus  t quotquot  promotioni 
hujus  Scientia  operam  noftram  addiximus.  Ad  primam  inter  alia 
pertinet  Theorema  de  radiis  circulorum  ofculantium,  cujus  Mcn- 
fc  Decembri  1695  , pag.  j 3 8 * mentionem  injeci,  quodque  in 
fccundis^differentiis  ad  primas  reducendis  ufum  habere  dixi , ut 
fuo  tempore  uberius  explicabo  t.  Ad  fecundam  fpe&at,  quod 

Zzzz  1 ibi- 


* Supra  pag.  v 


t Vid.N‘ Cm.Art.X. 
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Ne.  LXX.  ibidem  ad  calcem  medicationis  fubjunzi  Problema  * , cujus  folu- 
tionem , ni  alius  quifpiam  interea  me  provenerit  , brevi  quoque 
exhibebo  t.  Reflat  tertia  Methodi  pars  , de  qua  nobis  impro- 
fentiarum  fpccialius  agendum  cft  , & quo  conilrudiones  curva- 
rum tranfccndcntium  concernit.  Omnes  conftruendi  modi , quo- 
rum huc  ufquc  fpecimina  in  Attis  comparuerunt » ad  duo  vulgo 
nota  genera  revocari  poliunt ; fiuntque  vel  per  motum  conti- 
nuum , eumque  feu  naturalem , feu  artificialem  , vel  per  inven- 
tionem plurium  pundorum.  Motum  naturalem  voco,  quem  na- 
tura ipfa  (ibi  relida  fponte  producit  : artificialem  quem  Ars  in- 
„ fuper  moderatur.  Ad  illum  refero  conilrudiones  Mcnfc  Decem- 
bri 1693  , pag.  551  & 5 j 2 4-i  memoratas  > quo  fierent  per  ela- 
(Ira  vel  funes  debita  conditione  imbutos : ad  hunc , quo  per  tra- 
diones , qualem  non  fine  intelligentium  approbatione  dedit  Ingc- 
niofiflimus  D.  Leibnitius,  Menfe  Septembri  1693.  Conftru- 
diones,  quo  pundorum  inventione  abfolvuntur  , fiunt  vel  per 
quadraturas , quo  non  ita  pridem  folo  in  ufu  fuerant , vel  per 
rcdificationes  curvarum  algebraicarum , quo  pado  punda  Cate- 
nario per  curvam  parabolicam , & Ifochrono  per  lemnifeatam 
determinantur  : vel  denique  per  coordinatas  aliarum  tranfeen- 
dentium , fed  deferiptu.  faciliorum vcluti  profatus  Celeberrimus 
Leibnitius  punda  Catenario  reperire  docuit  per  logarith- 
micam.  De  quibus  breviter  hoc  teneantur;  quod  conilrudiones 
curvarum  per  motum  , five  naturalem , five  arte  temperatura , pro- 
■ dudo  procul  dubio  omnium  forent  optimo  , fi  facili  aliquo  me- 
chanifmo  in  cfTedum  deduci  portent : fed  cum  illo  tales  condic 
tiones  prorequirant  in  materia  , quas  ei  introducere  oque , vel 
fortafte  magis  arduum  cft;  ho  motum  depoliant  ita  compofitum 
& implicatum  , qui  in  praxi  fucccdat  difficulter ; ncceflitas  om- 
nino cogere  videtur,  ut  in  curvarum  tranfccndcntium,  non  fccus 
ac  in  algebraicarum  altiorum  delineationibus  , fola  pundorum 
inventione  acquiefeamus.  Ubi  quidem  quadraturo , cum  ad  pra- 
xiu  oque  inidoneo  fim , jam  fere  exoleverunt  , iifque  merito. 

pra> 

* Pag.  ■}  N®,  LXX II.  4.  Supra  pag.  66l,. 
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proferuntur  conftruliiones , quae  fiunt  per  logarithmicam  > lineam  No.LXX, 
finuum , aut  fimiles»  vel  etiam  per  reltificationes  curvarum  algc- 
bf aicarum  , ficubi  haberi  potiunt ; quoniam  dubium  eft , an  fem* 
per  inveniri  poffint , nec  fi  pofTunt , univerfalis  regula  iis  inve- 
niendis proferibi  queat  C a ) i jure  defiderari  poteft  adhuc  metho- 
dus , qua  punita  curvarum , femper  & ubique , facili  & ad  ufum 
accommodata  operatione  inveniantur.  Oftcndam  igitur  hic  modum, 
quo  hoc  confequi  poflumus , ope  unius  logarithmicae  & eujufdam 
Traltoria;  motu  fimplici  facillimoquc  deferibendar.  Quemadmo- 
dum enim  punita  curvarum  algebraicarum  determinantur  per  inter- 
fc&iones  duarum  aliarum  algebraicarum  deferiptu  faciliorum  : ita 
quoque  punita  mechanicarum  reperiri  debere  confcntancum  puto. 

Si  propofita  fit  zquatio  ad y =t dx  . ubi  t dari  intelligitur 
per  x [ ad  hanc  enim  formam , facta  feparationc  indeterminata- 
rum omnes  reducuntur  ] ducantur  in  plano  aliquo  horizontali 
duz  reltas  parallela  AB-,  CD , in  diftantia  arbitraria  AC , inter- 
que  illas  flatuatur  curva  algebraica  FK  talis,  ut  exifiente  A E 
vel  BE  = x,  EF  quarta  fit  proportionalis  ad  t,  a,  & duplam 
fubtangentem  logarirhmiese  , quia  hic  uti  voluerimus  : Tum 
fumpto  filo  FGH  longitudinis  AC,  deferibatur  Traltoria  curva' 

HI  ope  norma  DGF  propellentis  extremitatem  fili  F fuper  cur-- 
va  KF,  eo  modo  quo  id,  Menfc  Junio  169 i,  pag.  255  * , 
explicaturo  fuit.  Deinde,  trajclta  indefinite  per  rectas  AB  & 

CD  perpendiculari  GE,  centro  G radio  EF  arcus  deferibatur 
fccans  Traltoriam  in  H ; unde  demittatur  in  CD  normalis  HD, 
ac  jungatur  GH-:  quo  falto,  tum  aggregatum  reltarum  GH  & 

G D , tum  carundcm  differentia  applicetur  logaritbmicz  , erit- 

que  axis  portio,  quae  applicatis  intercipitur,, quzfitz  y ; cui‘ 

proinde  fi  flatuatur  in  E aequalis  EL , atque  hoc  ubique  fiat , ha- 
bebitur per  punita  fic  dclcripta  optata  Curva  Nota  fi. 

Zzzz  3.  zqua- 

• (»)  Imo  talem  dedit  Cei.  Joham  ( k)  Huju*  conftruftionis  vide  de-- 

BtBNOULU  , Ai  doris  noftri  Fiater  moi. Arationem  analyticam  , . in£r»  ,, 
in  jUlis  Erud.  1724.  Aug.  pag.  3J&  N*.  CUI,  Alt. XXL- 

* Supra  N?,  LYU.  pag.  57^ 
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No.  LXX.  a-quatio  fuerit  rdy  = edx , & r etiam  indeterminata  fit  . fed 
data  per  y , conftrudio  nihilo  difficilior  evadit ; polito  enim  r dy 
= * d z = t d x , confiat  ex  pratccdentc  conftru&ionc , inveniri 
polle  relationem  inter  x & z ■ , itemque  inter  y & z, , quare  etiam 
inter  x Se  y innotclcct.  Patet  autem  etiam  ex  allatis  , quod  fi 
data  fit  relatio  trium  linearum  CG  , GH  & GD  [ quod  contin- 
git, quandocunquc  Traftoria  H I cft  ex  numero  algcbraicarum ;] 
curva  L M pofiit  confirui  per  folam  logarithmicam  fine  adju- 
mento alterius  mechanica; ; unde  novum  criterium  pro  dignof- 
cendis  curvis  hoc  modo  confiruibilibus  relultat , quod  Lettores 
nofiri  cum  olim  * exhibito  conferre  poliunt. 

* N°.  LVIII,  pag.  591,^92.  De  quo  vide  N3*.  LXIV,  pag.  631  ,& 
LXVI , Art.  III,  pag.  6*6,64 7* 

\ 


N°.  LXXI. 

G.  G.  L.  * 
NOTAT1UNCULA 


AD  ACTA  DECEMBRIS  i69S, 
Pag.  5 37  & fiquenttbus  f. 

AtkiErutl.  "W  Niquus  lim  , fi  non  agnofeam  , excellentis  Mathematici  Jucobi  Ber- 
Lipf  1 696.  | NOULUI  Bafilecnftum  Profejforis  meditationibus  plurimum  debere 
Mart.p.i4f  fcientias  iftas  profundiores  , & me  potifiimum  ipfi  pariter  ac  Fratri 
ejus  IngeniofilFmo  , Joanni  Bernovilio,  nunc  apud  Gronin- 
ganos  frofejjori  Clariflimo  obitriftum  effe , qualiacunque  a me  jafta  An»- 

lyfeo* 


* Goth.  Gul-  L e 1 B N 1 J 1 1.  t Ad  Num.  LXVI. 
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lyfeos  cujpfdam  fuperioris  fundamenta  ad  varios  uftis  applicuere  , fuis- 
que  inventis  mirifice  auxere , & ut  magis  magifque  innotefccrent  ac  ce- 
lebrarentur effecere.  Virum  autem  Celeberrimum  Jacobum  Bernoul- 
iiUM,  cujus  nupera  me  ad  hoc  Schediafma  invitavere,  perfuadere  fibi 
velim  , longiffime  a me  abeffe  animum  de  meritiffimis  ejus  laudibus  detra- 
hendi. Gloriam  inventarum  figurarum  Elafficarum  [ex  hypotheff  fcilicct 
valde  verifimili  ] ipfi  illibatam  relinquo.  Theoremata  de  radiis  circulo- 
rum ofculantium , ctfi  mihi  non  ignota , ne  attigiflem  quidem  , nifi  ori- 
ginem , eorum  pariter  ac  fimilium  aliorum,  ex  lingulari  quodam  differen- 
tiatis calculi  genere  fimpliciffimam  exponendam  occafione  data  putalTem. 
Ut  iis  in  Elafticis  figuris  uterer  in  mentem  non  venit  , quod  figuris  fili* 
quaerendis  nunquam  animum  adjeciffem ; non  quod  res  fit  pulchra  & in- 
quilitu  digna , fed  quod  in  tanta  agendorum  copia,  quae  ab  illo  rede  ada 
putavi , nollem  denuo  agere;  incertus  etiam,  an  poffem.  Itaque  non  cft, 
cur  imputet  Theorematum  de  ofculis  defedui,  cum  ipfc  agnofeat,  etiam 

Siublicatis  illis,  nondum  vel  H O G e N 1 U , vel  me,  de  lineis  illis  E- 
aflicis  fatis  meditatos  fuiffe.  Ac  ne  nunc  quidem,  expofita  analyfi  Viri 
Egregii , a me  impetrare  portum  ut  hunc  campum,  licet  pulcherrimum  , in- 
grediar; cuius  rei  plures  habeo  rationes,  quam  vellem.  De  extero  video 
eum  a mea  ae  conftrndionibus  fententia  vix  diffentire  ; optaremque  ipfum, 
fi  vacat , ulterius  cogitare  de  conftrudione  tranfeendentium  per  punda 
algebraice  inventa  : id  enim  magis  analyticum  fuerit  , etfi  non  xque  fit 
in  poteftatc  hadenus , ac  redudio  quadraturarum  ad  Euthynfes  *.  De 
numero  radicum  ofculi  candide  profefTus  fum  dudum , me  re  diligentius 
excurta  fententiam  ipfius  ampledi  (•).  Quod-inftantiam  a me  poffulat  (k) 
curvx  ordinariae  rcdificabilis  in  fe  redeuntis,  fuccurrit  nunc  Epicycloeida- 
lis  , quam  pundum  deferibit  fixum  in  circulo  provoluto  fuper  alio  circu- 
lo. Hanc  redificabitem  crte,  a Celeberrimis  Viris  Hugknio  & Tschirn- 
Hausio  eft  oftenfum ; efTe  autem  iu  fe  redeuntem,  hxc  conffrudio  ipfa 
monftrat , cum  circumferentiae  funt  commenfurabiles  («).  Praeclare  fa- 
cient Bernoulli  i Fratres,  fi  conjundis,  vel  etiam  feparatis  fludiis , 
velarix  figurae  contemplationem  coeptam  abfolvant.  Quod  medias  dire- 
diones  attinet , de  quibus  Ego  in  Ephemeridibus  Gallicis  Menfis  Septem- 
bris 1 693  (*),  cum  tendentix  pundi  mobilis  fint  infinitae,  punda  ten- 
dentiarum  intervallulis  xqualibus  afTumi  arbitrarium  putem.  Diverlis  atT-' 
tem  pundis  tendentias  exercentibus , ex  pundorum  progreffibus  habetur 
& progrclfus  communis  centri  gravitatis  , nempe  conferendo  ejus  fitum 
ante  progrefTum,  cum  fitu  proximo  poft  progrertum  pundorum  elemen- 
• _ tarem. 

C)  Vide  N°.  LXVI.  Art.  III.  ( ‘)  Vide  Num.  feq.  Art.  II. 
pag.  647.  ( * ) Vide  N°.  LX  V I.  Art.  V- 

(k;  Ibid.  Art.  IV.  pag. 6$Q,6yr?  pag.  656-558. 


N.  LXXI. 
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jj,  LXXI.  tarem.  Quod  fi  pundorum  impulforum  tendcntias  confideremus  quae  fae- 
pe  ab  impellentium  tendentia  diverfa  eft , tendentia  media  ab  iis  recepta 
eodem  modo  definietur.  Eaque  omnia  pro  re  nata  funt  varianda  , fed  in 
his  prompte  eleganterque  exhibendis  a Viro  Clarillimo  non  vulgaria  expe- 
do , ac  publico  eum  nomine  rogandum  cenfeo,  ut  fua  de  fluidorum  mo- 
libus aliifquc  melctcmata  praeclara  diutius  non  premat.  Quod  controver- 
fias  attinet  inter  D.  D.  Hugenium  & Renaudum  Ingeniarium  rei  apud 
Gallos  marina:  Generalem,  ipfe  Hucsmus  [cujus  certe  Summi  Viri 
amilfi  & ipfe  defiderium  tanto  fero  aegrius,  quanto  propius  mihi  eum  eo 
«ojnmercium  erat , notiorefque  maximae  dotes  , in  quibus  vis  animi  can- 
dorque certabant  ] me  fententiam  rogare  dignatus  eft  ; fed  tunc  nondum 
erant  ad  manus  utrinque  agitata.  De  re  ipfa  alias.  Rede  notatur,  eun- 
dem ventum  magis  impellere  navem  quiefeentem  , quam  procedentem  * 
& dHcrimen  aliquando  non  efic  negligendum.  Puto  etiam  , diverfa  venti 
vi  , declinationem  [ U Derive  ] ficus  quam  D.  Renaudus  fuppo- 
fuit , non  efie  aequalem , fed  eo  majorem  quo  major  eft  venti  violentia. 
Modum  generalem  conftruendi  tangentium  inverfas , Menfc  Augufto  , 
169^  i pag.  573  (')  ipfe  non  nifi  pro  Mechanifmo  venditavi.  Utiliflima 
cogitatio  eft  , de  iildem  ad  quadraturas  redigendis , feparandifve  ad  invi- 
cem indeterminatis.  Problem « ( f ) de  eo  praeftando  circa  aequationem 
ditfcrentialem  ady  =ypdx-\~b^nqdx  folvere  poflurn  , Sc  reduco  ad 
aequationem,  cujus  forma  eft  ...  dv  v dz-\- ...  dz  = O,  ubi 

per  pundata  intelliguntur  quantitates  utcunque  datae  per  Talis  autem 
aequatio  generaliter  per  me  reduda  eft  ad  quadraturas , ratione  Amicis 
jam  communicata , quam  hic  exponere  neceilarium  non  puto ; contentus 
ertecifle,  ut  Acutilfimus  Audor  Problematis  agnofcere  poflit  methodum 
£ut  opinor]  non  diflimilem  fuse.  Neque  enim  dubito  & hoc  ipfi  inno- 
tuifte  (*).  Et  funt  a me  in  iftis  multa  olim  tentata  , non  pauca  etiam 
praeftita  , quae  jacent  difperfa  in  fchedis , nec  mihi  ipfi  in  numerato  ha- 
bentur , copia  inopi , ut  fimul  habere  videar  & non  habere.  Haec  tamen 
facilius  fuppeditavit  memoria , ea  ipfa  die  , qua  Lipfienfia  ACU  Menfis 
Decembris  1695  fum  nadus,  id  eft  hefterna  , in  ipfis  fcilicet  Nundinis 
Brunfvicenfibus , ubi  haec  inter  diftradiones  utcunque  in  chartam  con- 

iec>- 

o 

(e ) Supra,  N°.LXIV,  p .631,636.  L 1 o , fupra  N°.  LXVI.  pag.  66$. 

(*)  Propofitum  a Bsrkoui.-  (b)  Vide Nura.  fequentem. 
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JACOBI  BERNOULLI 

PROBLEMA  BEAUNIANUM 

Univerfalius  conceptum , 

Sive  Solutio  JEquationis  nupero  Decembri  pro- 
pofita y ad y = y pdx  + bynqdx,-  cum 
aliis  quibufdam  annotatis. 

^ Uod  olim  Cartesio  a Beaunio  propofitum , & ABaErud. 
f 1 aliquot  abhinc  annis  refufcitatum  fuit  Problema  , [ vid. 

Ephem.  Callic.  menfe  Sept.  1 691  , & Atta  Lipf.  mcnfc 
Mai.  1 69  j J univerfaliter  ita  proponi  poteft : Data  quavis  Curva. 

Jeu  algebraica , feu  tranfiendente  , feu  libera  tantum  manu  formatas 
invenire  aliam  ita  comparatam  , ut  ejus  applicata  ad  fubtangentem 
eandem  rationem  habeat , quam  habet  conflans  quadam  linea  a ad 
fummam  d/fferentiamve  applicatarum  curva  data  & quafita  ; vel 
etiam  reciproce  , quam  hac  fumma  different  i ave  habet  ad  conflan- 
tem a.  In  cafu  enim  Beauniano , ubi  loco  dat«e  Curva?,  Reda 
aflfumitur  angulum  femi  - redum  cum  axe  conftituens  , -urrovis 
modo  conceptum  Problema  iri  idem  recidit ; alias  duplex  eft  & 
maxime  diverfum.  Pofterioris  ego  folutionem  hac  vice  cum  pu- 
blico communicabo  ; fed  oroilTa  analyfi  , & prioris  quoque  eno- 
datione Ledori  rclida , ut  fi  majorem  , quam  fortafie  exiftima-_ 

%as.  Bernoullt  opera.  , ...  A a a a a rat 
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PROBLEMA  BEAUNIANUAT 


Num. 

LXX1I. 


rat , in  recefTu  difficultatem  repercrit  , eo  benignius  operam  hic 
prxftitam  interpretetur.  Efto  [ Fig.  i ] Curva  data  AC  vel  Aq, 
axis  AB»  & fit  abfeifia  AB  = x , BC,  vel  Bc  — y , data  perx, 
ic  BD=j;  erit  ex  prxfcripto  Problematis  dy : dxz=y±zy:4, 
hoc  eft,  erit  d dy  =y  d x±ydx.  Eft  autem  hac  iEquatio  non 
cafus  tantum , ut  apparet , fpecialis  aquationis , mcnfc  Dccemb. 
propofitx,  4 dy=y  pdx  + b ymyd  x , fcd  ipfamet  potius  hac  a- 
quatio  fimplicioribus  duntaxat  terminis  exprefla , cum  una  ad  al- 
teram perpetuo  reduci  poflit  > confcntientc  illo  quod  Celeberri- 
mus D.  Leibnitius  obfervavit  , ubi  di&am  aquationem  in 
hanc  transformat  . ..du+ ....  x d z- f- . ..  dz  = o ; hac  enim  & 
ipfa  ulterius  ad  allatam  formulam  ddy=ydx±ydx  reduci  va- 
let; fi  nempe,  quod  intelligo,  y concipiatur  dari  per  x non  mo- 
do in  terminis  algebraicis , fcd  in  tranfccndcntibus  , veluti  fi  a 
ponatur  =f(dx  {d* — xx))  hoc  eft  , fi  curva  data  AC 
fingatur  die  ex  mechanicarum  numero  (a).  Quanta  igitur  uni- 
vcrlalitatis  hoc  Problema  fit , quantumque  conferat  ad  promotio- 
nem methodi  Tangentium  inverfa  nemo  non  videt,  gaudeoque 
prafatum  Virum  Celeberrimum  illud  fua  quoque  opera  dignum 

cen* 


( a ) Ponatur  y 1 n =■  u , vel  y 

i 

= m , entque  dy  = ~- 

w ”•  ( 1 ”-*</«,  quibus  fubffitutis  in 

xquat.  ady  =ypdx  -f-  by1  qdx  , ea 

transformabitur  in  hanc  - — - — 

I — ■ n 

«f-  btt  ” ' ^ 1 ” ^ qdx , vel  dividendo 

per  un  ^ n\  in  hanc — 2—du 

i — n 

= updx  -f-  bqdx , qux  reduftio  eft 
Lfibniiidn «.  rouitur  ulterius  pdx  =- 


dt,  atque  dx  = dt:  p , & qdx  =■  qdt.p. 


&C  aequatio — — du 
l — n 


updx-\-bqdx, 


abibit  in  hanc  — - — d « = udi  -f- 
I — n 

b qdt:  p,  qua  eft  reduftio  Bernoul- 
lUna.  Nam , quia  pdx  = dt,6cp  da- 
tur per  x,  dabitur  x per  t,  laltera 
tranfcendenterj  igitur  pSc  q,  qui  dan- 
tur per  x , dabuntur  per  t ; ideoque 
bq  ■■  p dabitur  per  t.  Ergo  aquatio 

— i.  du  = udt  -f-  bqdt  • p ejufdem 
i — n 

eft  forra*  cum  ifta  adky  —ydx  ifc 
qdx-,  ubi  q datur  per  x. 
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ccnfuifle : hoc  enim  pr altantis  & utilitatis  ejus. argumentum  e fle 
potcft. 

Solutionem  meam  quod  attinet , ad  quam  tres  quatuorve  du- 
centes vias  habeo,  illa  przter  curvam  AC,  qua:  ut  jam  delinca- 
ta  fupponitur  , folam  requirit  Logarichmicam  , qua  mediante 
inveniri  debet  alia,  per  cujus  quadraturam  quzfitx  ED  putida  ob- 
tineantur , id  quod  hoc  modo  fit : Efto  Logarithmica  FG  [ Hg.  t] 
cujus  fubtangens  = 4==  AF  [quanquam  omnis  alia  idem  prs- 
ftet , fed  prolixitatem  vito ] AC  curva  data , AL  utriufquc  axis, 
AB  vel  *B  = jf,  & BC  = ^ ; fiatque  alia  curva  AH,  cujus  ap- 
plicata BH  quarta  fit  proportionalis  ad  BG,  BC,  & AF ; tum 
fpatio  curvilinco  A B H ad  A F applicetur  squale  redangulum 
FL , rurfumque  ftatuatur  BD  quarta  proportionalis  ad  A F , BG 
& AL  [vel  ML,  fumpto  ubivis  in  axe  AL  pundo  fixo  M] 
erit  D pundum  in  optata  curva  E D , exiftente  150  y aquationis 
a dy  =z+j  d x±ydx  , vel  ady=: — y dx  ±.qdx  ,•  quorum 
illud  obtinet , fi  A B dicatur  x , & M ad  finiftram  dextramve 
pundi  L conftituatur ; hoc  vero , fi  fit  * B qua:  vocetur  x , atque 
M vicilllm  ad  dextram  finiftramvc  ipfius  L collocatum  fuerit  (fc). 

A a a a a i Notatu 

= x,  erit  [ propter  Logarithmicara 
FG]  BG=Nx;  & BH,  quarta 
proportionalis  ad  BG  [ M:  ] , BC 
[ q ] & AF  [ a ] , erit  aa  ■ Nx,  atque 
ideo  fpatium  ABH  =/(  aqdx ; Nx  ) 
= FL,  & AL  =f(adx.Nx). 
Ergo  BD , quae  quarta  efl  proportio- 
nalis ad  AF  [ a ] , BG  [ Nx  ] <Sc  AL 

[/(  qdx  :Nx),l  erit  =^/r(  qdx: 

Nx ) =y. 

Vel  fic  , per  methodum  Cei.  De 
MAUPERTUIS  [ Comm.  Acad.  Rev. 
Par.  1731].  Aequatio  ady=ydx 
-{-qdx , multiplicando  per  A variabi- 
lem , & tranfponendo,  induat  hanc 
formam  A qdx  — aAdy  — Aydx , at- 
que 


(*)  Conftruftionis  hujus  en  Ana- 
lyfin,ex  N1.  CIII,  Art.  12 , peti- 
tam. Sit  _y  = mn  , & ady  — [amdrt 
-f-  andm  — ] ydx  +-  qdx  [ mndx  4- 
qdx,]  Pone  amdn  = mndx  , & andm 
= qdxi  Sc  prior  aequatio  divifa  per 
mn  dabit  adti.  n — dx.  Igitur  x = 
Log.  »,vel  n—  numero  cujus  loga- 
rithmus  x,  id  quod  (ic  defignabimus 
« = Nx.  Hic  valor  ipfius  fubftitu- 
tus  in  aequatione  poileriore  andm 
=*qdx,  illam  mutat  iu  hanc  , adm 
= qdx : Nx , vel , integrando  am  = 
f(qdx;Nx).  Igitur  y=mn  = 

— f(qdx{ Nx).  Unde  fluit  Au- 

doris  conftniftio.  Nam  cum  fit  AB 


Num. 

LXXII. 
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. Notatu  dignum  hic  cft  , quod  fi  q fimplicitcr  denotat  potcfta- 
tem  aliquam  integram  & pofitivam  ipfius  x , hoc  cft  fi  curva  da- 
ta AC  cft  ex  genere  Paraboloidum , curvilineum  A B H feraper 
mediante  logarithmica  quadrabile  exiftit , adeoque  curva;  quxfi- 
tx  puncta  immediate  per  logarithmicam  abfque  quadraturis  in- 
veniri poliunt ; quod  fequenti  exemplo  monftrabo  , e quo  lex 
progreftionis  in  exteris  latis  pcrfpicictur  : Efto , ut  antea  Lo- 
garithmica  FG  [ Fig.  3 ] , fubtangens  ejus  = AF  =*  Para- 
bola quxdam  (urlolida  IC , vertice  1 ubivis  in  axe  AB  accepto ,. 
proinde  IB  = x , & BC  = x' : ** , produdaque  infinite  BC  fe* 
cct  logaiithmicam  in  G,  tum  conftruantur  termini  progreftionis 
fcquentis.  1. i.  3.4-.  J.  *i  i.  3. 4.  J.x;  3.4.  q.xx  : 4;  4.  j.  x'  :aa 
j . x*  : 4 j x' : a*  ; [ quod  ipfum  quoque  logarithmicx  beneficio 
expeditiftime  peragitur  , applicando  ipfi  , in  diftantiis  xqualibus 
AH,  HL,  LM,  MN,  NO,  redas  HP,  LQ,  MR,  NS,  & OT, 
quarum  prima  HP  fit  =lB=.v;  exterx  enim  ordine  erunt 
xx  : 4 i x 3 : aa  i x * : ; Se  x' : a*  , quarum  multiplices  leriei  no- 
ftrx»  ut  apparet,  terminos  conftituunt]  quo  fado  in  reda  G B 
abfeindatur  ex  pundo  G,  vel  deorfum  verfus  axem,  vel  furfurei 
in  partes  oppofuas , pro  figni  ambigui  varietate  , pars  GD , qux 
fit  xqualis  vel  aggregato  terminorum  hujus  feiiei  , fi  habeatur 
ddj  = +ydxz±zq dx  i vel  differentix  inter  lummas  termino- 
rum in  locis  paribus  & eorum  qui  limt  in  imparibus , fi  fuerit 
4 dy= — y dx±q d x , critquc  femper  quod  hoc  pado  obti- 
netur, pundum.  D id  curva  defiderata  E D («).  Dcmonftratio- 

Hcm 


que  integrandb  /Aqdx  =aAy 

afydA  — fAydx.  Ponantur  duo  po- 
fleriores  termini  fimul  squales  nihi- 
lo, eritque,  — ad  A-  A — dx,  vel  Lng. 
e — Log.  A-^x,  aut  e : A=  Nx , 
vel  A e:  Nx.  Igitur  cum  fit [Aqdx 
— aAy  vel  y = [Aqdx:  a A , erit  y 

A/v 

= [{cqdx ; Nx  ) (<«■;  Nx ).  = — -x, 


f(  qdx:  Nx)  ; qux  aquatio  ad  Au- 
doris  conlbu&iouem  quali  manu^ 
ducit. 

(*)  V:de  N . CIII,  Art.  12.  §.2: 
& 3.  Vel  ha.ic  accipe  Amlyfin  com- 
mode in  plurimis  cafibus  lirmlihus  ad- 
hibendam. Imcgranda  proponitur 
aequatio  (A')  /r,ty=, — ydx-^-x’  dx.a* 
vel  ady  -fcydx  — xsdx:a*=0.  Po- 
natur 
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nem  non  addo,  quod  unufquifque  illam  ex  conftru&ionibus  ifHs 
haud  difficulter  eliciet.  Forte  autem  recordari  poterit  Celeberri- 
mus D.  Leibnitius,  an  & quoufquc  fua  Problematis  folutio 
cum  ifta  conlpirct.  • 

II.  Priufquam  hinc  digrediar  , NotatiuncuU , quam  hic  Vir 
Martio  praeterito  ad  Atta  Decembris  communicavit  *,  in  uberio- 
rem veritatis  explanationem  pauca  quaedam  hic  fubnc&erc  liceat. 
Problematis  Elaftici  folutionem , cujus  ipfe  primo  loco  meminit, 
tam  generalem  puto  me  dcdifTe , ut  ad  omnem  indefinite  hypo* 
thefin , veram  non  minus  ac  verifimilem . asque  fc  extendat , in- 
fuperque  fulcra  vcftium  non  fupponat , fed  inveniat ; quod  totum 
illud  eft,  quod  in  hac  materia  jure  requiri  potcfl , quandiu  fpc- 
eialcs  tenfionum  leges  nobis  ignotae  funt. 

Conftru&ionem  Tranfccndentium  per  punda  algebraicc  inven- 
ta fateor  rem  egregiae  fpeculacionis  fore  : dubito  tamen  hic,  ut 
in  aliis , generale  quidpiam  inveniri  pode  i etiamfi  fortaflc  in  pau- 
cis quibufdam  res  fuccedcrc  deprehenderetur.  Itaque  negotium 
tanri  non  videtur  efle,  ut  ei  implicari  fit  nccelle,  prefertim  cum 

Aaaaa  3.  alia 

Igitur  r= — i.a .3.4.34 Nx.  E(l 

autem  y=.xs:  a*+-  p—x':a* — yx4:' 
4*4-4  =s»1:  <*4 — yx4:4,4-4.5Je': 
4:-*-r =xs:  a*  — yx4:  as  4-  4.yx!: 
a1 — 3.4.  yx*:  44-  s = x!:  44 — ■ yx4:' 

4*  4-  4.  y **  a' 3. 4,3  X1 : 4 4- 

2.3.4-yx-t-r  = *’:  44 — yx4:  a!-h- 
4.yx':4*—  3.4.yx!:4+-2.3.4.y* — 

1.2.3.4.34  — Nx.  Atqui  ex  conftru- 
ftione  Auftoris  GD=x!:  44 — yx4:. 

«’+-  4-y*’-'  — ?-43*!:  *+-  2.3.4. 

yx — 1.2.3.4.34, & GB=z=Nx.  Igi- 
tur BD -x5  : 4 4 — yx4 : a1  4-  4. 

yx’:  a- — 3.4.  yx!:  44- 2.  y.q.yx— 1.2. 

3.4.34  Nx  — r v.Poni  etiam  po-- 

tuiliet  t conflans  atque  , dt=o,,d& 
quo  vide  Num.  LXXVIL 

* N°.  graceed,. 


naturj  = xs:444-p,  & dy—fx+Jx* 
44-f -dp,  atque  Amigrabit  in  ( B ) 
adpy-  pdx  4-y x*dx  : 4*=o.  Fiat  p = 
— yx4:4*-f-i 3,  Sc  dp  = — 4 y x'dx: 
a3  -f-  dq,  atque  B mutabitur  in  ( C ) 
*di]-\-qdx  — 4-yx’Jjc : 4*  = a Sta- 
tuatur 4 = 4.y,x,.-4*-t-r,  & dq= 
3.4.3 x'dx:  a~  4~dr,  atque  C abibit  in 
( D ) adr+-  rdx+~  3 4.  yx  dx:  4 = O. 
Sumatur  r= — 3.4.  yx*:  44-r,<St  dr 

— 2.3.4.  yx^x:  44-  Is  , atque  D tran- 
fibit  in  (E  ) ads-y-  sdx  — 2.3.4.  y.r</x 
= 0.  Fac  denique  2.  3.  4.  y x 

/ , Si  dt=  x. 2. 3.4.3 dx  -y-dt , atque 
tramformabitur  E in  ( E)adt  t—  tdx 
-t-  I.  2.  3.  4.  y adx  = 0 , vel  dx=. 

— adt:  (t  4-  1.2. 3.4.3  .:)  ,aut  inte- 
grando , xj=  — Log.  (T4»J.2‘H;5  *),. 


Nuttr. 

Lxxir, 
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alia  przfiofint,  que  dcfedum  bic  fupplcrc  pofiint;  & eonfide- 
randum  Lcdoribus  relinquo , an  alius  generabor  fimul , fimph- 
dor,  & ad  praxin'  accommodatior  conArucndi  modus  repenti 
poflit  illo,  qui  fit  per  tradiones,  aeque  nuperrime  a me  ad  Acia 
communicatus  * , nefeio  an  etiam  publicatus  fuit. 

QueAioncm  de  numero  radicum  ofculi  confcnfus  Viri  Cele- 
berrimi jam  extra  controverfiam  ponit.  Mutuo  cum  ipfo  cando- 
re adurus  , que  de  curvis  in  fe  redeuntibus  putabam  olim  me 
dcmonArarc  potuific  , corrigo,  gratiafque  habeo,  quod  exemplo 
me  edocuerit  cales  quandoque  rcdificationcm  admittere  pofic , fi- 
ne quo  fortaffc  nunquam  huc  animum  advcrdAem.  Fecit  autem 
Viri  Nobilifiimi  monitum,  ut  difcurfuizi , Menfc  Januario  1691, 
pag.  zi  **  hanc  in  rem  allatum  denuo  examinarem,  deprehende- 
rem , cum  in  hoc  laborare , quod  fupponit , unam  duntaxat  dari 
equadonem  que  relationem  ipfius  x ad  t , arcus  ad  tangentem 
exprimat.  In  curvis  enim  in  orbem  redeundbus , que  rcchhca- 
txonem  admittunt , & in  quibus  x portionem  curve , una  cum  in- 
tegra perimetro  fcmcl  aJiquotiefve  accepta,  fignificarc  potcA ; re- 
latio ipfius  x ad  tangentem  aliamvc  fundionem  pro  numero  vi- 
cium quibus  perimeter  accipitur  fubinde  variat  , peeuharemque 
equationem  depofeit. 

Que  vero  porro  fubjicit  Vir  Aeutifiimus  de  mediis  diredioni- 
bus,  haud  ita  facile  a me  adenlum  impetrant;  nec  enim  facis  ca- 
pio , quo  fcnfu  punda  tendendarum  zqualibus  intervallis  aAumi 
arbitrarium  exifiimet.  Mentem  meam  exemplo  declaro : [ Fig. 
4.  ] Sit  ventus  aliquis  circumfuius  zqualiter  arcui  circulari  B b b , 
vel  etiam  potentia  quepiam  trahens , circumpofita  oppofito  arcui 
C c c , agatque  in  Angulis  arcus  pundis  in  centrum  A viribus , 
que  proportionentur  redis  A D , A d fccancibus  arcuum  B b vel 
Cc , quo  pado  punda  omnium  tendendarum  particularium  d , d , 
reperientur  in  reda  tangente  Ddd  ; adeoque  diAcrminabuntur  in- 
tervallulis  inequalibus  d d , d d , ob  equalia  arcuum  elementa 

bb,  bb, 

* N°.  LXX.  **  Supra  N°,  XLI , pag.  440, 
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bb.bb,  vel  cc,  cc.  Nam  fi  qois  exiftimet,  intervalla  dd  sqnalia  af- 
fiirni  pofle,  is  vicifiim  fiatuere  debet  inarqualia  arcuum  dementa 
bb  vel  cc  , ac  proinde , ob  xqualiter  circumfufam  potentfem  , 
ejus  vires  cenfebit  efie  in  ratione  compofita  elementorum  bb  vel 
cc  & fecancium  Ad:  non  ergo  funt  in  fimplici  ratione  lecantium 
Ad,  igitur  nec  punda  tendendarum  in  tangente  Dd  ; utrum' 
que  contra  hypothefin.  Addo , quod  inventio  centri-  gravitatis 
pundorum  dd  inatqualitcr  difiantium  pendet  a circuli  & hyper- 
bolat  relatione  nondum  cognita  , srqualiter  difiantium  a fimplici 
bifedionc  reda:  Dd  ; unde  fi  fit  arbitrarium  illa  fingere , ut  lubet , 
Problema  diredionis  medix  fimul  & fimplex  erit  & tranfccndens; 
qua:  denuo  repugnant. 

Navem  quiefeentem  ab  eodem  vento  fortius  impelli  , quam 
procedentem , raecura  agnolcit  Vir  Eximius  ; idemque  videt  unuf- 
quifquc , fi  confiderat  , tantam  femper  velocitatis  venti  partem 
motu  navis  reddi  irritam,  quanta  velocitate  ipfa  navis  progredi- 
tur : unde  cum  harc , ut  didum  alibi , partem  velocitatis  venti* 
fatis  notabilem  , coque  majorem  quo  velum  fpatiofius  fuerit,- 
adsquet , confiat  etiam  diferimen  oriri , quod  in  ufu  navigationis 
minime  contemni  poflit.  At  quod  deviationem  fcu  declinatio- 
nem navis  attinet,  hic  rurfus  divcrfum  fentire  cogor;  hanc  enim- 
ab  intenfiorc  vel  remifliore  venti  vi  non  alterari , mihi  extra  du- 
bium eft  i prout  etiam  afiumit  Ingeniarius  Gallicus  [ five  Re  na- 
vium appelles  REN  AU  cum  Audorc  Gallico  Hift.  Oper.  Erud. 
five  malis  Rhnaudum  RENAUD  cum  D.  Lejbnitio] 
nec  diffitetur  Hugenius,  ctfi  prior  in  ejus  quantitate  definien- 
da aberret,  pofterior  definire  plane  abfiineat.  Ex  fyftematc  meo* 
motus  fluidorum  illam  fic  determino  [/Sjj.  y.]  : Ponatur  navis 
AB  figuram  habens  redangulam  oblongam  [ hsc  enim  pro  di- 
verfitate  figura:  variant  ] proram  converfam  in  E , vclumque  ad 
redos  angulos  ventum  excipiens  , cujus  fit  diredio  A D , verus 
n*vis  curfus  fiat  per  lineam  Ariatam  AF , fic  ut  ejus  declinatio  ccn- 
featur  EF  ; reperio,  qualilcunque  venti  fit  velocitas,  femper  fore 
DE  ad  E F in  ratione  dimidiata  ejus  qua:  componitur  ex  ra- 
tione DE  ad  A E , & ex  ratione  longitudinis  parailclogrammi 

AB* 


Num. 

LXaU. 
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A B ad  ejus  latitudinem.  E quo  illud  Confedarium  fluit  , quod 
quandoque  EF  arquare  vel  etiam  fuperare  pofllt  ipfam  ED , con- 
tra Tngeniarii  Gallici  hypothefin , nempe  tum  cum  finus  anguli 
D A E ad  finum  complementi  ejus  aequalem  vel  minorem  ratio- 
nem habuerit , quam  latitudo  navis  ad  lpngitudincm.  Sed  & a- 
liud  hic  lingulare  occurrit  velocitates  navium  concernens , & 
quod  multis  paradoxum  videbitur , fcd  tamen  veriflimum  ; nimi- 
rum, quod  tum  navis  AB  cattcris  paribus  velocius  movebitur  ia 
via  fua  AF,  quam  eadem  pofita  in  AC,  proramque  juxta  ipfam 
diredionem  venti  A D converfam  habens  , per  A D progredere- 
tur ; ac  proinde , 11 , exempli  gratia , Nauta  nave  vellus , cujus 
longitudo  latitudinis  fit  decupla  , flante  Borea  iter  in  Aultrum 
meditetur.  veloque  ad  ventum  redo  proram  a Meridie  parum- 
per defledat  angulo  5 gr.  43  min.  illam  dirigendo  in  plagam 
fere  mediam  inter  Auftrum  & Rumbum  huic  proximum , Nau- 
tis Zuid- ten - Oo(lcn , vel  Zuid-  ten - Wefien  didum  [quo  pallo  ob 
accedentem  declinationem  illum  prscifc  in  Auflrum  ferri  ex  ante 
diUis  conflat  ] iter  hoc  fuum  celeritate  revera  majore  profequetur, 
quam  fi  manente  velo  ad  ventum  rello  navigii  curfum  reda  in 
Auflrum  inflituiflet  ; quanquam  haec  velocitatum  differentia  in 
praxi  tam  lit  exilis , ut  unicam  tantum  leucam  in  quadringentis 
lucrefieri  hac  ratione  polTc  deprehendam  { * ).  Horum  vero  om- 
nium dcmonftrationes  , quae  fluidorum  corporumque  motorum 
in  fluidis  affcdiones  concernunt,  cum  jufli  fere  voluminis  mate- 
riam praebere  poflint,  malo  aliquando  jundim  exhibere , ubi  Deus 
vitam  tranquilliorem  firmioremque  indulferit  valetudinem,  quam 
hinc  inde  quadam  fparfim , atque  imperfede  indicando , pretium 
illorum  imminuere. 

III.  Dum  haec  meditabar , accipio  Clarillimi  Nieu^entiit 
ambos  Tradatus  de  Znalyft  infinitorum , ubi  prater  quadam  bo- 
dx  notat , qua?  habet , non  contemnenda , id  quoque  agit , ut  dif- 
ficultates quafdam  nobis  proponat  contra  principia  Gcomctrariftn 

hucufe 

>* 

(4 ) Videatur  N1,  CHI.  Art.  13. 


\ 
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bucufque  rcccpta , pratfertim  contra  calculum  nobis  ufitatum , co 
potidimum  tendentes  , ut  difFerentiationum  lucccdionem  , fcu  LXX1I‘ 
differendo  - diffcrcntialia , ceu  purum  non  ens  vel  nihil , ut  vocat, 
eliminet  3 quod  nonnullis  conclufiombus  abfurdis  & maniledo 
fallis  , quas  ex  iis  admittis  fcqui  exidimat , evincere  conatur. 

Meum  itaque  edet , ut  calculi  nodri  probitatem  hic  loci  adverfus 
objectiones  ejus  vindicarem , maxime  quia  mea  fuo  traftatui  oc- 
cafionem  dedide  feribit.  Sed  quia  caufa  communis  iplum  jam 
calculi  AuCtorem  Celeberrimum  D.  Leibnitium  defenforem 
nada  eft  , qui  Mcnfe  Julio  fuperioris  Anni  fcrupulis  omnibus 
tum  ftbi,  tum  mihi  objeCtis  fufficicntiflimc  & plane  ad  mentem 
meam  rcfpondit  i fuperduum  edet , veritatem  pluribus  contra  D. 

Nie  u v e n t ii  t adercre , vel  odendere , quam  multis  ipfe  con- 
tradictionibus per  fua  principia  fele  impliccr. 

N°.  L XX  III. 

JACOBI  BERNOULLI 

COMPLANATIO * 
Suferficierum  Conoidicarum 
& 

Sffharoidicarum. 

OCcaUone  Problematis  Florentini  , inter  alias  folutiones  ante  ABaErud. 
hoc  quadriennium  Mcnfe  Augufto  1 691  * exhibitas,  pri-  ,<Ss6, 

Jac.  Berntulli  opera.  Bbbbb  mus  ’p'479' 

* Supra  N°.  LII,  pag.f  ia,  feq. 
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Num.  mus  aperui  artificium  cx  fupcrficic  Sphsrica  portionem  abfein- 
dcndi  daro  cuivis  plano  squalem.  Habui  quidem  jam  tum  mo- 
dum illud  eflicicndi  mechanice  in  quavis  alia  fuperficic  conoidica, 
vel  fphsroidica ; cum  & fimplicioris  quodammodo  fit  inventio- 
nis , & mediranti  mibi  primo  fele  obtulerit ; fcd  quoniam  redtifi- 
cationem  lmcs  circularis  fupponebat , contempti.  Nunc  quia 
video  FrJtrem  hsc  dignari,  quorum  mentionem  faceret  publice, 
placet  etiam  Ledtori  breviter  exponere , quid  ego  hic  tum  prs- 
, ftiterim. 

Sint  dus  Curvs  £ Fig.  i.]  quscunque  AHC  & PEF  irr  eo- 
dem plano  exiftentes , & fumptum  in  priore  indefinite  pundhim 
H , e quo  demiffa  inteliigatur  in  axem  normalis  H I fccans  cur- 
vam PEF  in  E , nec  non  dudla  tangens  HM , cique  perpendicu- 
laris radius  ofculi  HN  fccans  axem  in  G , & curvam  PEF  in- 
^ F.  Efto  etiam  pundlum  aliquod  in  axe  fixum  O , & fit  dudla  OH 
Creans  curvam  PEF  in  P,  cique  normalis  OR  tangenti  HM  oc- 
currens in  R.  Quibus  pofitis  , inveni  quod  fi  fumatur  quarta 
proportionalis  ad  tangentem  HM,  fubtangentem  MI,  & applica- 
tam I E , cique  cx  peripheria  circuli  HKL  rotatione  pundli  H 
circa  axem  ADdeferipti  squalis  abfeindatur  arcus  HK.  [quod  fie- 
ri poteft  mediante  Quadratricc , Trochoide , Linea  finuum  , aut 
aliter,]  atque  hoc  ubique  fiat,  junganturque  in  fupcrficic  Conoi- 
dis  omnia  pundla  K curva  A K , squabitur  trilincum  gibbum 
AHKA  fpatio  curvilinco  plano  AIEPA  (*).  Quod  fi  fiat  arcus 

HK 

squale  reAanguIo  fub  IE  & Ii.  Jam 
vero  , fi  fit,  ex  Aufloris  prsfcripto,- 
1IK  ad  IE,  ut  1 M ad  MH,  vel  [ob 
fim.  Triang.  IMH  , »hH  ] , ut  * h r 
vd  Ii, "ad  iiH  ; erit  redi,  fub  HK  Se 
hH  squale  rtfl.  fub  1 E & I i ; hoc 
efl  , elementum  H h k K trilinei. 
AHK  squale  elemento  lieE  fpatii 
AIE.  Elt  igitur  trilin.  AHK  fpa- 
tio AIE  squale. 


(•)  Inteliigatur  trilineum  AHK 
divifum  in  infinitas  zonas,  feu  zo- 
narum potius  partes , qualis  KHhk  j 
qus  ,'ut  ex  Archimedeis  inventis  fa- 
cile fequitur  , squalis  eft  reftangulo, 
fub  arcu  HK  & curvs  particula  Hh  , 
pro  refla  propter  exiguitatem  ha- 
benda. Pariter  inteliigatur  fpatium 
AIE  divifum  in  infinita  trapeziola-, 
quale  Iu-E,  quod,  cum  infinite  pa- 
lum di Hc tuiit  redis  IE  , ie  , cenfetur 
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HK  aequalis  quarta  proportionali  ad  duplam  NH  , NF+NG  , & 
NF — NG  feu  GF , refultabit  trilincum  AHK  aquale  portioni  dati 
plani  AGFPA  (fc).  Sin  vero  fatuatur  HK  talis,  ut  habeat  ad 
femiflem  reda  OP  rationem  corapofitam  ex  ratione  totius  OP 
ad  OH,  & ipfius  O R ad  R H , fiet  AHK  aquale  portioni 
AOPA  (*):  multifariam  enim  Problema  confici  poffe  animad- 
vertebam , prout  datum  planum  hoc  vel  illo  modo  in  elementa 
divifura  conciperetur. 

At  quoniam  omnes  ifta  conftrudiones  circuli  tetragonifmum 
fupponebant , coepi  cogitare , annon  etiam  abfque  hoc  liceret  in- 
tentura afleqiai , fi  curva  data  PEF , qua  modo  in  plano  per  axem 
Conoidis  intelligcbatur  < transferretur  in  planum  bafis  Conoidis : 
nec  mea  me  fefellit  opinio.  Mox  enim  deprehendi , quod  in  fu- 
pcrficie  quorundam  Conoidum  etiam  geometrice  conftitui  poffit 
portio,  qua  dato  plano  fit  aqualis;  quanquam  vero  id  de  fola 
fbharica  oftcndifle  tum  contentus  fui , cum  de  alia  non  ageretur , 

B b b b b i puto 


(*)  Divifura  nunc  intclligatur 
AGF^in  trapeziola  , quale  eft 
FfgG  , quod  cenfetur  aquale  tra- 
pezio F$yG,  dudis  nimirum  redis 
F<p  . G y ad  redam  FG  perpendicu- 
laribus. Id  vero,  dimidium  eft  re- 
danguli  fub  bafe  FG  , 8c  altitudine 
aquali  aggregato  redarum  F Q & 
Gy.  Ergo,  quoniam  eft,  ut  docet 
Nofter , HKad  FG , ut  NF+  NG 
ad  2N  H , vel  f ob  fim.  Triang. 
NGy , NF^,  NHh  , ] ut  F?+-  G> 
ad  aHh , erit  redang.  iub  FG  & fub 
F^-(-Gy  aequale  redangulo  fub  HK 
& 2Hh  j hoc  eft,  duplum  Trapezii 
FfgG  quod  eft  elementum  fpatii 
AGF,  aequale  duplo  zonae  incom- 
pletae H h k K , quae  eft  elementum 
trilinei  AHK.  Quare  8c  elemen- 
tum elemento , Sc  fpatium  AGF  fpa- 
tio  AHK  aequale  eft. 


(•)  Denique  divi fum  concipiatur 
fpatium  AOP  in  infinita  triangula, 
quale  eft  O P p , cujus  area  aequalia 
eft  redang.  fub  J OP,  & Tm.  Reda 
autem  P»,  ut  & Hq,  normales  funt 
demiflae  in  redam  Ohq.  Jgitur  fi  fit, 
ut  vult  Audor  nofter  , H K ad  J OP 
in  ratione  compofita  ex  rationibus 
OP  ad  OH,  & OR  ad  RH  , vel 
[ob  fimilia  Triang.  O P»,  OHq, 
nec  non  hHQ , hOR  ] ex  rationibus 
Par  ad  Hq , & Hq  ad  Hh , quar  com- 
pofitae  efficiunt  rationem  P w ad  Hh ; 
erit  red.  fub  HK  & Hh  , elementum 
fcil.  H h k K trilin.  AHK,  aequale 
red.  fub  J OP  8c  Pw  , elemento  ni- 
mirum OPw  fjpatii  AOP.  Quamob- 
rem  aequale  clt  fpatium  AHK  fpa- 
tio  AOP. 


Num; 

L XXIII. 


b 
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LXXIII. 


puto  tamcti  neminem , pcrfpcfla  conltruftionis  meae  analyfi , late- 
re pofle  methodum  hoc  univerfaliter  praeftandi  , indeque  omnia 
determinandi  Conoidea , in  quibus  negotium  abfolutc  lucccdae. 

Efto  f Ftg.  ».]  AIC  curva,  ut  antea  revolutione  fua  circa 
axem  AD  generans  Conoides , cujus  balis  circulus  BHC , in  cu- 
jus plano  fit  projcfla  data  curva  PEF,  tum  vero  in  plano  per 
axem  Conoidis  ADC  , concipiatur  alia  curva  LMN  ita  compara- 
ta , ut  applicata  G M ubique  fit  aequalis  rc&a  I K dudla  ab  in- 
tcrfc&ione  I ad  axem  AD  normaliter  curvi  AIC.  Quo  pofito, 
fumatur  indefinite  aliud  quodvis  planum  per  axem  ADH,  for- 
mans in  fupcrficic  Conoidis  curvam  A RH  eandem  cum  AB  vel 
AC,  & ex  Punflo  H agatur  radius  H D , & rcdla  H Q perpen- 
dicularis ipfi  B D , quarum  illa  fccct  curvam  datam  PEF  in  E , 
hic  in  P.  Dico  , fi  ex  curvilinco  A D N L , refccetur  portio 
AGML , quae  fit  aequalis  vel  femifli  quadrati  redii  DE , vel  toti 
redlangulo  HQP,  atque  rcfe&ae  portioni  curvae  AT  ex  ARH  ae- 
qualis abfeindatur  AR,  idque  iemper  fiat  , fore  trilincum  gib- 
bum ARSA,  in  priori  cafu  , aequale  portioni  dati  plani  BDEPBf 
in  pofteriori , aequale  portioni  BQPB;  hic  enim  iterum  .res  va- 
rie conficitur:  & obfervari  poteft,  quod  fi  loco  portionis  AGML 
altera  DGMN  aqualis  ponatur  femiffi  didti  quadrati  DE  vel  di- 
dlo  redlangulo  H Q.P , atque  abfciili  curva  C I aqualis  ubique 
ftatuatur  HR.  tum  quadrilincum  gibbum  BHRS  dato  plano 
BDEPB  vel  BQPB  futurum  cft  aquale  (4 ).  E quibus  patet  , 

quo- 


(*)  Conftrudlionis  hujus  funda- 
mentum continetur  in  hoc  Lem- 
mate. 

Area  AG  ML  ad  fuperfieiem  geni- 
tam ex  relatione  curva  AI  circa  axem 
AG , eandem  rationem  haket  quam 
radius  ad  peripheriam. 

Inte  ligatur  enim  refla  gim  paral- 
lela & vicini  ffima  reda  GIM,  iic  ut 
GgmM  , quod  aequale  cenfetur  re- 
dangulo  fub  Gg  & GM,  habeatur 


pro  elemento  Area  AGML.  Ele- 
mentum vero  fuperficiei  genita  ex 
rotatione  curva  AI  circa  axem  AG, 
vel  zonula  genita  ex  rotaiione  par- 
ticula ii  circa  didum  axem  AG  , a- 
qualis  eil  redangulo  fub  I i & peri— 
pheria  cujus  radius  eil  G I.  Habet 
igitur  elementum  prius  ad  pofterius 
rationem  eandem  quam  rcd.  fub  Gg 
& GM,  adred.  fub  Ii  & peripheria 
cujus  radius  Gl  i vel  rationem  com- 

pofif— 
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quoties  curvilincum  A D N L quadrabile  eft  , hoc  eft , curva 
AIC  talis  exiftit,  ut  fumma  omnium  perpendicularium  IK  du- 
itarum in  elementa  abfeiflarum  A G geometrice  haberi  poiiit 
[ quod  non  tantum  in  circuli  peripheria , fed  etiam  in  linea  re- 
fla , curva  parabolica  , & infinitis  aliis  in  cafibus  contingit , ] 
femper  dato  plano  aequale  fpatium  ex  Tupcrficie  Conoidis  abfein- 
di  polfe ; & utile  eft , fimpliciorcs  cafus  > qui  prae  exteris  cle- 
gantiora  Theoremata  fuppeditant,  fpeciatim  annotafle.  Sed  & 
hoc  tenendum  eft  , quod  in  cjufmodi  Conoidibus  omnibus  eadem 

Gbbbb  3 quoque 


pofitam  ex  rationibusGg,vel  iO.ad  Ii 
& GM  ad  peripheriam  cujus  radius 
Gl.Sed  iOad  Ii, ut  GI  ad  IK  velGM. 
Quare  ratio  compofita  ex  rationibus 
i O ad  Ii  & GM  ad  peripheriam  cu- 
jus radius  GI,  eadem  eft  ac  compo- 
tita ex  rationibus  G I ad  GM,  de 
GM  ad  diftam  peripheriam  , quae  fi- 
mul  efficiunt  rationem  G I ad  peri- 
pheriam radio  G I deferiptam.  Igi- 
tur elementum  GgmM  areae  AGML 
eft  ad  elementum  fuperficiei  genitae 
ex  rotatione  curvae  A I circa  axem 
AG  ut  radius  ad  peripheriam.  Ergo 
fuperficies  , quarum  haec  elementa 
funt , eandem  inter  fe  rationem  ha- 
bent. 

Corollarium.  AGML  eft  ad  por- 
tionem ARr  fuperficiei  genitae  ex  ro- 
tatione curva;  A I , comprehenfam 
inter  duos  meridianos  ARH  , Arh  ; 
ut  radius  DH  ad  peripheriae  BHCB 
arcum  Hh  inter  hos  meridianos  com- 
prehenfi.  Nam  AGML  ad  fuperfi- 
ciem  integram  genitam  ex  rotatione 
curvae  AI  ut  radius  D H ad  periphe- 
riam  integram  BHCB.  Sed  fuperfi- 
cies integra  ad-portionem  ejus  ARr, 
ut  peripheria  integra  BHCB  ad  par- 


tem proportionalem  Hh.  Ergo  , ex 
aequo , AGML  ad  ARr , ut  DH 
ad  Hh. 

His  pofitis , cum  fit  A G M L ad 
A R r ut  DH  ad  Hh , vel  [ ob  fim. 
Triang.  DHh,  DE»  ] ut  DE  ad  E*, 
aut  ut  quadr.  D E ad  reft.  fub  D E 
& E • ; fi  fit , ex  Auftoris  conftru- 
ftione,AGML  aequale  dimidio  qua- 
drati D t , erit  ARr  aequale  dimidio 
reftanguli  fub  DE  & E • , a quo  di- 
midio non  differt  triangulum  DEe, 
Sed  elementa  funt  ARr  fuperficiei 
ARS,  Si  D E e plani  BDE.  Sun» 
igitur  hae  fuperficies  inter  fe  aequa- 
les. 

Pariter,  quoniam  eft  AGML  ad 
ARr  ut  DII  ad  Hh,  & fit  DH  ad 
H h , ut  H Q ad  hT  vel  Q q [ ob 
fim.  Triang.  D H Q , H h T ] ; erit 
AGML  ad  A R r ut  H Q ad  Q q , 
vel  ut  r eft.  HQP  ad  reft.  PQq.  S» 
fiat  igitur , ut  docet  Auftor , arear 
AGML  aequalis  reft.  HQP,  eri» 
ARr  aequalis  reft.  PQq,  vel  trape- 
ziolo  PQqp  : hoc  eft  , erunt  aequalis 
elementa  fuperficiei  ARS  & plani 
BQPB.  Quare  funt  hae  fuperficies 
aequales. 


Num. 

LXXIII. 


/ 
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LXX1I I cluocIuc  facilitate  abfolvatur  convcrfum  Problematis  , nempe  ; 
Datam  portionem  fupcrjicici  Conoidica  vel  Spharoidica  in  planum 
projicere , Jeu  planum  conflruere  illi  aquale  i quod  pluribus  explica- 
re opus  non  videtur. 

Quoniam  hac  omnia  occafione  Problematis  quod  Celeberrimus 
Vjvianus  Magni  Ducis  Hetruri*  Mathematicus,  edito  A.  1 691 1 
feripto  * publice  propofuit,  in  medium  allata  funt,  non  alienum 
.erit  hoc  loco  memorare  , quod  paucis  Ledorum  noflrorum  a- 
nimadverfum  puto  : nempe  conftrudioncm  Problematis , quam 
.Clariflimus  ejus  Audor  ope  torni  inflituendam  exhibuit,  rcipfa 
plane  convenire  cum  ea,  quam  dederam  Menfc  Auguflo  1 691, 
pag.  3 70  , articulo  I.  t quod  ita  dcmonftro : In  bafe  hemifpha- 
rii  [/vg.  3.]  ABCDE,  cujus  centrum  F , diameter  BD,  radiis 
BF,  FD  tanquam  diametris  alii  duo  circclli  BHF,  FLD  deferi- 
bantur , quorum  uterque  fit  bafis  alicujus  cyliudri  redi  , quo  vc- 
lut  trepano  perforari  intclligatur  globus.  Sumatur  in  circumfe- 
rentia altcrotrius  circelli  BHF  quodvis  pundum  H , c quo  exci- 
tetur HI  reda  ad  planum  bafis  BHF,  occurrens  fpharica  fuper- 
ficici  in  I,  quod  fic  unum  erit  eorum  , in  quibus  fupcrficies 
fpharica  & cylindracea  fc  mutuo  intcrfccant.  Dico  hoc  idem 
quoque  reperiri  per  meam  conftrudioncm  : Dudis  enim  B H , 
HF,  FI,  ac  demifTo  per  I quadrante  verticali  A I G , liquet , 
quod  in  Triangulis  BHF  & FHI,  propter  BF  = FI,  latus  com- 
mune HF  & angulos  BHF  & FHI  redos,  latera  BH  & HI 
quoque  arquentur ; unde  & arcus  B G & G I , quorum  fmus  i fla 
latera  funt , aquabuntur  ; id  cft , fi  circulus  B C D E fingatur  cfle 
aquator,  A polus,  BAD  primus  meridianus,  AIG  meridianus 
loci  I , longitudo  pundi  I ipfius  latitudini  aquabitur.  Quod  ip» 
furo  eff , quod  noftra  conftrudio  Articuli  primi  praferibit. 

* Supra  N*.  LI,  pag.  yn.  yia.  i N*.  LII.  pag.  pa. 
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POSITIONUM 

D E 

S E R I E B U S 

I NFINITIS, 

P A R S TERTIA, 

Tra&ans 
Dc  earum  udi 
. In  quadraturis  Spatiorum 
& re&ifkationibus  Curvarum* 

Quam 

Praefide 

JACOBO  BERNOULLI, 
Math.  P.  P. 


defendit 

ACOBUS  H ermannus  , Bafil.  Magift.  CancL 
Ad  diem  14  Novemb.  M.  DC.  XCV1. 


Editae  primum 

B A S I L E 
j6$  6* 
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SERIEBUS  INFINITIS 

Pars  Tertia. 


De  Ufu  Serierum  Infinitarum  in  Quadraturis 
Spatiorum  & Redlificationibus 
Curvarum. 

O STQU  A M prima  parte  laberis  nofiri  defunfti 
fumus  , variarumque  , quoad  fieri  potuit , Se- 
rierum fummas  exhibuimus  i fuperefi , ut  ad  al- 
teram tnftituti  partem  tranfeamus , oflendendo 
modum  eas  applicandi  ad  dtmcnfiones  quantita- 
tum geometricarum , profer tim  illarum  , quas 
tranfccndcntcs  nuncupant  i licet  feriebus , qua 
hic  ufui  venient , raro  contingat  ejfit  ex  numero 
Jac,  Bcraoulli  Opera,  C c c c c earum , 
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earum  , qu.ts  proxime  contemplati  fumus . quarumque  fummas  in  po- 
teftate  habemus,  obfervarunt  enim  Geometra , plurimas  dari  quan- 
titates , cujufmodi  funt  pleraque  Linea  Curva , & pleraque  ab  iis 
comprthenft  fiat  ia , qua  nullis  numeris , vel  rationalibus  , vel  furdis  * 
quantumvis  compofttis  exprimi , hoc  e(l  quarum  relationes  ad  alias 
datas  fub  nulla  aquatione  al^ebraica  definiti  gradus  cogi  pojjent , fed 
qua  omnes  aquationum  gradus  quafi  tranfeenderent  ; ac  idcirco  at- 
tentandum duxerunt , num  quas  uno  aliquo  numero  efiari  non  pote- 
rant , per  feriem  faltem  infinitorum , maxime  rationalium , exprimere 
liceret , quibus  ita  continuo  ad  quafitum  accederetur , ut  error  tan- 
dem data  quavis  quantitate  minor  fieret,  totaque  feries  exactum 
quafiti  valorem  exhiberet.  Inventum  , quod,  quantum  confiat , ver- 
gente demum  hoc  feculo  a MERCATORE,  GREGORIO  » 
Nbwtono  , LEIBNlTiO,  in  lucem  productum  fuit,  Quid 
primi  tres  de  his  memoria  prodiderint , etiamnum  ignoramus.  Sum- 
mus Geometra  LEIBNITIUS.  qui  rem  haud  dubie  longi  fime  pro- 
vexit, inter  alias  feries  quas  nobis  in  Adis  Lipf.  impertivit , unam , 
initio  Adorum  1682,  pro  circuli  magnitudine  dedit  1 ftd  metho- 
dum , qua  illuc  pervenit  , nufjuam  expofuit.  Quantum  conjicio  , 
non  difiert  illa  a nofira : nam  (fi  in  eafdem  cum  illo  feries  incidi- 
mus , & ipftus  fubinde  Calculo  di  fierent  ia  li  uft  fumus , uti  pofthac  pa- 
tebit. Principia  hujus  calculi  exponere  nimis  longum  & alienum  foret , 
Ea  Vir  perillustris  D.  Marchio  Hospitalius/»  Libro  Dc  Ana- 
lyfi  infinite  parvorum  nuperrime  edito  perfpicue  tradit , ad  quem 
proin  Letforem  tpi^o/ca^itr  remittimus. 
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I 
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Mixtam  Striem  voco,  cujus  termini  multiplicatione  flmt  con- 
flati ex  terminis  cjufdcm  ordinis  aliarum  Sericrum.  Ita  fi  fmt 
feries  at  b,  c,  d,  e,  8rc.  b ,’i &c.  mixta  ex  utra- 

que  uiLutf . bg,  cb.  Jit  ,* * . j-j  • 

- XXXVI. 

• t Vt  \ \ t i j i \ t 

FraSi tutem  1:  ( m — n ) (onvertere  in  feriem  infinitam  quantita- 
tum geometrice  proportionalium. 

Fit  hoc  per  divifionem  continuam  numeratoris  per  denomina- 
torem  , hoc  patto:  m in  / habeo  l:  m , quod  multiplicatum  per 
diviforem  m — n , & fubtradtum  ex  dividendo  l relinquit  ln.m\ 
hoc  rurfus  divifum  per  m fecit  In  : mm , quod  duftum  in  m — • n 
&.fubtra&um  ex  dividendi  reliquo  efficit  refiduum  lnn:mm\ 
hoc  denuo  diviium  per  m%  fecit  Inn:  m1  , quo  du&o  in  m ■ — » 
& fubtra&o,  remanet  lnl  .-m*  } atque  ita  deinceps  fine  fine  in  in- 
finitum femper  enim,  aliquid  dividendum  fupcrcft  , cum  unius 
membri  dividendus  a diviforc  bimembri  nunquam  fine  refiduo 
exhauriri  poflit.  At  hoc  refiduum,  continuata  operatione,  pofito- 
que  m > n,  perpetuo  decrcfcit , & tandem  data  quavis  quanti- 

• • . . »>•:-  .J  . . i - <If.il 

tate  minus  fit , ut  patet.  Efi  ergo  frafiio  propofita = 

• •• 

l In  Inn  In ’ In*  '•••  „ 

— H 1-  ~i i -1 — ; d — i otc.  qua:  feries  clt  quantitatum  geo- 

m tnm  ^ 99t~  * yh  * i u 


m 


m 


m 


metrice  progredientium  in  ratione  m ad  n j quandoquidem  qui- 
libet ejus  terminus  ex  conftrudionc  in  n ductus  & per  m divilus 
proxime  fequentem  exhibet. 

Idem  brevius  fic  evincitur : Summa  ^rogreffionis  geometrica: 

/ In  Inn  lnl  In * ^ Z ' „ , Tr, 

- + ri.+ -T  + -4  + rr-*€-  eft  , per  Corollar.  VJII. 

m mm  m m m [•  w,  m ■ - ■ tt 

Ergo  reciproce  vaiorena  fa&iand  par  talem  feriem-expri- 

jncrc  licet  : t 

Ccccc  » ’ XXXVlI. 


Num. 

LXXIV. 
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T XXXVII. 

Fractionem  I : ( m + n)  refilvert  in  feritm  infinitam  gttmttrite 
proportionalium. 

Fada  divifionc  continua  numeratoris  per  denominatorem , ea- 
dem rcfultat  feries,  qua  antea  , nifi  quod  termini  ejus  altcrna- 

tim  fiant  polltivi  & negativi  Eft  igitur  quantitas  = 

Tfl  -p  71 

l In  Inn  In'  In* 

1 ; ;-j &c.  faltem  fi  ponatur  w>  *:  tum 

77%  mm  fit  m tn 

enim  quod  poft  fingulas  divifiones  reliquum  manet  , continuo 
minuitur , donec  continuata  in  infinitum  operatione  prorfus  eva- 
nelcat. 

Idem  quoque  fic  elucefcit : Quoniam  in  ferie  quantitatum 

l In  Inn  In'  In*  . , r 

— y — * — &c.  ex  hyp.  primus  terminus  eft  ad  fe- 

eundum , ut  tertius  ad  quartum , & quintus  ad  fextura  Jtc.  nec 
non  fecundus  ad  tertium,  ut  quartus  ad  quintum,  & fextus  ad 
fcptimum , &c.  erit  etiam , cx  squo  , primus  ad  tertium  , ut  ter. 
tius  ad  quintum , & quintus  ad  feptimum  , &c.  quod  docet ,.  pri- 
mum , tertium  , quintum  , feptimum  &c.  terminos,  exemptis  re- 
lj quis , etiam  geometrice  proportionales  cfie , quorum  adeo  fumm» 

* * ^ lm 

*cr  CoroHar.  VIII,  invenitur  Eodem  pado  oftciv 

r mm nn 

ditur,  fecundum,  quartum,  fextum  &c.  terminos  feri  em  geome- 
trice proportionalium  efficere , cujus  fumma  ^ ^ . Igitur 

differentia  harum  duarum  fcricrum  , feu  ~ — — + — 

m mm  m 

In'  In*  „ lm In  / 

— 4-  — ; &c.  = = , ac  proptcrca  quantitas. 

m*  m ' mm nn  m+n'  r c 

l 

m + n 

Coiou.  i.  In  omni  Progrcflionc  geometrica  defcencfcntt 

[primo 


in  iffam  feriem  vi  cilli  m converti  poteff. 
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[ primo  termino  exiftente  determinato , fignifque  -fc  & — alter- 
na tim  fc  excipientibus  ] funoma  feriei  limites  habet , quos  nequit 
attingere , nedum  egredi , qualifcunque  ftatuatur  ratio  progreflio- 

nis.  Cum  enim  per  hyp.  n > o , & < m , erit  — <«  — ; — 

»»-fc»  »»+  o 

= — i & > — ; — = — , hoc  cft  , valor  feriei  perpetuo  mi- 
m z m c 

nor  cft  ipfo  primo  termino,  & major  ejus  femifle. 

CoROtt.  i.  Si  tamen  m = n,  fiet  — — = — & feries 

«-fc*  z « 

l In  Inn  In'  l l l l 

-fc  — r 1 «c.  • — i — &c,  unde  pa- 
ra» mm  m m m m m m r 

radoxum  fluit  non  inelegans,  quod &c.  = — ; 

tft  TH  tn  m 2 77% 

Etenim  fi  ultimus  feriei  terminus  figno  — afft&us  concipiatur  r 
termini  omnes  fc  mutuo  deftrucre  apparebunt  , 5c  fi  figno  -fc , 

zquari  videbuntur  ipfi  - , non  — . Ratio  autem  paradoxi  cft  y 
m zw  • 

quod  continuata  divifione  ipfiu»  / per  »-fc»,  refiduom  diviGo- 
□is  non  minuitur  r fcd  perpetuo  ipfi  l squale  manet > unde  quo* 

dens  divifioni»  proprie  non  cft  Cala  feries  - — - -f-  &c. 

m m m m 

fcd  - — ~ + ~ — - &c.  -fc  vel — , faciendo  fcil.  fra&io- 

m m m m im 

nem  ex  refiduo  & diviforc , illamquc  figno  -fc  vel  — afficien- 
do , prout  ultimus  feriei  terminus  vicifiim  — vel  -fc  habere  fin- 
gitur, 

XXXVIII. 

Fratfionem  f:  (m  — n)1  tranfmntare  i» feriem  infinitam. 

r\'  * * l In  Inn  In' 

Quoniam  quantitas = - -fc — -fc  — -fc— i «c.  pec 

TH  — *ft  Tft  lttTH-  tt%  M- 

XXXVI , fada  utrinque-  multiplicatione  per  ^ ^ , habebitur 

Ccccc  3,  H 


Num: 

lxxiv; 


Digitized  by  Google 


DE  SERIEBUS 


7J* 


Num. 

Z-XX1V. 


^ — fcrici  A , cujus  termini  finguli  de  novo  in  totidem  a- 

( m — n)1 

lias  ierics  B,  C , D,  E , F,  &c.  per  eandem  XXXVI  Prop. conver- 
tantur. Quo  fafto  ficricrum  iAarum  termini  homologi  in  unam  fum» 
mam  conflati  novam  feriem  Z conflituent,  squalem  propterea  quan- 
titati propofitar  ^ — , mixtamque  ex  feric  numerorum  na- 

turalium i , i , } , 4 , &c.  & quantitatum  geometrice  progreflio- 

l In  Inn  In ' 
nalium  — > — • — ; > ~r  « c. 

mm  m m m 


mm  m 

r 


i 


(tu  ri) 


mm  — mn 
In 

m ' ntmn 

, l nn 

- — A"{  m'  — i 


l l In  Inn  , In'  L»' 

— H — r+  -?+—+—  &c' 

— mn  mm  tn 


-m  n 


m T ’ m 

. in  Inn  In'  , In * 

+p+*+;y+='*t=c 

Inn  In' 


m 


In' 


m 1 m n 

In' 


m' 


- m'n~ 


m 
In' 

.&C.=D 

In'  In' 

m6  &C*=E 
In' 

. H — j&c.=F 


m 


&c.  = 


&c.  — = &C. 


/ . tln  , llnn 

Z = F ”T  + "~r 

M m rn 


/w J m 


(m — »)‘ 

Eadem  feries  Z elici  quoque  poteft  divifione  continua  nume- 
ratoris / per  denominatorem  mm  — imn  + nn,  dicendo:  mm  in 
/,  habeo  / : m m , quod  dytflum  in  diviforem  & fubtrattum  ex 
dividendo  relinquit  + iln:m — Inn : mm  ; tum  porro  wm  in  + 
2/».w,  reperio  -\-%ln : m'  , quod  multiplicatum  & fubtrattum  , 
ut  decet , refiduum  cificit  + 3 lnn:mm  -~%in' :v>'  , atque  ita 
ulterius  pergendo  in  infinitum  : quo  pafto,  obfervabitur  poit  Un- 
gulas operationes  duo  membra  reliqua  manere,  fcd  illa  Ufquc^X 
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ufquc  minora,  tandcmquc  data  quavis  quantitate  propius  ad  ni-  Num; 
hilum  vergentia.  • LXXlW 

Idem  etiam  oAenditur  cx  lege  reciprocorum » refolvendo  fe- 
riem  Z , methodo  Prop.  XIV , in  tffinteas  feries  geometricas  B , 

C,  D,  E,  F &c.  harum  enim  fuinm®  cum  novam  progreflio- 
nem  A conAituant,  qua;  ipfa  fummam  efficit  l : {mpi  — imn 

Jt~nn'),  fequitur  reciproce  , & hanc  quantitatem^ — — per 

feriem  Z legitime  efferri  poffe. 

XXXIX. 

TraCtionem  1 : ( m + n )‘  convertere  in  feriem. 

Si  operatio  inAituatur  methodo  Propof.  pratccd.  eadem , qua; 
ibi , obtinebitur'  feries , nifi  quod  termini  locorum  parium  aequi* 

rant  Agnum  — , Ac  ut  habeatur  ; ; — — = — — — -f- 


3 Inn  $ln'  s/n*  6 In'  ^ 

«a 4 m'  m°  m1  °‘ 


{m-^-n)1  mrn 


m 


XL. 


TraCiionem  1:  (m — n)’,  aut  1:  (m-f-n)'  , exprimere  per  fe- 


riem. 


Ex  analogia  operationum  pracedcntium  liquet  modus  hoc  ef- 
ficiendi ; quorfum  igitur  plura  ? En  operationem  : 

l l iln  \lnn  *ln'  *ln* 

’.  = rZ+— , + — + — + -^r  &c-  per 


mm  m 


m? 


m 


m 


(m-1 — n ) 

XXXVIH , fa&aque  hinc  inde  multiplicatione  per * — , 

m — n 


" / 

■ (w n)‘ 
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Nam. 

LXXIV. 


m 


-mmn 


l , In  . Inn  . In ’ . /»+  „ 
=^t+Z4+  -=:.  + -«  + Z?  &c- 


»» 


>» 


2 In 


'/»  wr  1 wj‘  m*  m' 


l» wj  /»  w ■ m m m i 

i J 3/*/*  , Unn  .i/*’  .Un*  \ per  Prop. 

<«■— w)‘— Y^, . . +— +-.+-^&c/xXXVI. 


r»  mn 

4 In' 


rn 


— mn 

&C.  = 


,4 In'  . 4ln* 

. +-T+— F&c- 


&c. 


l?+m++  m'  + m>  ^ »>7  , (*  — *)' 


( »*+») 


/ • ) In  6 Inn 

1 w'  »«' 


m 


m 


Eodem  pa&o  habetur 

io  In'  i</»+  . 

— 7-  + -V  &C. 
w m1 

Conflantur  autem  termini  harum  fcrierum  ez  duttu  termino- 
rum progrcffioms  geometrice  in  numeros  trigonales  i > 3 , < , 

10 , 1 j , &c.  . 

Si  quis  idem  per  diviflonem  continuam  confcqui  defideret , ia 
obfervabic , poft  flngulas  operationes  tria  fuperefle  membra , fcd 
ea  fubinde  minora , ultimoque  prorfus  evanefeentia. 

Idem  edam  regrediendo  a ferie  inventa  patebit  > fi  illa  , me- 
thodo Prop.  XIV , ki  alias  rcfolvatur , &c. 

I l M 

Schol.  Haud  diflimUi  operatione  rcperkur  — rtr 

(m±ny  «* 

4/»j  iob^to/»^  o / l fln  i^lnn 

? — ~ * T 


_S  4“  — « 

w tn 


m 


• &c.  ut  & 


,5/V 


(j»dc.n)f  m'  m6 


m 


m 


7—  &c.  feriebua  mixtis  cz  geometrica  & ferie  pyramidalium , 

trianguli- pyramidalium  , 5c  ita  confcqucntcr  ia  omnibus  aldori- 

bus , 
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bus , fervata  femper  eadem  analogia;  ratione  , ut  non  opus  fit  T-^y 
his  diutius  immorari. 

XLI. 

Si  proponatur  ftries  differentialium  , qua  mixta  fit  fx  ferie  geo- 
metrica quantitatum  indeterminatarum  , & alia  quavis  ferie  quan- 
titatum confiantium  feu  coefficientium  » integralia  eorum  abfoluta  fe- 
ri em  confiituent  mixtam  ex  eadem  ferie  coeffidentium , ftmili  geome- 
trica indeterminatarum , & alia  quadam  harmonica. 

Patet  cx  prine,  calc.  different,  vel  fummatorii , juxta  qua:  quantita- 
tis diffcrcntialis  nxm  dx  integralc  abfolutum  reperitur  — ^-~xm+~I: 

hinc  enim  fi  cocfficientes  n fint  progreffionis  cujufvis , & expo- 
nentes m progreffionis  arithmetica , hoc  eft  ipfa  xm  progr.  geo- 

metrica , erunt  quoque  m 4-  i arithm.  adeoque  x geometr. 

& t : (*»  -t-  i ) harmonica  progreffionis.  Ut  fi  proponatur  feries 
differcntialium  axdx,  bx'dx,  cx'dx , fx1  dx  &c  mixta  ex  ferie 
quavis  a , b , c , f &c.  & geometrica  xdx  , x'  dx  . x'  dx,  xndx 
&c.  erunt  eorum  integralia  J axl,\bx*,  gcx*,  {fx*  &c.  mixta 
ex  eadem  ferie  a,  b,  c , /&c.  geometrica  fimili  xx,  x* . x* , x' 

& c.  & harmonica  1 , i , ? > i &c. 

X L I I.  .. 

Exhibere  aream  HqperboU  inter  Ajymptotas  per  feriem  infinitam • 

Mod.  i.  Per  Arithm.  Infin.  'WaLLISII.  Efto  Hypcrbola  PCQ, 

[ Fig.  t.]  cujus  centrum  A,  afymptota  AD,  AS,  applicata  BC, 

IO  [<oJ,  quarendumque  fit  fpatium  CBIO  [CBio].  Sumto 
autem  A B = i = B D , B C = b , BI  [ B • J = x , qua  non 
fit  > AB  vel  BD,  hoc  eft,  unitate.  Dividatur  BI  [B/]  in  par- 
tes aliquot  aquales  BE  , EF , FG , GR , RI  [Bt,  tp , p-y  , yp , pt  ] 
quarum  numerus  fit  n,  8f  fingula  dicantur  d,  fic  ut  nd  fit  =x 
= B|[B/].  Tum  circumfcribantur  [ infcribantur ] hypcrbola 
parallelogramma  BK , EL , FM , GN , RO  Bx , , p,u , y» , p o J, 

dudis  applicatis  EK,FL,GM,  RN,  IO  '«,?*,  y/at 

j fac.  Bernoulli  Opera.  D d d d d • qua 

• * 


4 
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Nam.  gu*  ex  natari  hyperbole  ordine  reperiontur  = b.-  (i  =£  d), 
LXXIV.  y.  ^ ' b:  {i  ^ , b:  ( i +4J),  & e.  ufquc  ad  ultimam 

b:  ( 1 qp nd ).  Singulis  igitur  in  d du&is , habentur  arese  parallc- 
logrammorum , qus  porro  in  feries  convertendae  funt  per  XXXVI 
& XXXVII , ut  fcquitur : 

1 

BK  [B«]  — bd:( I -t—  d ) =bdzt:  bdd-\~  bd l-t-  bd*-\-  bdf  bd?8cc 
EL  = bd-'( l-\-2d)  =bd^zbdd-^-  ^bd'dz  8bd*-i~  1 (shds  -t-  ^2bd*St e* 
FM  = bdr(l^F$d)  =J>ddE.'$bdd-\-  9bd,^2jbd*~l~  81  bd'^±:  2^bd*&C. 

GN  [y*I  = bd.-^i^qd)  =^d^^bdd-^~i6bd‘^6^bd*-{-2^6bd! ^J02^bd*Scc. 

Ult,  RO  [ f»  ] =W.'(t:Tr)ki)  = — -.behtji bdd-{- nnbd ,.-4-a ’ bd* -J-  n*b  d'  et  »'  i &c. 

Harum  fcricrum  primi  termini  squantur , fecundi  progrediun- 
tur ut  numeri  naturales , tertii  ut  eorundem  quadrata  , quarti  ut 
cubi)  &c.  HinC)  poflto  numero  ierierum  feu  parallclogrammo- 
rura  n infinito , [ quo  quidem  cafu  fumma  parallelogrammorum 
feu  inferiptorum  icu  circumfcriptorum  ab  ipio  curvilinco  CBIO 
vel  CB  to  non  differt , ] fumma  terminorum  prime  ferici  perpen- 
dicularis erit  squalis , terminorum  fecunda:  dimidia , tertis  fub- 
tripla  &c.  fumma:  totidem  , hoc  cft , » terminorum  ultimo  ae- 
qualium , per  ea,  qua:  docet  Wallisiuj  in  Arithm.  In  finit. 
nofque  dcmonftrabimus  alibi  * : ac  propterca  fumma  omnium  fc- 
ricrum perpendicularium  , id  cft  omnium  parallelogrammorum  , 
feu  arca  fpatii  hyperbolici  CBIO  [CB»]  hac  ferie  exprimetur: 

nbd^l^bd1  + \n’bd’  ± \»*bd*  + i n'b  d’ ± 3 »*b d*  & e. 
five  , loco  nd  fubftitucndo  xy 

bxzt:  J bx1  4- \bx'zi=:\bx*  + \ bx'  ±gbxsj  & C. 

Mod.  1.  Per  Cdlc.  differ.  Lbibnitii.  Pofitis,  ut  prius,  AB 
= 1 =BD,  BC  = b , & Bl  [81]=*,  cjufque  elemento  RI 
[ fi]  =dxt  erit  ex  natura  hyperbolae  IO  [/0]  — £.•(  ■ — v ), 

& elementum  fpatii  hyperbolici  RO  [poJ==bdx-(  1 — v) 

ferici  geometrica:  bdx±bxdx  +bxxdxz£bx'dx  + bx*dx  &c. 

♦ Ia  Arte  ConjeTiandi  , Part.  II , Cap.  3,  per 
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per  XXXVI  & XXXVII  y adeoque  fumraa  elementorum  f(bdx  Nara. 

( i =+z  x ))  , fi  ve  fpacium  CBIO  [ LBioJ  ~bx  3=  J bxx+ } bx'z fc  LXXIV- 
\bx*  + ibx'  &c.  eadem  feries,  qua;  fupra , mixta  fcil.  ex  geo- 
metrica & harmonica,  per  przccd.  Harc  igitur  fi  fu m mari  pof- 
fet , daretur  Hyperbola:  quadratura. 

Coxoll.  1.  Si  BI  = B/,  dabitur  tum  fumma  tum  differen- 
tia fpatiorum  CBIO  & CBm  per  feriem  ex  geometrica  & hartno- 
mouica  mixtam ; cum  enim  fit  oftcnfum 


CBIO  = bx -f-  i bx'  + + ■ bx*  4.  •*««  + t &c- 

CBto=bx  — }bxz  + }bxt  — lbx*+ibx,—Zbx6,  &c 

CBlO  + CB<a=:2ix  -j-fix1  -hibx1  &C- 

CBIO — CB/o—  bx1  +ibx*  +}bxs8cc. 


fi;t  fafta 
«•Mitione  dt 
fubtra&ione. 


C o R.  o l L.  £.  Pofita  B l [x]  ~ B A [ 1 ] fit  fpatium  inter- 
minatum hyperbolicum  PCBAS  — b +- \b+-\b  +- \b+- \b  +-  ib 
&c.  fimplici  fcrici  harmonica;,  qua:  cum  infinita  fit  per  XVI» 
arguit  & aream  hujus  fpatii  talem  effe.  Conf.  Cor.  4.  ejufd.  Prop. 

Cor..  3.  Sin  & B<  [xj  — BD  [i]=BC[b],  refultat  pro 
fpatio  CBDC^feries  harmonica  J — J 4-  i — J-f-j  — £ &c.  hoc 
cfi,  fubducendo  unumquemque  terminum  figno — affedtum  a prae- 
cedenti, feries  i -f- T'i  + /s -f-i?  &C.  cujus  termini  per  faltum  excer- 
pti funt  ex  ferie  reciproca  trigonalium  Q,  Prop.  XV,  i + j + 
ti  + k + ts  Sec.  Quod  fi  ftatuatur  quadr.  AB,  BC  vel  BD  qua- 
druplo minus,  nempe  J,  exhibebitur  etiam  fpatium  CBDQ  per 
feriem  prioris  fubquadruplam  i -f- -t- T i®  &c.  qua?  per  faltum 
formatur  ex  ferie  I Propof.  XVII.  Conf.  A£l.  Lipf.  1 6 8*.  p.  4 6.  (*) 

X L 1 1 1. 

Invenire  aream  fpatii  AB  ET  S [5Z)<p]  comprehenfi  afymptotd 
ffjperbola  AD , & Curva  BEF  [Bsf  j,  qua  talis,  ut  rettangulum 

D d d d d 1 fub 

(”  ) Ibi , Seriem  eandem , fed  line  Demonfixatione , dedit  L s 1 b n i- 
1 10  >, 
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fub  ejus  applicata  TE  [/1]  & rctta  conflante  AB,  BC  vel  BD  [qu a 
'fit  1 ] aquetur  /patio  bj per  boli co  CB10  £ CB10 Fig.  l. 

Quoniam , pofita  B I = x , fpatium  hyperbolicum  C B 1 0 = 
x-f-ixJ 5cc.  per  pra?ced.  eadem  quoque  fe- 
ries denotabit  [ ob  A B vel  B C = 1 ] longitudinem  applicat* 
I E , quae  propterca  dutta  in  IR , feu  dx , producit  xdx  4-  i x1dx 
4—  j x*dx  4-  J x*dx  4—  *x*dx  &c.  = RE,  elem.  fpatii  BIE.  Hu- 
ius fcrici  terminos  fummando,  fit  fpatium  BIEs^lx1  +-jx!  4- 
jj  x4  4—  >5  x*  4—  x*  & c.  fcrici  mixta?  ex  geometrica  & reciproca 
trigonalium  , qua?  pofito  infaper  BI  [x]  = B A [ 1 ] mutatur 
in  fimplicem  trigonalium  reciprocam  5 4-  J 4-  A 4-  &+-  y«  &c. 
cujus  fumma  = 1 , per  XV.  Eft  igitur  totum  fpatium  ABEFS 
abfolute  quadrabile  , a?qualc  quippe  quadrato  ipfius  AB 
Nota  hic  exemplum  Curva?  mechanica? , ubi  quadratura  fpeciatis 
fucccdit  abfque  generali > fimplicis  enim  fcrici  iummam  dedimus, 
mixta?  non  item. 

Eadem  ratione  oftendetur  ex  altero  latere  fpatium  B / 1 — 5 x‘ 
— £x’  4-t'jx4  — «x1  &c.  totumque  fpatium  BD<p=s  — 

{ -J-  u 35  &C.  ( ) 

COR.OLL.  Completis  reftangulis  CD  & BQ , aio  fore  curvi- 
lineum  mechanicum  BDf  = duplo  curvilinco  hypcrbolico 
CQL,  differentiam  curvilineorum  ABEFS  & BD(p=  duplo 
fpatro  CQH  , & fummam  eorundem  = » CBDQ  ( d ) ; qua:  fic 

palam 


(s)  Aliter.  Sit  CBIO  = z = 
IExl,eritque<A  = ^x.  (1 — x),  & 
fpat.  BIE  =/idx=xx—fxJx.=*  zx — 
/(  xdx : ( 1— x ))  = *x  -t- x f (dx  ■ 
(l  _x))_ax4-x — z.  Pro  z feribatur 
valor  ejus  x4—  }x'4—  •Jx’4—  &c.  & in- 
venies BIE  = Jx1-Fix,i  &c.  Pofito 
auiem  BI  [x]=i,  BASFB  [ax4-x— 
t J reducitur  ad  « -1  = AB1.. 

(•)  Eodem  argumento,  invenies, 

fi  CB10  ponatur  —31,  efie  Bn  =yx — 
x4-j:.  Et , ubi  B»  [x]  ponitur  = 1 , 


fitBDf  = 2y — 1.  Scribe  pro  ^va- 
lorem  ejus  x — JxJ— f*x! — &c.  & ha- 
bebis eafdero  feries  quas  hic  dat  No- 
fler. 

( *)  Igitur  B D<p  [ 2 y — 1 ] = 
aCBDQ — CBDM  =-  aCBDQ — 
aLBDQ  = 2CLQ.  Et  ABEFS  — 

BDtp 1 2y -+  J 2 — 2y 

= 2CBDH  — aCBDQ  =2CQH: 
Atque  ABEFS4-BD<p=  14-  av — t 
=z2y  = 2 CBDQ. 
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palam  fiunt  : Si  a Icrie  { — i+, — i+J—  $ &c.  fubducatur  Num- 
* — jHbi — f + 1 — 7 &c.  auferendo  figillatim  primum  termi-  LXXI1 
num  a primo , fecundum  a fecundo , tertium  a tertio , & c.  re- 
linquetur * — « + n — i'a+  T3  — ii  &c.  = fpatio  B D q>  , ut 
oftenfum.  Si  vero  eadem  feries  ex  altera  fic  tollatur,  ut  primus 
ejus  terminus  dematur  ex  fecundo  alterius , fecundus  ex  tertio  , 
tertius  ex  quarto  &c.  orietur  j — J + r — i + r — ? &c.  =* 

i — § + j — 4&c.  i = ( per  praeccd.  ) duplo  fpat.  hyperb. 

CBDQ. — BH  = zCBDQ^ — iDL=  iCLQ.  Ergo  BD<p 
z^iCLQ^  Jgitur  cum  oftenfum  etiam  fit  ABEFS=  i =BH 
— i D L = 2LH,  erit  ABEFS  — BD<p=  iLH  — 2CLCL 
= 2CQHj  nec  non  AB EF S + B D p = iD L+  2 C L Q 
2 C B D Q.  Qua  erant  demonflranda. 

X L I V. 

Invenire  aream  /patii  ABKG  MT  \_B  D NyK}  comprehenft  a/ym - 
ptota  Hyperbola  AD , & Curva  KG  M [ A'y  Nj  , qua  talis , ut  re  it, 

BIG  [BryJ/ub  ejtu  applicata  IG  \_ry\  (st  indeterminata  B1  [Bi ], 
aquetur  fpatio  hypcrbolico  CBIO  £ C5/o].  Fig.  2. 

Quia  pofitis  omnibus,  ut  prius,  fpatium  hyperb.  CBIO  = 
x + i x*  -Hj  *’  xv  &c.  per  XL1I , erit*  per  hyp.  fafta 

divifionc  per  BI  feu  x , refla  lG  = i t*1  + 4*J  +t*+ 

&c.  adeoque  RG  elem.  fpat.  BI  GK  =■  d x -t-i xd x-\-'T x*dx-{- 
5 x*dx  &c.  omniaque  RG  feu  fpatium  BIGK 
jx5-f-  iVx4-+iVx’  &c.  & pofita  x=i  , fpatium  totale  ABKGMT 
= T+4  + » + + it  &c.  ferici  reciproca:  quadratorum,  cujus 

fummam  etiamnum  defideramus.  Conf.  Prop.  XVII,  fub  fin.  (*) 

Haud  dilfimili  modo  reperitur  ex  ahera  parte  fpatium  B<yK 
s=Jx — * } x1  — h x* -\-J{ x'  &c:  fumtaque  x—t  , to- 
tale ljwtium  BDNyK  & i — 4 + 9 — t^  + it&c. 

D d d d d 3 C ck 

t . . * • t * , , 

i • 

(•  ) Imo  ibi , [ pag.  399  ] poft  fextae  parti  quadrati , cujus  latus  eft- 
Cel.  Eulerum  oftendimus  Seriem  peripheria  circuli,  diametro  exiftente 
reciprocam  quadratorum  [atque  ideo  = I = AB» 
fpatium  ABKGMTJ  cfle  aequalem 
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Coroll.  Spatium  ABK.GMT  duplam  eft  fpatii  BDNyKt 
cum  enim  fumma  utriufque  fit  &c.  differentia  J+- 

Tg-i—  jg  &c.  erit  otique  fumma  ad  differentiam  , ut  t -*-$+-  jV  &c. 
ad  i +-  rg  +-  jg  &c.  hoc  eft  , ut  3 ad  i , per  XXIV  ; unde  fpa- 
dum  unum  alterius  duplum  effe  neceffe  eft , ut  maxime  neutrius 
abfolutam  magnitudinem  exploratam  habeamus.  Vid.  SeboL 
ibid.  (#). 

X L V. 

Exhibere  Quadraturam  Circuli  aut  Rettijicationcm  linea  circula - 
ris  per  feriem.  [ Fig.  3 . ] 

In  peripheria  fcraicirculi  B C D , fumto  indefinite  pun&o  H , 
demittatur  ex  illo  in  radium  AB  perpendicularis  HE ; & fit  AB 
=3=  I , & BE  = x,  adeoque,  ex  natura  circuli,  EH=  f ( ix 
■ — xx):  quo  pofito  , cum  ob  fimil.  Trianguli  charadcriftici 
LGH  & Trianguli  H E A , H E fit  ad  HA,  ficut  LG  vel  E F, 
clem.  abfciflir  BE , ad  LH , elcm.  arcus  circ.  BH;  reperitur  LH 
=zdx:  \/  ( ix — xx),  fa&aquc  multiplicatione  per  § , femiflem 
radii  A H , fc&or  H A L feu  clem.  ledoris  HAB=</x-'  1 f (ix 
- — xx).  Hsec  igitur  quantitas,  cum  abfolute  fummari  nequeat, 
in  ieriem  convertenda  eft;  fcd  prius  tollenda  irrationalitas , quod 
eo  fere  modo  fit , quo  in  Problematis  Diophanteu  uti  vulgo  fuc- 
verunt.  In  hunc  finem  pono  f ( ix — xx)  =?x:  /,  feu  ix — • 
xx  = xx.-  tt-,  ubi,  quia  divifio  fieri  poteft  per  x,  iplaque  non 
nifi  unius  dimenfionis  in  aquatione  relinquitur , ejus  valor  in  ra- 
tionalibus prodibit,  unde  5c  dx , Sc  per  hypoth.  y/(ix  — xx) 
feu  x : t , iplaque  adeo  fra&io  dx:  t^/{ix — xx),  rationales 
fientj  nempe  x=i/f:(  1 +tt).  dxz=^tdt:  (1  -\-  tt)1 , y/(ix 
— xx)==x:  t = it  :{i  +ri),  & denique  dx : if(ix-xx) 
= d t : (1+-//)  ; hinc  fradio  in  feriem  geometricam  per 
XXXVII  convcrfa  exhibet  dt  — ttdt  -f  /V/  — t*dt  + t*dt  &c- 
Summa  igitur  elementorum  HAL,  feu  totus  fedor  H A B — f 
— * t*  "f  W — U7  + it9  &c.  coque  per  femiflem  radia  i divi- 

fo. 


(»)  Supra  pag-  yji. 
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fo,  arcu*  BH=t/  — »/’  + ?<’ — + kc.  quar  feries 

mixtae  funt  tx  geometrica  & harmonica  , per  X L I , a quarum 
proin  fummatione  decantatum  illud  de  Circuli  Tctragonifmo 
Problema  dependet. 

Nota , duitis  ex  B & H tangentibus  circuli  BI , HI , fibi  mu- 
tuo occurrentibus  in  I . junftaqgc  HD , quae  radium  AC  fecct  in 
K,foreBI;vcl  IH  = AK  , utramlibct  autem  = /.  Nam 
t.  ang.  BAI  = BAH  = AHD  + ADH=±iADH.  Ergo  BAI 
:=ADH  > cumque  & ABI  & DAK  anguli,  nec  non  latera  AB 
& AD  aequentur , erit  quoque  B I = A K.  Deinde  cum  iit  per 
hypoth.  i ad  r , ut  (2  x — xx)  ad  x;  itemque  , ob  fim. 
.Triang.  DAK  & DEH,  AD  fcu  1 ad  AK,  ficut  DE  ad  EH, 
hoc  eft,  ex  natura  circuli,  HE  ad  EB,  fcu  y^(  ix  — xx)  adx; 
erit  utique  t : / = 1 : AK , ac  proinde  AK  icu  BI  = t. 

Coroll.  1.  Sumta  /=i  , quo  cafu  & BE,  x feu  1 tt  : 
(1  +-//),  aequatur  BA , 1 , fiet  quadrans  BAC=  fimplici  fcrici 
harmonicae  1 — j +-  \ — ? +-  £ — A &c.  = [ fubdu&o  rcapfe 
unoquoque  termino  figno  — affe&o  a praecedente  ] f 4-  h +-  A 
5cc.  Hinc  quia  quadratum  radii  cft  ad  quadrantem  circuli , ficut 
quadratum  diametri  ad  totum  circulum  , fequitur  li  quadratum 
diametri  , hoc  elt  quadratum  circulo  circumfcriptum  fit  1 , ac 
proin  eidem  inferiptum  1 , totius  circuli  aream  per  modo  me- 
moratam feriem  exprefljm  iri  ; adeoque  fi  quadratum  circulo  in- 
feriptum fit  J,  circuli  aream  fore  f+*»+-  #5  kc.  cujus  feriei  ter- 
mini per  faltum  excerpti  funt  ex  ferie  H Prop.  XVII.  Confc 
Ait*  Lipf  16 82.  p.  4 J-  (•)• 

Coroll.  x.  Pofita  Tangente  BI=/,  erit  arcu»,  cujus  tan- 
gens eft,  =t  — \t’  -+— , — ift1  &c.  utpote  femiflis  arcus  BH. 

Confer,  slfla  Lipf.  1691.  pag.  »75-  l*)- 

XLV I. 

Exhibere  generaliter  Sectorem  cujnfvit  Settionia  Conisa  tx  centra 
per  feriem.  [ Fig.  4 & f ■ ] 

Efio 

(*)  Ubi  Lkibnitius  eandem  feriem  affert,  fed  fine  demonftrationc. 


Num. 

LXXIV. 
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Num.  Efto  Coni-fedio  quacunque,  Hypcrbola  five  F.llipfis , BCD, 
LXXn  ‘cujus  centrum  A,  vertex  B»  femi -latus  tranfvcrfum  AB=*» 
Jemi  - axis  conjugatus  A L = i , adeoque  femi  - latus  redum 
= i :a , & ratio  laterum,  ut  aa  ad  i.  Ponanturque  porro  abf- 
cifia  indeterminata  BG  = x,  AG-c=z=az*=.x  [zfc  fignificat -f- 
jn  Hypcrbol.  & — in  Ellipf.  uti  vicifllm  — in  Hyp.  & + 
in  Eli.  Tcjufquc  elementum  FG  vel  CH=zdx=±dz , ordi- 
nata 00=^,  ejus  elementum  DH  = dy  , &;  jungens  D cum 
centro  reda  AD  — (zz+yy).  Duda  etiam  intclliga- 
tur  H C l parallela  axi  , fccanfquc  curvam  in  C & redam  A D 
in  I , atque  ex  C denuda  concipiatur  in  AD  perpendicularis  CE. 
Quibus  politis , erit  primo  ex  natura  curva:  aa:  i =.  zfc:  * * h= 
aa  f ia  xztz  xx]  :yy  i unde  fit  a ay  y =zi=  zzz+za  a [»<x± 
xx  J , Sc  differentiando  a ay  dy  = =±r  zd z , & denique  dy=z 
efc  zd  z:  aa  y = zdx : aay.  Deinde  quoniam,  ob  fim.  Triang. 
DGA  & DHI,  DG  [;]  cft  ad  G A [i]  , ficut  DH  [</y  ] ad 
H 1 , invenitur  H 1 = zdy  : y , ac  proinde  CI  [ Hlqr  HC  ] 
= zdy:y — dz  = (z  dy  ■ — ydz):y.  Quare  denuo  propter 
Triang.  fim.  A G D & 1 E C , ut  AD  [*]  ad  DG  [_y  ] , fic  1C 
[(zdy — ydz):yj  ad  CE;  unde  reperitur  CE=  (zdy  — 
ydz ):  u , qua:  duda  in  fcmilTcm  AD.  leu  \u,  dat  arcam  trian- 
guli dementaris  ACD  = izdy — { ydz  = [ polito  loco  dy 

Valore  ejus  ] zfc:  zzdz : i aay  — - \ ydz  = -+z  ( zzdz aayy  dz)  t 

iaay  = [ fubftitucndo  ± z a a loco  aayy ] ( rir  zzdz 
zzdz  =fc  aadz  ) : iaay  dr  adz : lay  z=zz  adx : iay  = [ loco  ay 

furrogando  ( i ax  dr  xx  ) J adx:  i\J  ( i a x±.x  x) , de  qua  in 
Icricra  convertenda  & fummanda  agitur.  Primo  autem  irratio- 
nalitas  ex  illa  tollenda  , mediante  alia  indeterminata  , quae  loco 
x furrogari  debet,  ut  in  prae.  Pono  itaque  y/  ( taxztzxx)  ==* 
x:t,  unde  fluit  x=z  zatt t (i  rp//),  & dx  = ^atdt : ( i irptt)*, 
&c  y/  (i  a xzi^xx)  = x : t = a a t : ( i qr/ t ) , & denique  a dx  : 
2y/ (laxzizxx)  = adt : ( I zfz  tt ) = feriei  geom.  adt  dr  attdt 
+ at*dt  zrzat^dt  -\-at'dt  &c.  per  XXXVI  & XXXVII.  Sum- 
ma igitur  omnium  fedorura  elementarium  ACD,  id  eft , arca 
fofius  Sedpris  ABCD=^=4/ ± -J-}**5  + §at* , &c. 

redan-  / 
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xcitangulo  fcil.  comprchcnfo  fub  4 fcmi  ■ latere  transvcrfo  & rc- 
ita,  cujus  longitudo  cft  tz±zjt'  + * t'  t7  + \t9  &c.  Unde  pa- 
tet, quo  paito  generaliter  quadratura:  fcitionum  Conicarum  ad 
fummas  ferierum  ex  geometricis  Se  harmonicis  mixtarum  redu- 
cantur. 

Nota  , duitis  per  verticem  B & curva:  punitum  D tangenti- 
bus B M , DM,  fibi  mutuo  occurrentibus  in  M ; dico  fore  B M 
= t.  Quoniam  enim  AG:AB=AB:  AT,  per  37  Lib.  t 
Apollonii,  ac  idcirco  convertendo  AB:  TB=:  AG  [ ej  : 
BG  [ x ] ; nec  non  [ ob  fim.  Tr.  TBM  & CHD],  TB:  BM 
= CH  £ dx ] : HD  [</y]=s:[ex  squatione  Curvse  differentiati ] 
44) f : z ; erit , ex  a:quo  perturbate  AB  [ a ] : BM  = 4jy : x i un- 
de obtinetur  y'  ( tax  xx  ) , adeoque  yf{iax 

rfc  xx ) : x — r : B M.  Verum  , per  conftruitioncm , <J  (a  4 x 
c±r xx)-.  x=  1 Ergo  omnino  BM=/.  Con£  Altu  Lipf. 
pag.  179*  • 

Vide  Num.  XC 

E II  I MET  P A. 

I. 

Alfijfimum  efi  , nihil  4 nobis  dici  pofie  , qu»d  non  fit  dictum 
prius. 

II. 

Argumentum  CARTESU  pro  exiflentiu  Dei , ab  i de  4 entis  per  f ei 
Itiflimi  defumtum , eft  fophifiicum. 

III. 

Illud  etiam , quo  Philofephus  realem  mentis  4 corpore  diflincHt- 
nem  probare  nititur,  efi  ficulneum. 

IV. 

Naturum  enim  corporis  in  fila  extenfione  confficre  , nobis  equi- 
dem nondum  perjuafit. 

Jac.  Bcrnoulli  Opera,  Ecccc  V. 


Num. 

LXXI7. 
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V. 

Sed  & hoc  videtur  nobis  dW arov , quod  cum  inter  mentem  & cor - 
pus  reale  difcrimen  ftatuat , idem  non  agnofcat  inter  diverfas  men- 
tis facultates , qua  non  minus  feparatim  pojjunt  concipi , ac  illa. 


VI. 


Diftincfio  perceptionis  rei  corporea  in  imaginationem  & conceptum 
purum  nulla  e(l ; omnis  enim  perceptio  rei  materialis  eft  imaginatio,. 

VI L 


^ui  contra  MEISNERUM , RERERIUM  , THOMAM  Aquinatem  r 
dr  alios,  poffibilem  vel  extenfionis , vel  durat ionis  Mundi  infinitatem 
negant , munimen  fua  /ententia  quarant  adverfus  hoc  argumentum 
Quod  omni  allignabili  quantitate  majus  eft , infinitum  cft  . per  defi- 
nit. Geom.  Quod  omni  aflignabili  quantitate  majus  cftc  potuit  , 
infinitum  cftc  potuit : Et  analogice  : Quod  omni  aflignabili  tem- 
pore prius  eft  , arternum  cft  : Quod  omni  aflignabili  tempore 
prius  effc  potuit,  arternum  efle  potuit:  Sed  Mundus,  nemine  con- 
tradicente, omni  aflignabili  quantitate  & tempore  major  & prior 
efle  potuit.  Ergo  infinitus  & arternus  cftc  potuit. 

VIII. 

Cur  , in  Verfione  LOBIV  AS S.  Pfalmi  CIX,  ultimi  verfus  ple- 
rarum que  firop harum  omni  menfura  deftit  uantur , caufa  eft  . quod 
tum  impari  conflent  fyllalarum  numero  , nequeunt  ejfe  lamlin  maf- 
culini.  Vitium  vitajfet  AttElor , fi  vel  omnes  fecijfet  Trochatcos  , ut 
in  ftroph.  i,  4,  8,  II,  12,  13,  14,  17,  18,  1 9,  20,  &c.  vel  Am- 
phibrachycot,  ut  in  ftroph.  f,  12,  33,  55  , 62,  72,  75  , 77,  83  »• 
vel  faltem  Iambicos  femininos  , qui  cum  verfilus  antepenultimis 
rjthmos  constituerent , ut  fecerunt  BEZA  & CONRADUS  inver- 
fionibus  fuis  gallicis, 

IX. 

In  vulgaribus  Syftematibus  'Arithmetica  perperam  omittitur  illa 
fpecics  Regula:  Dupli . qua  ex  duabus  proportionibus  reciprocis  com- 
ponitur. 


JL 


r 
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Axioma  Euclidcum : Si  ab  «qualibus  «qualia  auferas , refidaa  LXX4T 
funt  «qualia  , abfolute  verum  non  efi  quando  refidua  hac  incompa- 
rabiliter parva  funt  refpeffu  datarum  vel  ablatarum  magnitudinum: 
ad  quod  proin  in  calculo  infinite  parvorum  caute  advertendunm  ne 
in  paralogifnum  incidamus. 

XI. 

Cl  Dnus.  NIEUWENTIFT , dum  prima  quantitatum  elementa  , 
fu  dfferentialia  rette  admittit  ; fecunda  , fu  differentia  - dfferen- 
tialia  inepte  rejicit. 

XII. 

Modus  inferibendi  generaliter  omnia  Polygona  regularia  in  circulo, 
quem  ex  RENALDISO  citat  Celeb.  STURMIUS  in  Mathefi  cnuclea- 
ta  , pag.  3 8 , manifefle  fallax  e fi ; ut  mirum  fit  illum  non  ftattm  a 
Viro  Cl.  repudiari.  Sumit  enim  infiriptionem  Heptagoni  pro  Proble- 
mate plano . quod  fotidum  ejfe  confiat.  Ut  taceam , quod  ne  quidem 
in  Pentagono  & Ottogone  Juccedit.  Peccat  autem . in  toto  circuitu . 
pro  Pentagono  circiter  min.  13  , in  defettu ; pro  Hept agone  , min.  j 7 i 
& pro  Ottogono  min.  90 , in  excefiu  ( » ). 

Eccee  -t  XIII. 


( • ) Qualis  fit  ifle  modus  inferi- 
bendi in  circulo  Polygona  regularia, 
difeas  vel  ex  Renaldino  ipfo ,Dcrt- 
folutione  & compofitione  mathematica, 
vel  ex  Sturmio,  loco  citato , vel  ex 
W olfio  , Elem.  Analyf.  finit.  ProbL 
1 3 6.  §.  192.  Haec  autem  ratio, quan- 
do & quantum  fallat,  facile  colligi- 
tur comparando  latus  Polygoni  hac 
methodo  determinatum  cum  vero  la- 
tere. En  utriufque  formulam.  Sit  ra- 
dius circuli  = 1 , numerus  angulo- 
rum Polygoni  = n , erit  latus  verum 

=((W3~W-*)6:H—  (5/3 +■ 

V— i)5-”)  V — J . latui  Renaldianum 


= y/((tm+-  4 «4-  1 6 — \j(n*  +-  8n! 
— I44«n+-yi2w — J 12)):  (2 nn — 4* 
+-8)).  Igitur  fi  n fumatur  fuccelh- 
ve  pro  3, 4,  J,  6,  &c.  comparatio  va- 
lorum  ex  utraque  formula  derivato- 
rum manifeftabit  quibus  in  cafibus 
Regula  Renaldtniana  fucccdat , aut 
fallat , & erroris  quantitatem  deter- 
minabit. Nec  arbitror  eam  in  aliis 
Polygonis  quam  in  Triangulo,  Qua- 
drato , & Hexagono  fuccedere.  Cer- 
te , fi  univerfalis  eflet , determinare- 
tur facile  peripheria  circuli.  Nam  , fi 
fiat  n «=.  00 , formula  lateris  Renaldi- 
uiani  reduceretur  ad  ^/((nrH- 4«+- 16 

nn — 4 n -t-  8o,  &c.) : {2 nn 4» 

■+*■  8 )) 
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"Num,  XIII. 

LX£IV. 

Quid  contra  [enitendum  fit  de  Schtlio  ditti  Ancioris , pag,  r 8 z T 
quo  Quadraturam  circuli  Lcibhitianam  fufpcttam  velle  reddere  vi- 
detur . fuperius  ex  nofira  Prop.  X.LV  colligitur. 

XIV. 

Titius  apud  Caium  omnia  fua  bona  farnori  exponit ; ea  conditio- 
ne , ut  fibi  quot annis  in  [ui  alimentationem , ultra  convenientem  ufiit- 
ram  . qua  fola  non  fi officeret , partem  [ortis  tantam  reddat  qua , una 
cum  difta  u[ura  . determinatam  quandam  furum am  , de  qua  conven- 
tum e fi , confiituat.  Quaritur  , quamdiu  [ufifeclura  fint  ejus  bona  ? 
Rcfp.  obfiervetur  mira  identitas  Quaftionis  in  fipeciem  diverftjjima  , 
cum  Problemate  penultimi  Corollarii  Difiputatienis  nofira  pracedentis 
De  Seriebus » ubi  quafitum  [uit , quot  antlia  hau (l ibus  aer  recipien- 
tis ad  datum  raritatis  gradum  perducatur . Nam  fi  ponatur 

Sors  integra  - - - — a . - - - Cavitas  recipientis 

"Eadem  cum  u[ura  primi  anni  = b = Cavitas  recipientis  (fi  antlia  fimul 
Penfio  annua  - - - ==  c « — - - Denfitas  aeris  naturalis 
ld  quod , elap[o  primo  anno , 

fibrti  demendum  — . = [==;  - - Denfitas  aeris  optata- 

Numerus  annorum,  quibus 

bona  exhauriuntur  - - — X - — ? Numerus  hauftuum  antlia 

reperitur  utrobique  x =.(Log.O Log.():(Logh Log.z).  ( 


+■$))  = [ propter  n =00  ] \/( 48: 

rm  ) = i <fi  3 . Hoc  latus  Polygoni , 
n 

fi  multiplicetur  per  n numerum  lato- 
rum , habebitur  pro  peripheria  Poly- 
goni infinitilateri , id  eft,  circuli,  4^  j 
= 6. 928  +- , quod  verae  peripheriae 
longitudinem  multum  excedit. 

( k)  De  numero  hauftuum  requi- 
eto ut  aer  in  dato  recipiente  conten- 


tus ad  datam  raritatem  reducatur  , 
videfis,  N°.  LIV,  pag.  541 , Notam 
n ; ubi  hoc  tantum  animadvertendum 
eft  , [ fi  formulam  x=  log.  r : log.  a , 
ad  literas  hic  ab  Auftorc  ufurpatas 
revocare  velis, ] rationem  rvel  r : 1 
eam  efle  quae  hic  c :/ ; & rationem 
a,  vel  4:1,  eam  quae  hic  b:  a dici- 
tor. Igitur  log.  r = log.  c — log,/, 
atque  log.  4 = log.  ^ — log.  4;  nec 

non 
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non  x=[log.  r:log.d]  = (log.c 

— log •/)  : ( log.  b ~ log.  4). 
Problema  quod  attinet  hujus  Co- 

roll.  illud  fic  poteft  concipi.  Cuius 
Titio  fingulis  annis  non  modo  debi- 
tam ufuram  b a folvit  fortis  4 , 

cuius  fummae  debitor  remanet , fed 
tnluper  ipfi  faeneratur  fummam  / 

quae  cum  ufura  b 4 efficit  c > (adeo 

utfitr  = 6 4-+/]  cujus  fum- 

mae/. cum  ufuris,  & ufurarum  ufuris, 
creditor  fit  apud  Titium , donec  cre- 
ditum fingulis  annis  crefcens  tandem 
compenfet  debitum  a.  Anno  igitur 
primo  creditum  cft  f;  quod  anno  fe- 
cundo , propter  uluras  excrefcit  ad 

- f , cui  adjicitur  fumma  /.  Anno 


7S7 

tertio , haec  fumma  cum  foenore  ae- 

hb  b 

quatur  /+  - / cui  additur  pariter 

f,  ficque  fingulis  annis  augetur  cre- 
ditum , quod  tandem  pofi  elapfos  x 

annos,  aequale  cft  ((6 : 4)  -f> 

(fc:  a)X  2 H 1 -b:a-\~i)f 

= [per  Prop.8,  pag.38 1 ] ((b  : a)* 

!.)/:  (6:  a 1)  ; quod  fi 

ponatur  =a  [fcil.  ut  crediti  debiti- 
que fiat  compenfatio  ] erit  (b\df  = 
(£ — a+f  ):/=<■:/.  Igitur  xx 
log.  ( b : 4)  =log.  (c  :/  ) J aut  x = 

log-  ( c -/)  ■ l°g-  ( b ■ a ) » ve'  * = 
( log.r—  log-/) : (log.  h — log.  4). 


Nurn. 

LXXIVi 
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N*.  L X X V. 

JACOBI  BERNOULLI  . 
SOLUTIO 

PROBLEMATUM  FRATERNORUM 

Peculiari  Programmate  Cal.  Jan.  1697,  Gro- 
ningae,  nec  non  Adlorum  Lipf.  menfe  Ju- 
nio & Deccmb.  1696,  & Febr.  1697,  pro- 
po fit  orum ; una  cum  Propofitione  reciproca 
aliorum. 

L?*J\6Ud  i ^ Eometnc  methodum  dc  Maximis  & Minimis  ad  illa  dun- 
filai.p.iu.  ( T taxat  Problemata  .huc  ufquc  adhibuerunt,  in  quibus  ex 
^ — *■  infinitis  partibus  fcu  funttionibus  uuius  dat®. curva;  aliqua 
maxima  minimave  requiritur;  neque  cogitarunt  de  qus  applica- 
tione ad  talia , ubi  cx  ipfis  infinitis  curvis  non  datis  una  defide- 
ratur , cui  maximum  aliquod  minimumvc  competat ; licet  & harc 
fubtilitate  inventionis  & utilitatis  prxftantia  exteris  minime  fint 
inferiora.  In  eorum  numero  cft , quod  Frater  Menfe  Junio  pri* 
mum  propofuit  , cujufquc  folutioni  terminum  elapfi  anni  finem 
ftatuit  , Problema  dc  invenienda  Cstrz/a  Oligoehrona , per  quam 
dclcendcndo  grave  a dato  puntto  breviffimo  tempore  perveniat 
ad  aliud  datum  pun&um.  Quanquam  autem  hac  Fratris  provo- 
catione me  non  teneri  cxiftimabani ; nihilominus  cum  fupcrac- 

cefliflct 
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ecfliftet  humaniflima  Celeberrimi  Domini  L E i b n i t i i invitatio,  N-LXXv, 
laborem  folutionis  amplius  fubterfugere  non  potui.  Poftquam 
enim  hic  Vir , litteris  dic  13  Septembris  ad  me  datis,  fignificalTct 
fe  folvirte  Problema , juxtaque  defiderarc  ut  & alii  tentarent  : 
ad  ejus  follicitationcm  aggrdTus  fum  quod  alias  intaftum  reli- 
quiftem  , idque  optato  protinus  fuccciTu  : folutionem  enim  fexto 
Octobris  jam  habui  , Sc  ab  illo  tempore  Amicis  oftendi.  Cur 
autem  non  potius  ad  Acia  communicarim,  caufa  cft,  quod  cum 
terminum  folutionis  in  exterorum  gratiam  ad  Pafcha  ulquc  prar- 
fcntis  anni  prorogatum  intclligerem  ; ego  intere»  fpeculationcm 
ad  alia  quoque  difficiliora  Problemata  nunc  una  proponenda 
promovere  ftatuiftcm.  Priufquam  vero  ad  folutionem  praifcntis 
Problematis  accedam  , fequens  praemitto  Lemma. 

Si  curva  ACEDB  [ Fig . 1 ] talis  fit,  qua?  requiritur  ; hoc  cft,- 
per  quam  delccndendo  grave  breviftimo  tempore  ex  A ad  B per- 
veniat, atque  in  illa  aflfumantur  duo  puncta  quantumlibct  propin- 
qua C & D : Dico  , portionem  curva?  C E D omnium  aliarum 
pun&is  C & D terminatarum  curvarum  illam  efte , quam  grave 
poft  lapfum  ex  A breviftimo  quoque  tempore  emetiatur.  Si  dicas 
enim  , breviori  tempore  emetiri  aliam  C F D , breviori  ergo 
emetietur  ACFDB , quam  ACEDB  ; contra  hypothefin. 

Efto  igitur  in  plano  utcunque  ad  horizontem  inclinato  [nec' 
enim  verticale  fit , nccclTc  cft  ] curva  defiderata  A C B [ Fig.  1 ] 
per  quam  defccndens  grave  ex  A breviori  tempore  perveniat  ad 
B , quam  per  aliam  quamcunquc  in  eodem  plano  pofitam ; 8c 
fint  in  illa  fumpta  ubivis  duo  pun&a  C & D infinite  propinqua, 
du<fta?que  intelligantur  rcfta  horizontalis  A H , ejufquc  perpendi- 
cularis CH,  & huic  normalis  DF,  bifcftaquc  CF  in  E,  com- 
pleatur parallelogrammum  DE  dufta  re&a  EI.  Qua?ritur  in  hac 
punftum  G,  id  cft  , incliuatio  particularum  curva?  CG,  G D' 
ad  fe  invicem,  qua?  faciat,  ut  tempus  defcenfus  per  CG+  tem- 
pus dcfccnfus  per  GD  [ quod  fic  denoto  t CG  -f- 1 GD , intclligc 
iemper  poft  lapfum  ex  A]  fit  minimum.  Ad  hoc  indagandum, 
inteiligatur  in  rc&a  E I aliud  pun&um  L , fic  ut  G L fit  incom- 

para- 
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N.LXXV.  parabilitcr  minor  ipfa  EG ; duttifquc  CL,  DL,  fupcr  C & D 
dcfcripta  concipiantur  arcuum  elementa  LM , GN ; erit , ex  na- 
tura minimi,  /.CL  + /LD  = /CG  + /GD  ; adeoque  / CG  — 
/CL  = /LD — tGD,  ( » ) quo  pofito , fic  arguo  : 

CE: 

(*)  Notabile  cft  in  primis  iftud  poffibiles  a C ad  B duftas  , inter 
Problema,  quod  primum  tere  dedit  quas  defiderata  fit  CGB  i patet,  fi 
occafiontm  Geometris  cogitandi  de  maxima  fit  effectus  propofiti  quanti- 
hujufmodi  quarftionibus  , in  quibus  tas  in  C G D , eandem  crefcere  de- 
non  invefligaturin  data  curva  maxi-  bere  eundo  a C aD  ad  C G D , & 
mum  aliquod , minimumve  ; fed  cur-  decrefcere  pergendo  a C,G  B ad 
Ara  defideratur  quae  fit  ipfa  maximum  C y D.  Ergo  in  C G D neque  cref- 
aut  minimum,  hoceft,  hanc  habeat  cet,  neque decrefcet , fed  Itabit.  In- 
curvaturam quae  propofito  alicui  dem  erit  igitur  efteflus  per  C G'D . 
fini  optime  conveniat.  ‘ Quoniam  & ipli  viciniflimam  CLD  ; hoc  fcft  , 
autem  Synthefin  meram,  particula-  erit  rCG -f-/GD  = tCL  -f- /LD. 

jem,  nec  ad  fimiles  cafus  facile  ap-  vel /CG /CL /LD /GD. 

plicandam,  hic  protulit  Nofler,  ce-  Hoc  pofito , fit  / CG  , & 
quum  cft  ut  Analylin  magis  genera-  dA^=tCG — fCL;  nec  non  m~ 
lem  proponamus,  rem  Geometris  /GD,  & da  — tLD — -/GD,  & 
notiflimam  , fed  Tyronibus  , quo-  erit  dA=.d*.  Sed,  utiiabeatur  dAt 
•rum  in  gratiam  feribimus,  forte.uti-  A non  efl  fimpliciter  difterentianda, 
lem.  Igitur,  poft  Lemma  Au&o/is  fed  ita,  ut  maneant  conflantes  x 
noftri , quo  docet  conditionem  ma-  [AH  ] , dx  [ HP  vel  CE  ] ,y  [ HC], 
•ximi  minimive  qua  tota  curva  gau-  r [ AC  J.  Nara  cum  C L tranfit  ia 
det,  etiam  fingulis  ipfius  particulis  CG  , folac  CL,  [ ds J,  EL  [dyj 
infinite  parvis  competere , & iflud  mutantur,  illa  crefcit  incremento 
oftendendum  erat , quod  aflumit  ; fi  LG[d<fy];  illa  augmento  GM 
curva  A C G D [ Fig.  A , ] atque  {ddt\  d y/  ( dx'-  +-  dy1  ) — dyddy  : 
ejus  particula  CGD  tempore  brevif-  y/  { dx'-  -\-  d yz ) [eft  enim  dx  con- 
fimo  percurratur  , vel , generatim  , flans  ] = dyddy:  ds.  Igitur  fi  A fit 
omnium  optime  prreftet  aliquem  ef-  funttio  ipfarum  x,  dx  , y,  dy , s,ds, 
fertum  , efle , fumta  GL  incompara-  ejus  differ.  d A , induet  hanc  formam 
biliter  minori  ipfa  E G , / C G -f-  Bddy  -t-  Cdds  = Bddy  -(—  Cdyddy.  ds 
tGD  = /CL  -[-/  LD;  ubi  /CG,  — (B  +-  Cdy:  ds)  ddy.  Pariterput  ha- 
non  modo  tempus  defcenfus  per  CG,  beatur  da,  attendendum  eft  quid  ma- 
fed  efteftum  querceunque  qui  prae-  neat.quid  mutetur, quando  GD  tran- 
ftatur  per  CG  denotare  poteft.  Scii,  fire  ponitur  in  LD.  Manent  autem 
Si  CaD,C/D,CLD,CGD.  CgD.  AP [ £ ], PQ=  LO*=  GK  [</{].  Sed 
Cy  D repraelentent  omnes  curvas  PG  [ v ] decrefcit , atque  DK  ( d v ], 

quod 
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CE  : CG  = / CE  : / CG>  cx  natura 

CE  : CL  = /CE  : /CL^dcfccnf.grav. 

Ergo  CE : CG — CL  [MG j =/CE : /CG  — /CL 

Sed  MG:  GL  = EG:  CG  [ ob  fim. tr.  MLG.CEG] 

Quare:  CE : GL  — EGx/CE;CGx(/CG — /CL) 


EF: 


quod  evadit  DO,  crefcit  quantita-  le  1 , <Sc  ipfius  ds  differentiaie 

teG  L[i/</ji]jACG[r]  reduci-  dy  :d  t , habebisque  B Cdy  : 

tur  ad  ACL  & minuitur  lineola  GM  di.  Pone  igitur  differentiaie  priu* 
[dyddy.-ds~\,  GD  [dr]  vero,  quod  ipfius  A aequale  differentiae  more 
fit  D L , augetur  incremento  L N vulgari  fumptte  poflerioris  differen- 
ta»1] = d v' (</{;*+-  d»1)  = fob  tialis,  & habebis  aequationem  ad 
d £ conflans  ] du  ddu  : dr  =d  « ddy:  Curvam.  In  hujus  autem  Regulx 

dr.  Ergo  d*  habebit  hanc  forraam  ufu  hoc  animadverti  fane  meretur, 

Qdv-t-flJdv ydr  +-  xddr  = quod  fi  ipfius  A differentiaie  prius 

9ddy  -1-  /3 ddy ydyddy : ds  +~  fit o , id  quod  accidit , quoties 

k dvddy:dr~( — $d—  /3  — ydy  : ds  expreflionem  A non  ingrediuntur 
xdu:  dr)  ddy.  Hoc  fi  aequale  po-  quantitates  y & s ; tum  quoniam 
natur  ipfi^^,  erit,  utrinque  divi-  d (B  d-  Cdy  : ds  ) =0,  erit  a+- 
dendo  per  d , B+-Cdy:ds^=*  Cdy:  ds  differentiaie  pofterius  aequa- 
■ — $d—  /9  — y dy  : ds  d-  xd»  : dr  , le  ponendum  quantitati  conffanti  : 
vel , tranfponendo  $ d-,y  dy : ds  = quo  cafu  , Regula  mira  facilitate  ne- 

fi B +-  xdv : dr Cdy : ds.  Eft  gotium  abfolvit. 

autem  (3 — B = dB  Sc  xd»  : dr Hanc  Regulam  exemplis  nonnul- 

Cdy:ds==d(Cdy:ds).NamB,C,  lis  illuftremus.  Ac  primo,  quaeritur 
dy , ds , auftae  fuis  incrementis , fiunt  curva  celerrimi  defcenfus.  Hic,  quo- 
ji >V  > du , dr.  Igitur  f 4-ydy:ds  niam  tempus  eft  ut  fpatium  dsAue- 
— d(B-t-Cdy:ds).  Unde  haec  &c  & velocitas  s/x  inverfe,  »CG, 
fluit  Regula.  Differentietur  quanti-  vel  A , exprimetur  per  ds  : \jx.  Hanc 
tas  propofita  /GD,  *,vel  tCG,  A, per-  autem  expreflionem  cum  non  ingre- 
inde  enim  eft , ponendo  x,  dx,dy,8c  dkantur  variabiles  y & s , ejus  diffe- 
ds  conflantes  , ac  faciendo  ipfius  y rentiale  prius  erit  ==  o.  Igitur  quan- 
differentiale  = 1 , ipfius  vero  s dif-  titati  conflanti  aequandum  eft  diffle- 
ferentiale=  dy:  ds,  Sc  habebis  $ rentiale  pofterius,  in  quo  «conflans, 
•t-ydy:  ds.  Iterum  differentietur  ds  crcfcere  per  incramentum  dy : ds 
'A,  ponendo  x,  dx , y Sc  s conftan-  ponitur.  Unde  fit  dy : dssjx  «=  con- 

tes , ac  faciendo  ipfius  dy  differenti»:  flanti  1:^4,  quae  aequatio  , 

Jdf.  Bcrntulli  Opera.  Fffff  multi- 
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Pariter 


EF : GD  — ■ / E F : < G D ? ex  natura’ 

EF : LD  ==  /EF  : /LD  }dcfc.gravium' 

Ergo  EF : LD — GD  [LN]  = /EF : /LD — /GD 

Sed  LN  : LG  = GI:  GD  [ob  fim.  tr.  LNG.GID] 

Quare  EFtCE]: LG=  GIx/EF: GDx(/LD  — /GD ) 

ideo- 


multiplicando  & qoadrando  , fit 
ady1  = xds1  = xdyz+-  xdx1 , aut 

xdx 1 = (4 x)  dy1 1 atque  dy  = 

d*\'*  '■(? *)  quae  eft  aequatio  ad 

Cycloidem. 


2°.  Quaeritur  Solidum  minimae  re- 
fiflentiae.  [ Vid.  Num.  LVI,  Not.  i , 
pag.  J69  ].  Refiflentia  quam  pati- 
tur folidum  genitum  ex  rotatione 
figurae  plana:  circa  axem  , eft  ut 
f ( xdx ! : ds1  ) , [ Vide  ibid.  Notam 
h , pag.  y 69  ] , cujus  diffcrentiale 
prius o.  Igitur  diiferentiale  po- 

fterius,  quod  eft  2x^x 

ds* 


2x  d x1  dx  • . 

— — =- , aequetur  quantitati  con- 
flanti 2 a,  & habebimus  xdx'dy  = 
ads* , ad  naturam  curvae  exprimen- 


dam. 


3°.  In  h'ifce  exemplis  differentiate 
prius  quantitatis  A evanefeebat.  Eu 
alterius  generis  exemplum.  Quaeritur 

curva  ejus  naturae  ut  ds  fit  maxi- 

ftiurn.  Eft  igitur  A =yn  ds.  Hujus 

difereiuialc  prius  eft  nyn~~~1dsi 


pofterius  y' dy : ds.  Ergo  nyn  lds 

=zd^li^  = (nyn  1 dsdy1  -f— 

ds 

yn  dsddy yn  dy  dds):  ds1,xel 

nyn  1 ds 1 ny*  1 dsdy1  = 

y1  dsddy yndydds.  Pro  ddy  feri- 

be  dsdds  ■■  dy  , id  enim  poflulat  dx 

conflans  , & erit  ny  ds1 

nyn  1 dsdy1 yndsxdds  : dy 

/d,  dds  ( ynds1dds — yldy1dds) : 

dy  ,ve  1 [ quia  ds1 dy1 dx1  ] , 

ny1  1dsdx1  = y"dx'dds : dy , aut 

denique  ny1  1 dyds y1  dds  = o. . 

Haec  autem  poteft  integrari , fi  per 
d s1  divifa  ponatur.  Nam  ipfius 

( ny1  1 dyds yndds):ds1  inte- 

grale  tby1 : ds  , quod  fi  ponatur  ae- 
quale conflanti  *n:dx,  tabebimus 

yn dx  ==  a’1  ds , xquationem  ad  cur-- 
vam. 


Digitized  by  Google 


CELERRIMI  DESCENSUS. 


77J 


lidcoqtie  EGx/CE;CGx(/CG — »CL)— GIx/EF.GDx(/LD — /GD)  N.LXXV 
.&^er;«*/.EGx/CE;GIx/EF=CGx(/CG — /CL)GDx(/LD— /GD) 

— [ ex  nat.  minimi , ut  didum  ] = CG : GD 


;Sed  EG  x /CE  : GI  x / EF = '•  Tfig  » cx  naC’  dcfc.  gr. 

«*"  M'We=CG!GD' 


Ubi  in  tranfitu  confidcrandum  proponimus  Celcberrim*'  Do- 
mino Nieu^entiit  ufum  differendo  - diftcrcntialium  £ qua: 
ipfe  immerito  explodit]  in  eo,  quod  affumere  coadi  fuimus  par- 
ticulam GL  ipfis  EG , GI  infinite  parvis  infinities  adhuc  mino- 
rem i abfquc  quo,  non  video  quomodo  ad  folutionem  Proble- 
matis via  patuiflct.  Sunt  enim  E G , G I elementa  abfciflTarum 
AH , quemadmodum  CG , GD  elementa  ipfius  curva: , 8c  H C , 
H E ipfa:  ejus  applicata: , carumque  elementa  CE,  E F ; adeo  ut 
Problema  ad  puram  Geometriam  redadum  huc  redeat , ut  in- 
veniatur curva , qus  elementa  fua  habeat  compofita  ex  elemen- 
tis abfcifiarum  directe  , & radicibus  applicatarum  inverfe  : qua 
quidem  proprietate  lfochrtnam  illam  HugeniAnam  , nunc  & oli- 
gochromtm  futuram  , tritam  nempe  notamque  Geometris  Cycloi- 
dem , gaudere  deprehendo;  quod  in  Fig.  3 , ubi  ACP  fcmi-Cy- 
cloidcm  , CM,  GN  duas  ejus  tangentes,  RQP  femi - circulum 
genitorem  refert , ita  porro  demonftro  : 


GD:GI=GN:GX*==VP:VX=VR:RX=v/RPVRXrv/HE] 

<GI:EG=  . . . GI  : EG 

EG:CG=CS:CM*=QS:QP=RS:  RQ=v^RS[v/HC]:  ^RP 


Ergo  GD:CG=v/RPxGIx  v/HC:  v/IIExEGx^RI 
° rT  rr 

= G I X y/H  C : EG  X y/HE  = ■yrjT'  : ~7ur"  D- 


* e»  mt: 

Cyeloii. 


Quod  fi  nunc  determinanda  fit  Cyclois , qua:  tranfeat  per  data 
punda  A & B , deferibenda  cft  fuper  bafi  horizontali  AH  quo- 

Effff  1 vi* 
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DE  CURVA  CELERRIMI  DESCENSUS. 


N.LXXV. yis  circulo  genitore  Cyclois  AT,  qua;  dudam  redam  AB  , & 
produdam  , fi  fit  opus  , fecet  in  T;  quemadmodum  enim  reda 
AT  eA  ad  redam  AB,  fic  diameter  circuli  genitoris  Cycloidis 
AT  eA  ad  diametrum  genitoris  quatfita;  AB  (k).  Alterius  gene- 
ris nec  minus  elegans  Problema  foret , (i  jam  porro  quatreretur  , 
quznam  ex  infinitis  Cycloidibus  [ aut  faltcm  Circulis , Parabolis 
aliifvc  curvis  ] per  A tranfeuntibus  , ac  fuper  eadem  bafi  A H 
conAitutis , illa  fit , per  quam  defeendens  grave  minimo  tempore 
ex  A ad  datum  perpendiculum  ZB  appellat.  Qui  fpeculationem 
de  maximis  & minimis  promovere  volet  , tentabit  (* ).  Nobis 
fufficiac  propofuifTe. 

Atque  ita  curva  hzc,  quae  tot  Mathematicorum  ingeniis  exer- 
cita fuit , ut  nihil  in  illa  eruendum  rcAarc  videretur , nova  pro- 
prietate confpicuam  fefe  nobis  fiAit  , quam  velut  perfedionum 
Tuarum  Colophonem  , quali  nihil  futuris  faeculis  debitura,  fub 
finem  adhuc  praefentis  adipifei  voluit,  poAquara  initio  cjufdera 
natales , ac  medio  dimcnfiones  omnes  cum  aliis  praedaris  affectio- 
nibus accepjflet. 

Cztcrum  monendum  cA  , quod  iifdcm  infiAendo  veAigiis  , 
pari  facilitate  reperiri  poAit  curva  , quam  mobile  per  medium 
inzqualis  denfitatis  vel  raritatis  latum  minimo  tempore  percurrat, 
quae  quidem  convenienter  principio  Ltibnitian»  Menfe  Junio- 
1681  (*)  demon  Arato,  eadem  reperiatur  necclTe  eA  cum  Curva 
RefrAclionis , quam  Hugenios  in  Tradatu  de  Lumine  pag. 
44.  contemplatur  , & cujus  identitatem  cum  illa  , quam  primo 
confideravit  Celeberrimus  Dnus.  L E I b n i t i u $ menfe  Septem- 
bre 1691  > (•)  pag-  446  « nofque  menfe  Junio  1653  • pag.  154, 
conAruximus  ) , confcio  Fratre  . jam  olim  deprehendi  ( g ). 

Sed  per  has  fpcculationcs  ad  alia  quoque  difficiliora  Proble- 
mata 


(‘)  Quia  fcil.  omnes  Cycloides 
funt  inter  fe  fimiles. 

(•)  Vide  Num.  LXX VIII. 

( * ) Radium  fcil.  luminis  via  fa- 
cillima a pun&o  ad  pun&ura  ferri  3 


hoceft,  via,  quae  tempore  minimo 
percurratur. 

(')  N°.  LV.pag.H8. 

( f)  N°.  LV I.  pag.  yyo. 

C«)  Vid.  Num.  GUI.  Art.  XIV. 
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mata  patet  accedus  , qualia  funt , qua:  de  figuris  Ifoperimctris  N.lxxv 
formari  poflunr.  Quaeritur,  exempli  gratia,  quaenam  ex  iis  om- 
nium fit  capaciflima  [ vulgo  creditur  ede  circulus  , & recte , fed 
fine  demondratione ; ] Quaenam  centrum  gravitatis  arca:  & pc- 
ripheris  fus  habeat  a bafi  remotidimum  , quam  Frater  obferva- 
vit  ede  Funiculariam , fed  ex  diverfo  fundamento  &c.  Haec  ita- 
que & talia  per  Methodum  Maximorum  ei  refolvcnda  proponi- 
mus. Prsfertim  vero , fi  vicem  reddere  volet , (equens  generale 
tentabit ; Quaeritur  ex  omnibus  Ifoperimetris  fuper  communi  ba- 
fi B N condituris  illa  B FN  [ Fig.  4 ] quae  non  ipfa  quidem  ma- 
ximum comprehendat  fpatium,  fed  faciat  , ut  aliud  curva  BZN 
comprchcnfum  fit  maximum,  cujus  applicata  PZ  ponitur  ede  in 
ratione  quavis  multiplicata  vel  fubmultiplicata  rcftx  PF,  vel  ar- 
cus BF  i hoc  cd , quae  fit  quotacunque  proportionalis  ad  datam 
A & redam  P F , curvam  ve  B F ? Huic  , ne  detredare  poflit , 
adjungimus  alterum  quod  de  infinitis  Cycloidibus  fupra  motum 
fuit  , majoremque  cum  fuo  affinitatem  habet.  Et  cum  iniquum 
fit , ut  quis  ex  labore  , in  alterius  gratiam  & cum  proprii  tem- 
poris  difpendio  rerumque  fuarum  damno , fufccpto  nihil  emolu- 
menti percipiat , prodit  nonnemo , pro  quo  caveo  , qui  foluturo 
Fratri , utra  laudes  promeritas,  honorarium  quinquaginta  impe- 
rialium decrevit ; hac  tamen  lege , ut  intra  tertium  ab  hujus  pu- 
blicatione menfem  fc  fufccpturum  promittat , ipfafquc  folutiones 
finito  anno , utcunque  licet  per  quadraturas  exhibeat.  Hoc  enim 
clapfo  fi  nemo  dederit , meas  exhibebo.  ( t ) 

Haec  itaque  occafione  Problematis  Phyfico  - mathematici  a Fra- 
tre mcnfe  Junio  primum  propofiti  hac  vice  dida  fu/ficiant.  Qu* 
ibidem  de  complanatione  fuperficierum  Conoidicarum  attigit  , 
cum  me  propius  fpedarent , jam  menfe  Odobri  * pertradavi. 
Nobiliffimum  Tschir.nhausium  uterque  eodem  men‘e  Ju- 
nio notavimus  f.  Unicum  igitur  in  Schediafmate  Fraterno  fuper- 
ed  , quod , ne  quid  intadum  praetereamus , enucleandum  redat  ; 

Fffff  3 .metho 

(»)  Vide  Nura.  LXXXII.  * N*.  LXXIII^  j-  N*.  LXIX, 
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DE  INVENIENDA  CURVA, 


N.LXXV.  methodus  videlicet , quam  celavit  , inveniendi  curvam  ex  fola 
da*a  relatione  ipforuromct  curv®  punclorum  ad  lc  invicem. 
Querenda  fit,  exempli  grada  , curva  AEC  [ Fig.  5.  ] talis . ut  pro- 
jetla  utcunque  ex  d3to  pundlo  D rcdla  D C , fccantc  curvam  in 
C & E , redi  angulum  C DE  sequetur  conflanti  fpatio  , puta  uni- 
tati , quod  primum  efl  exemplum  Fratris.  Ad  datam  politione 
rcclam  DG  ordinatim  applicentur  EF , CG  in  angulo  arbitrario, 
& fit  DE  = x,  EF=j,  DC  = s&  CG  = t , erit,  per  hypo- 
thelin,  CDE,  fcu  = 1 , & x=s — 'i  dcin  propter  fim.  Tr. 
DEF  & DCG,  EF  fcu  y=tx:z.  = /*—».  Fundamentum  fo- 
I titionis : Talis  fupponarur  arquatio , fcu  relatio  inter  x & J , ut 
lubflitutis  iplarum  valoribus  modo  inventis,  flmilis  vel  eadem  in- 
ter e & / relatio  rcfultet  , qua:  inter  x & y > quod  hic  ita  fit  : 
Pono  J=a xm+bxu  , erit,  fadla  lubftitutione,  az.-1 

five  / = 4-  qua:  ut  aflimilctur 

priori  a xm  + bxnt  comparo  cum  bxn  , & bz.~n+-% 

cum  axm>  ac  reperio  utrobique  £ = *,  nec  non  » = *■ — m i 
unde  concludo,  naturam  curva:  quarfitac  elTe  j=axm +xx*-m  * 
vel,  quod  eodem  modo  oftendetur  , y = axm  •\-axx~m  + hx9 
.+  bx  *-  ». 

Haud  abfimilitcr  folvuntur  duo  fcquentia  , qua:  habet , Pro- 
blemata pag.  166 , quorum  pofterius  in  Programmate  fuo  gene- 
raliter ita  proponit,  ut  loco  utriufque  fegmenti  fumatur  qua:cun- 
que  ipforum  poteflas  qua:  fit  m.  Huic  curva  fatisfacit  ( 1 ) , qua: 

expri- 


{ i ) Nifi  fallor,  iftafuit  Au&oris 
noftri  Analyfis.  Quoniam  xm 

= 1 , erit  [ multiplicando  per  xm  — 

m , 2>n  2 m m m . 

z , ] x 1 — x — z , vel 

m 2m  m 2 m p r 

x z = x x . roney 


— ayf’  -J-  , & quoniam  eadem  ell 

inter  t & z «latio  , quae  ell  inter y 

& x,  erit  quoque /=  az^ -f- bz3. 


Denique,  quia x:y  — x:  t,  velxr; 
y r = zr : / , aut , aequando  media 
extremis , t x T — z y T ; erit  [ fub- 
flitutis  valoribus  ipforum  yT  &/”,] 

«r-r+.  b~j~r = *xf_Vixf'r. 

Comparetur  haec  aequatio  cum  prima 

m 2rn  m 2m  . • 
z 1 =x  x ,&inve- 

nietur  <*— 1 , t = — I, p — r = «. 

vel 
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, m zmn  ^ . N.LXXV. 

exprimitur  per  y=x(x  — a:  ) . Qua:  vero  ultimo  fub- 

jungit  pag.  167  C)  fcd  abfquc  folutione;  his  curvas  fatisfaciunt 

mechanicas,  quarum  natura  cft  7 — x (a+f(dx:'xlx  ) )*  pro 
fig.  i;  & ty  + cyy  + c? , &c.  — (a+f(dx:  xlx ))"  pro  fig. 

3 , [intellige  per  Ix  logarithmum  ipfius  x ].  Quanquam  ta- 
cere  non  poflum  , aflumi  hic  aliquid  dubias  & fufpeda  veritatis  ; 
videlicet , portiones  femper  cfle  unius  ejufdemque  numero  curva, 
qua  eadem  aquatione  denotantur.  Dari  enim  pofliint  exempla  in 
contrarium , faltem  in  curvis  mechanicis , ubi  hoc  non  contin- 
git , cademque  asquatio  diverfas  numero  curvas  dclignat , quod 
vel  ex  his  lpfis  exemplis  liquet  ; quandoquidem  ha  aquationes 
y=x  (d+/(dx:  xlx))"  &c.  non  magis  quadrant  pro  hypo- 
thcfi  xzz=:  i , quam  pro  quavis  alia  xzl  , aut  xz'  , aut  xzP 
= i ; quibus  tamen  hypothefibus  omnibus  unam  eandemque 
curvam  fatisfoccrc  implicat.  Hoc  itaque  ulteriori  Ledorum  Icruti-- 
nio  perpendendum  relinquimus. 

Pene  hac  abfolveram,  cum  praferrentur  ad  nos  Acia  menfis 

No-- 


vcl  p — m-\-  r , Scq- — r = am,  vel 
Igitur  aquatio  affumpta 

y =axP -f -bx^  abit  in  hanc  jr- — - 

m+-r  um+-  r .r  r 
x — x , autjy 

( *”* x2m ) vel  radicem  r extra- 

hendo,^ = x ( xm  — x2m)I'r,  aut, 

faciendo  i ==  n,y—  x(xm x2’")n. 

Sed  facile  apparet  particularem  efle 
folutionem  , quaque  non  fine  aliqua 
fagacitate  , ad  alios  cafus  fimiles  ap- 
plicari poterit.  Univerfalior  eft  Ce- 
lcb.  Newtosi  Solutio  (Ada  Erud. 
1697,  Mai.  pag. 223)  quam  illuflra- 
rujit  Viri  Celeb.  Hermannus, 


Comm.  Ac  ad.  Petrop.  Tom.  IV  , pag.  • 
40 , Clairaut  Sc  Fontaine  , Ad. 
Acad.  Parif.  ad  ann.  1754,  p.ig.  ■ 
195,  & 527,  Edit.  Parif.  pag.  2(58,  Sc- 
724 , Ed.  Amft. 

(i>)  Quarebatur  curva  ejus  pro-;* 
prietatis  , ut  duda  a dato  pundo  re- 
da qualibet  curvam  in  duobus  pun-' 
dis  fecante  , folidum  fub  uno  feg- 
mento  «Sc  alterius  quadrato  conflans 
effet.  Sed  obfervarunt  Erud.  Galli 
fub  finem  nota  pracedcntis  laudati  , • 
hujufmodi  conditionibus  nullam  cur- 
vam fatisfacere.  Quare  non  fatis  ca- 
pio, quid  libi  cum  folutione  fua  velit 
Nofler  , & iple  ejus  infuificicntiam  1 
fatis  animadveitille  videtur. 
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N.LXXV.  Novembris  in  quibus  Nobilis  Au£tor  Meditatorum  Geometricorum  *, 
eodem  mcnfc  Anni  1695  publicatorum  , motis  fibi  fcrupulis 
nonnullis  fatisfaccrc  ac  fua  vindicare  fatagit , coque  ardentius  in 
nobis  defiderium  accendit  videndi , pcnitiufque  introfpiciendi  tam 
pneclara  inventa.  Dixi  enim  me  nullatenus  dubitare  quin , pro  ex- 
cellenti quo  pollet  acumine , quicquid  pollicitus  elt  prxflare  pof- 
fit ; atque  optare  tantum,  ut  fpeciminum  loco  talia  promat,  quae 
etiam  iis,  quibus  de  vafliffimo  Viri  ingenio  aliunde  non  condat, 
perfuadere  queant ; quo  nomine  ipfum  iterata  vice  Se  perhumani- 
ter pullandum  cenfemus.  Nam  quod  proprietatem  fpedat , quam 
focis  curvarum  attribuit,  cum  ea  quibufvis  pun&is,  adeoque  non 
focis , qua  focis , competat , difficulter  quis  capiat , quid  hxc  ad  na- 
turam focorum , aut  curvarum  per  focos  cognofcendam  condu- 
cat. Quemadmodum  etiam  intcllc&u  haud  facile  exiflimo,  quo- 
modo qua:  figur.  1 Se  3 t de  Ellipfi  Se  Parabola  offendit , ad  om- 
nes alias  etiam  diffi  miles  Se  di verforum  generum  curvas  applicari 
poflint , cum  illa  duntaxat  cjufdcm  generis  & fpccici  curvis  qua- 
drent , ac  pratfertim  polterius  illius  tantum  generalioris  confccta- 
rium  fit  , quod  jam  Anno  16 fi  **  exhibui.  Et  quod  ultimo 
docet  de  abfeindendis  ex  quavis  curva  portionibus  in  data  ratione; 
hoc  plane  fallere  dixi  in  Parabola,  quod  etiam  agnofccrc  videtur 
Acutillimus  Aucior ; aut  fi  dubitet , ego  paratus  lum  demonlfra- 
re : unde , fi  nihil  aliud , faltem  hoc  novo  exemplo  roborari  opus 
haberet. 

* N*.  LXX VIII.  **  N-.  XLIX.  pag.  coi. 

t N‘.  LXVIIL 


N\LXXVI. 
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JACOBF  BERNOULLI 
SOLUTIO 


DIFFICULTATIS  CUJUSDAM, 

Circa  naturam  Flexus  contrarii. 

Dixeram  in  Meditatione  de  natura  ofculi,  Menfc  Martio ASaErud. 
1691 , pag.  1 16  * , Quod  in  omni  Flexu  contrario  Circulus 
ofculator  infinite  magnus  . adeoque  Curvetio  Linea  nulla. 

Hoc  enim  ex  notione  flexus  contrarii , & illa  naturae  lege  , qua 
conftantcr  faltum  abhorret , fatis , puto , per  fc  manifeftum.  II- 
luftriflimus  tamen  Dnus.  Marchio  Hospitalius  ingcniolc  mihi 
objecit  cafus  quofdam  particulares , ubi  contrarium  evenit , & cir- 
culus ofculator  infinite  parvus  cft  i ut  in  curva  G A g [ fig.  1 . ] 
cujus  natura  cft  aax*  =y' , Sc  qua:  in  verdee  A habet  flexura 
contrarium  , tametfi  radius  ofculantis  circuli  ibidem  fit  nullus  , 
quippe  quae  ex  evolutione  curvas  IAi  per  ipfum  verticem  A 
tranfeuntts  deferibitur.  In  quo  fane  Vir  laudatifiimus  quiddam 
valde  fingulare  detexit  i cum  hoc  aflertioDcm  meam  didamque 
natura;  legem  prorfus  evertere  videatur.  Stante  enim  hoc  Axio- 
mate Natura  non  facit  J altum  , fed  etiam  in  minimis  agit  grada- 
tim,  difficulter  concipi  poteft , quomodo  partes  curva , uno  fen- 
fu  inflexa , fcnfu  contrario  fledi  & incurvari  poliant , nifi  prius 
amifia  curvedine  fitura  inter  fc  diredum  acquirant,  Ergo  ubicun- 
Jac.  Bernoulli  Opera.  G g g gg  que 

* N°.  XLVILpag.480,181: 


0 
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que  id  accidere  videtur,  credendum  cft  , in  illo  puntto  virtuali- 
ter  contineri  omnes  curvcdinis  gradus  intermedios  i quod  fic  ex- 
plico. Loco  curvat  xmx'  =y> , concipio  hanc  aax'=y' — 
bby'  , quas  curva  hujufmodi  plexus  format , quales  in  Fig.  1 rc- 
prifcntantur , critque  polita  AH  = x,  & HG=),  applicata 
in  vertice  A C = b , & applicata  in  extrema  ora  finus  ACS 
fcilicet  ST  = £\/*  (*).  Radius  circuli  ofculatoris  [fa&a  inluper 
ayy — 4^  = /’ , yyj — 3 bb-=tt,  & 5 yy — 9bb=ztiM~\  uni- 
vcrfalitcr  reperitur  (9J*  + t*)  V (9**  + t*) : 6asuuy  (fc).  Un- 
de difeimus , primo , radium  oiculi  fore  infinitum , fi  vel  s > vel 
u , vel  y fit  = o , id  eft  ,.  five  y fit  = o , five  = b , five  == 
3 b:*J  5.  Secundo,  aliis  vero  in  cafibus  femper  finitum,  ut  in 
pun&o  S,  cum  y = b V »>  quo  cafu  radius  hic  [pofito  \abb  = 
z’ ] fit  = \/ ^5 4 z.  Tertio,  eundem  fore  pofitivum  , fi  vel  am- 
bi / , 5c  u u fint  negata: , hoc  cft  , fi  fit  y < b ; vel  affirmata; 
amb® , id  eft , fi  y > 3 b:  ^5.  Quarto  , negativum  autem  ,.  fi 
exiftente  s affirmata , uu  maneat  negata  , id  eft , fi  y fit  > b , & 
< 3 b : yj  5 . E quibus  porro  colligimus , curvam  in  parte  ASG , 
fic  E F G [ fuppofita  in  E applicata  y = 3 b:\l  j ] verfus  axem 

cavam 


( •-)  Nam , in  punfto  S ordinata 
tangens  efl;  igitur  dx=.  O.  Diffe- 
rentixtur  itaque  aequatio  a:xi~y' 

■ bby  , trattando  x ut  conflantem, 

& habebis  O—J y*dy 3 bbyydy  , 

aut,  dividendo  per yydy.y  $yy  — $bb, 
atqu ey  — by/  f. 

(k)  Aquationis  4 ax' y * 

Wjy ' , vel  x =•  4 * (y1 bby !)J, 

J 

differentiate  efl  </x=j4  1(y>  — 

2 

bby')  J ( C y* zbbyy)dy 

*—  ( s yy — 3 ) yyb  • 3 ( *yy  — 

2 

a!  b')  T yy,  feu  faciendo  yyy  — 3 bb= 
U,  Si  loydy  =z2tdt , nec  non  ayy 


alb- — i1 , atque  2aydy=yssds, 

efl  dx=ttdy : 3 xx  , & ddx 

{S  11  tdt 6ttsds)  dy : 

— ( 6 s'  tdt 6 1 1 s s d s ) dy:  yts 

= ( 30  i!ydy' 4 attydy' ) : 9^ 

= ( 3 °x  —44«)  ydy 1 : 9 x : * = ( 1 04 yy 

I Bdbb)ydyl:  $s'  = 24  uitydy1:  9 ss 

[ faciendo  uu  = y yy  — ybb  ].  Efl  e- 

tiam  elementum  curvae  dz y/Cdx* 

4 -dy1)—  \/(t*dy1:  dy1)  =, 

dy  \/  ( 9j+  -f-r4)  : 3 x-x.  Igitur  cum 
radius  ofculi  lit  [ Vid.  Num.  LVIII. 
pag.  378  ] = dV  : dyddx , invenie- 
tur, fubflitutis  his  valoribus  ((  9x^4* 
t*  ) y/  ( 9 x4  -f- 1*  ) dy 1 : 27  xs  )'.• 
(2  au  u ydy' : 91’  ) = (9x4-f -/♦) 
(p.x+  4-f"+  ) S 6 as  u uy. 
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cavam  efle , in  parte  CDE  convexam ; & punita  A , C & E efle  Nu<"- 
punita  flexuum  contrariorum , ibique  nullam  curvedinem  efle  ; 
in  punito  vero  aliquo  duobus  flexibus  intercepto , ut  & alio  quo> 
dam  ultra  flexum  extremum  E,  puta  in  punitis  B,  D & F cur- 
vedinem eflc  maximam,  ac  proinde  curvam  a G verfus  A or- 
dine deferibi  alterna  convolutione  & evolutione  curvarum 
IKLMNOPQR rq ponmlki.  Jam  fi  b fcnfim  intelligatur  mi- 
nui, ac  tandem  cvancfccre , ut  loco  atquationis  aax'=y' — 
bby'  refultet  aax1  =ys , manebunt  quidem  radii  circulorum  of- 
culatorum  in  punitis  A , C & E infiniti ; fed  radius  puniti  S fiet 
nullus  quippe  ; quapropter,  cum  hate  omnia  punita 

tum  coalcfcant  in  unum  punitum  A , fequitur , in  hoc  punito  ra- 
dium circuli  ofculatoris  efle  fimul  & o & 00  ; adeoque  punitum 
illud  A eminenter  in  fe  continere  omnes  curvedines  a maxima 
ad  minimam,  omnefque  evolutas  KLMN  &c.  nmlk  in  unam 
rcitam , axem  videlicet  curva:  AH , coincidcrc.  Ex  quo  tandem 
illud  evincitur , quod  in  Fig.  1 , Evoluta  curvae  GAg  proprie  non 
fit  iola  curva  IAi , fed  una  cum  aflumpto  axe  HAh , ita  quidem 
ut  gignatur  per  convolutionem  5 c evolutionem  hoc  ordine  fa- 
itam  IAHhAi  , radiufquc  circuli  ofculatoris  in  extremitatibus 
tantum  puniti  A [fi  ita  loqui  fas  cft]  nullus  fit  , in  parte  vero 
intermedia  infinitus. 

Explicationem  noftram  confirmat  infuper  hoc,  quod  circulus 
fuper  quolibet  punito  axis  infiniti  AH  per  A deferiptus,  adeoque 
& ipfa  linea  reita  MN,  ob  axem  AH  curva:  in  A perpendicula- 
rem , curvam  ibidem  tangit , eandemque  ob  flexum  contrarium 
fimul  fccat ; quod  cum , nemine  nunc  refragante , fignum  ha- 
beatur ofculi , fequitur  infinitos  hos  circulos  curvam  in  A ofeu- 
lari , omnefque  proin  curvcdinis  gradus  eminenter  in  hoc  punito 
contineri.  Id  quod  hac  vice  oitendendum  fufeepi  . ad  aflertio- 
nem  meam  olim  editam  cum  Iiluflriflimi  D.  Marchtonis  obler- 
vatis  utcunque  conciliandam.  Habui  quidem  hanc  fpcculationcm 
jam  dudum , fed  negleita  jacuit,  jacuiflctque  diutius,  nifi  anim- 
adverfionem  Viri  perilluftris  nuperrime  in  Suppltmtmornm  To- 
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Nurn.  mo  III , Scftione  II , pag.  7 8 , ex  Commentariis  Mathematico  Pbjficis 
lxxvi.  Partjie„f,bus  rccenfitam  , atque  etiam  in  ejus  Analjfi  infinite,  par- 
vorum pag.  19  > publicatam  vidiffero. 


N“.  LXXVIL 

JACOBI  BERNOULLI 
ADDENDA 

AD  CONSTRUCTIONEM 
PROBLEMATIS 

BEAUNIANl.  * 


Dixi  tum,  quod  fi  curva  data  AC  [ Vide  ibidem  Fig.  f.], 
fit  cx  genere  Paraboloidurn  , denotante  v aequationis- 
a J y z==z.j  dxT+z  x * d x , numerum  quemcunque  integrum 
& pofitivum  , curva  quarfita  E D obtineri  poteft  abfque  quadra- 
turis , per  folam.  Logarifhmicam  ; fcd  non  adjeci , curvam  hanc 
omnino  quoque  polle  efle  algcbraicam.  Itaque  nunc  dico  am- 
plius : 

1.  Quod  eo  cafu  (emper  dua?  fatisfaciunt  curvae,  Mechanica 
& Algebraica.  (a) 

• x.  Idquc 


* N°.  LXXII. 

(»)  Mechanica  nerape^j  quando 
in  aequatione  ultima  F [ Vide"Num. 

LXXII,  Not.  c , pag.  73-fr» 735  > ] 


ponitur, t variabilis.  Tunc  enim  aeq. 
(F)  rfdr-frfix-f.i.2. 3-4.ya</x 

n.  integrata  dat  t— — 1.2. 3.4.  J4 

— - Nx;  ubi  Nx,  quantitatem  tranf- 

cen- 
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1*  Id  que  non  tantum,  cum  curva  AC  dV  ex  numero  Para-  Num. 
boloidum  , fcd  etiam  quotiefeunque  talia  , ut  ejus  applicata  B C LXXVH. 
exprimatur  per  quotlibct  poteftarcs  integras  & pofitivas  ipfius  x, 
hoc  e/t  x G terminus  xvdx  quotcunquc  membris  conilitcrit  ; ve- 
titi fi  fit  4dy=.ydx  >dxzizx  * dxdb.xvdx , &c.  (b) 

3.  Quod  algcbcaica  cjufdem  perpetuo  gradus  futura  efi  cum 
data  AC. 

4.  Hinc  fi  AC  reda  cft , angulum  conftituens  cum  axe  A B , 
fitu  Vz=  1 , Se  ED  reda  efle  poterit  [quod  jam  olim  etiam, 
cum  Problema  Beauniaxum  inter  nos  rcvivilccrct , animadverium  • 
mihi  fuit  ].  Si  AC  cft  Parabola  communis,  ipla  ED  quoque 

Ggggg  3 talis 


cendentem,  numerum  fcil.  cujus  x efl 
logarithmus , denotat , adeoque  cur- 
vam mechanicam  arguit.  Quod  fi 
in  eadem  aequatione  ponatur  t con- 
flans & d t = O , habebimus  t = 

1.  2.  3 . 4.  y a ; unde  regrediendo 

ad  aequationem  primam  ady- J- 

ydx x'  dx : 4+  = o , inveniemus 

y=  x’  ••  a* yx+  .•  4’ 4-  4-  y x1:  a1 

— 3.4.  y x*.-  4 -f-  2.  3.  4.  y x .•  4 — — 
I.2.3. 4-y  4,  quae  curvam  geometri- 
cam repra-fentat. 

(k)  Si,  per  methodum  in  Nota 
c,  N1'.  LXX1I  expofitam  , gradatim 
reducatur  aequatio  ady ydx 

•j-AxVdx-{-Bxv  ^x-f-Cx1^*  2dx .. 
-f-  Zdx  = 0 , devenietur  tan- 
dem ad  aequationem  hujus  formae 
adt  • tdx  -f—  (Z-j-  I.4*4-I«2.4'AT 

+■1.2.  3 4'  V 4-  1. 2.  3 ... . 

'j* rA  ) dx  j in  qua  poteft  poni  dt 
= 0 , & erit  conflans  r==  Z 4-  i-aX 
4- 4“  3 .. . va*A.  At 

fi  ponatur  t variabilis , erit  dx  = adt: 
( t Zr I,4r . , — I.2.3  • • 


. . v 4»  A ) , & integrando  x = log. 
(l — Z — l.aY...  — 1.2.3  • 

vel  t = Z 4-1.4*' 4 4--1. 2. 3 . . 

v a*  A 4~  A’x.  U nde  erit  y = A x * 

+ (B  + vaA)xv^'  4-  (C4- 

(v l)aB-\-(v 1 )valA)xV  2 

4-(Z>4-(v 2)aC-\-{V — 2)  (v — i) 

a‘B-\~(v — 2)(v — i)va,A)xV  2 . . 

4-  (Z4-i.4r4-i.2.41Ar4- 

i.2.3.4’Z4-.. ..  4-  1.2.3...  wA), 

quae  eft  aequatio  ad  curvam  algebrai- 
cam  gradus  v.  At  fi  huic  valori  ip- 
fius y adjicias  A^x,  habebis  aequatio- 
nem ad  curvam  mechanicam.  Sic  in 
exemplo  Aufloris  noflri  pofl  §.  f , 

ady ydx  4-  x'dx : aa  — 3 xxdx.a 

■\~bxdx'.a= o.  Pone  in  formula  gene- 
rali v=3,  A—\:aa,  B^=  — 3 :a,C— 
b : 4 , & invenies  y x* : a a 4- 
( 3 .44-3  .-4)x'  4-  (b.  a 

2 • 34" 2.3  )x4-(°4-* — 1-2.34 

4-1.2. 3.  a)  x’.-  aa-{-b  x : a b , 
cui , fi  placet , addatur  TVx : prorfus 
ut  docet  Auftor  nofier. 
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1 v‘i  1 ta‘>s  erit ; fcd  fi  AC  eft  Parabola  cubica , erit  faltem  ED  una  ex 
curvis  fecundi  genens  ore. 

j.  Quod  didhim  de  zquationc  4dy=ydx±.xv  dx , idem 
quoque  intelligcndum  de  aequationibus  differentio  - diflfcrentiali- 
bus,  aadd]=ydxl  zi=.  xvdxl  4'dddj  =ydx'  z±zxvdxl  , ahifquc 
altiorum  graduum  in  infinitum,  quibus  fingulis  [fumptis  dx  ae- 
qualibus J in  cafu  exponentis  v integri  & pofitivi , tranfeenden- 
tes  pariter  & algcbraica:  curvz  iatistacere  polluat.  (e) 

Unicum  exemplum  efio  loco  omnium  : Sit  curva  data  AC 
vel  IC  [ ibidem  Fig.  1 , vel  3 ,]  cujus  applicata  BC  = x' ; 44 
— 3 xx  : 4-\-b  x : 4 , hoc  eft  , fit  zquatio  conftruenda  4 dy  = 
ydx  — x'dx:  aa  -f-  3 xxdx : 4 — bxdx : a.  Dico  , fi  in  redta  in- 
finita BG  , fcu  ex  G pun&o  logarithmicz . fcu  ex  B punfto 
tantum  axis,  abfeindatur  furfum  quantitas  algcbraica  x':  4 a-\- 
bx : 4 + b ■,  fore  , ut  obtineatur  utrovis  modo  pundtum  in  opta- 
ta 


C")  Id  unico  exemplo  oflendifle 
fufliciat.  Proponatur  aequatio  aaddy 
— ydx1- 1-  Ax  'dx'  -\-Bx'dx --\-Cxdx 1 
-j-  Ddx1  =0.  Pon c y—  Ax'  -\-p  , 
aut  dy  = 3 A xxd  x -f-  dp , ac  ddy  = 
6Axdx 1 -|-  ddp  8c  aequatio  mutabitut 

in  addp pdx 1 -f-  Bx'-dx'-  ( C- 1— 

6aaA  ) xdx  -i-Ddx1  =.0.  Fac  p = 
Bx’+-q  , unde  erit  ddp  = 2 Bdx1  +- 

ddq,  <5c  aequatio  abibit  in  aaddq 

qdx1 4-  ( C+-6aaA  ) xdx1  -|-  ( />  -J- 

2 aaB  ) dx1  = o , quae , pofito  q 

(C +-6aaA)  x4-r,  ac  ddq  = ddr, 

abit  in  hanc  aaddr rdx  -j-  ( D -f- 

2*aB  ) dx1  — O , vel  faciendo  ( D+- 

2aaB  ) = E , in  aa  ddr rdx1  +- 

Edx1  = O , quae  jam  rcfolvenda  ve- 
nit. Manifeftum  autem  eft  poni  pof- 
fe  ddr^=  O,  atque  erit  conflans  r = 
£=/?  4-  2aaB.  Igitur  aequatio  y 
= Ax’+  6aaA  } x 


-j-  ( Z>  -f-  2aaB) , fatisfacit.  Sed  po- 
natur r variabilis,  de  multiplicando 
per  2 dr  (ingulos  terminos  aeq.  Aaddr 

rdx1  -f-  Edx:  = O,  ea  fiet  inte- 

grabilis  , 2 aadrddr  — 2 rdrdx1  -f- 
O-Edrdx1  = 0.  Ejus  enim  integralis 
[ addita  conflante  ccdx 1 ] eft  aadr1 

rrdx1  -f-  2 Erdx2  -|-  ccdx1  = O , 

uae  dividendo  ac  radicem  extrahen- 
o induit  hanc  formam  dx  — aadr  : 

y/{rr 2Er-\-cc ) quae  rurfus 

integrata  , erit  [ addita  conflante  e J 

x -f -c  — aa.  Log.  ( r E \J(rr — 

2£r-f-cr),  unde,  feribendo  Nx  pro 
numero  cujus  Logarithmus  eft  x-\-f, 

habetur  r=E-j-JAx-f-(  EE 

cc)  : iNx.  Eft  itaque  y — Ax J 
Bx1  + ( C -\-6aaA  ) x+  £-[>  i 

4-  ( £ £ c r ) : 2 #x , quae  non 

diftert  ab  tequatione  algcbraica,  nili 
in  duobus  terminis  ultimis. 
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ta  curva  ED;  qua:  proptcrca  priori  cafu  tranfccndens  fiet,  po-  Num- 
ftcriori  algcbraica , & ejuldem  generis  cum  data  AC  vel  IC.  LXXVH. 

Ex  quibus  omnibus  , nefeio  an  obfervatis  haftcnus,  pratclarc 
confirmatur  ejus  veritas , quod  ad  Problemata  Groningani  Pro- 
grammatis nuperrime  * notavi  , fieri  fcilicet  pofie , ut  una  ea- 
demque  atquatio  differentialis  differentes  numero  graduque  cur- 
vas defignet.  Hic  enim  exempla  produxi  infinitarum  talium  ,, 
qua:  curvis  etiam  toto  genere  divertis  quadrant. 


* N".  LXXV  /pag.777. 


N°.  LXXV  III. 

JACOBI  BERNOULLI 


DEMONSTRATIO  SYNTHETICA 

PROBLEMATIS 

De  infinitis  Cycloidibus  t> 
abfique  adminiculo  infinite  parvorum 

Item  Conftrufiio  aliorum  huic  affinium 
a fie  propofitorum  menfie  Maio  Anni  1697.  * 


CUm  fub  finem  Anni  1696  folutionc  mea  Problematis  de  /f  i.  Em  1, 
curva  celerrimi  defcenfus  , quam  omnibus  nunc -confiat 
efle  Cycloidem  , Lipfutm  paranda  occuparer  ; animum 
fubiit  aliud,  huic- quidem  quoad  materiam  affine  , fed  quoad  api 


plica* 


* N°.  LXXV.  p.774. 
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Kum.  plicationem  methodi  de  Maximis  & Minimis  plane  diverfum  i quo 
LXXVIII  vije|icet  pQrro  quxritur  , quxnam  cx  infinitis  Cycloidibus  illa 
fit , per  quam  defeendens  grave  ad  datam  quandam  politione  li- 
neam citifiimc  pertingat.  Et  quoniam  ex  confiderationc  fimili- 
tudinis  Cycloidum  folutioni  viam  patere  illico  videbam,  indequ* 
animadvertebam  modum  operandi  in  omnibus  aliis  curvis  fittnli- 
bus  eundem  cxiltcrc , imo  non  ad  defcenfum  tantum  celerrimum, 
fed  ad  plurimas  alias  curvarum  fun&iones  applicari  polle ; quem- 
admodum fi  quxratur  cx  infinitis  curvis  limilibus  illa,  cujus  in- 
ter commune  principium  & datam  politione  lineam  interceptus 
vel  arcus , vel  arca , vel  nata  converfionc  arcus  fuperficics , aut 
jpatii  converfionc  iolidum  fit  minimum  &c  cooltitui  Problema  , 
non  minus  utile  quam  elegans , publice  proponere , ut  Sc  alti  ejus 
contemplationi  vacare  , mecumque  in  partem  folutionis  venire 
pollent. 

Ad  imitationem  itaque  Fratris,  qui  in  Programmate  fuo  Pro- 
blemati de  curva  celerrimi  dcfcenlus  > alia  minus  principaliora 
adjunxerat , primario  meo  de  Figuris  Ifoperimctris  Problemati 
ipli  vicifiim  proponendo  alterum  hoc  fccundarium  fubjcci , led 
duobus  tantum  verbis  , & in  calli  duntaxat  fimplicifiimo  linea: 
rc&ac  verticalis , nec  nili  Cycloidis  , Circuli , Parabolatque  fafta 
mentione  , ftudioque  etiam  fupprelTa  voce  curvarum  fimilium , 
tum  quod  pcrfuafum  haberem  , qui  in  una  quxlitum  prarltitcrit , 
in  omnibus  pariter  illud  prsrtirurum  efie  , tum  quoque  nc  fun- 
damentum folutionis  nimis  aperte  darem.  Fa£tum  autem  clt , 
hoc  non  obftantc,  ut,  prxter  Fratrem,  Vir  Illuftrilfimus  Dnus. 
Marcbio  Hospitalius  adyta  Problematis  optime  penetraret , fo- 
lutioncmque  non  tantum  lmjus , fcd  & aliorum  hujas  occafione 
a Fratre  Mcnfe  Augullo  1 697  , Diarii  Gallici  * propofitorum , 
nupero  Aihrum  Janusno  exhiberet.  Ego  itaque  , ne  actum  a- 
gam , ncc  tamen  etiam  nihil  inventi  mihi  aiTcraro  , cum  totum 
jure  potuillcra  , illa  tantum  , qua:  ab  Illuftnflimo  Viro  Fratreque 
meo  intacta  rei  icta  iunt , delibare  brcyitcr  j ac  primo  quidem 

Problc- 

* Vide  Nurn.  fequentem. 
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Problematis  a me  in  Cycloide  propofiti  dcmonftrationcm  fyn-  Num- 
theticam  citra  adjumentum  infinite  parvorum , in  gratiam  'eorum  LXXV1U- 
qui  horum  calculum  vel  ignorant  vel  improbant,  exhibere  ani- 
mus cft  ; quod  faciam  fuppofitis  tantum  vulgo  notis  Lemmatibus  , 

i9.  Quod  arcus  circuli  major  ad  finum  fuum  majorem  ha- 
beat rationem , quam  minor  ad  fuum. 

»*.  Quod  Tangens  major  fit  arcu  fuo. 

Propositio. 

Si  fuper  eadem  bafi  horizont  aliter  conflit  ut  a A R dua  conflflant 
Cycloide s A F C , A B P . [ Fig.  1 ] quarum  altera  A F C , datum 
perpendiculum  ZB  ad  angulos  reflo  s Jecat  in  C , ac  dimittantur 
fitper  illis  duo  gravia  ex  communi  principio  A , illud  quod  per  AFC 
defeendit  breviori  tempore  ad  perpendiculum  appellet . 

Demonstratio. 

Sunto  axes  Cydoidum  ZC , RP ; femicirculi  genitores  ZLC,‘ 

RTP,  quorum  ille  radio  GL  in  duos  quadrantes  fit  divifiis. 

Fiant  AR,  A Z , AH  proportionales , ducanturque  rc&a:  H F , 

F D S , C I , B E , illa  perpendicularis , hx  parallela:  bafi  , nec 
non  ZDI  & huic  parallela  FM  , ut  ex  figura  liquet : erunt  AR 
& AZ , AZ  & AH , RP  & ZC , RTE  & ZLD  partes  Cycloi- 
dum  fimiles , adeoque  proportionales.  Quare 

I*.  Hypothefts.  Si  A K *>  A,Z.  L D : GS  LZ  :GZ  [ Lem'. 
i ] , & permutando  LD.  LZ  <GS:  GZ,  componendoque 
D LZ:  LZ  <SZ:GZ;  fumptis  confcquentium  duplis  DLZ: 

CLZ  S Z : CZ  = SD : CI  <3  SD  : CD  [ Lem.  1 ] inverfe  & 
permutatim  CLZ : CD  > DLZ : SD , & tandem  per  converfio- 
nem  C LZ : D LZ  > DLZ : DLZ  — S D , hoc  eft , ex  natura 
Cycloidum  AZ:  AM  < AM  : AH;  unde  \fAZ  : sj A H 
[=v/RP:  v^CZ]  < AM  [DLZ,]:  AH  — ETR:  AZ  = 
jac.  Bernoulli  opera.  Hhfihfi  ETR: 
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Num.  £TR  r CLZ.  Ergo  E T R : ^ R P > C L Z : V C Z.  Sunt  an- 
LXXVIli.  tcm  quantitates,  ut  tempora  dcfcenfuum  per  AB  & per 
AC , dcnaonftrante  Hugenio  in  Traflatu  de  Pendulis , & nu- 
per id  quoque  aflumente  Illuftriftimo  HospitaUo.  Ternpu$ 
igitur  per  AB  majus  eft  tempore  per  A C.  ^ e.  d. 

1'.  fypotkefis.  Si  AR  < AZ.  ZM  — FD  = CD>  DS  =± 
HM;  cum  igitur  hoc  cafu  fiat  AH  > AZ,  erit  AM  major  me- 
dia arithmetica  , coque  fortius  media  geometrica  inter  A Z & 
AH;  unde  ftatim  in  ipfis  terminis  habetur  AZ:  AM  < AM: 
A H , c quo  catcra  deducuntur  ut  prius. 

Catcrum  generaliter  obfervabam , in  omnibus  cjufmodi  qua- 
ftionibus,  ubi  ex  infinitis  curvis  fimilibus  aliqua  invenienda  eft, 
qua  funflioncm  quampiam  optime  praftet  , quod  duarum  cur- 
varum quarum  interfcflionc  quafitum  determinatur,  altera  fem- 
per  poftlt  efie  Linea  , quam  voco  , Functionis  , adeoque  nunc 
mechanica,  nunc  algebraica  , dum  altera  perpetuo  eft  algcbraica.* 
quod  hujus  vices  ipfa  femper  refla  praftare  pollit;  ejuo  cafu  al- 
tera , utut  plcrunque  a linea  functionis  diverfa  , ab  ejus  tamen 
deferiptione  dependet : quod  amba  denique  data  cuidam  c cur- 
vis fimilibus  fic  adaptari  queant,  ut  earum  ordinata  vel  inter  fc 
fint  parallela,  vel  hujus  fiant  tangentes , aut  perpendiculares,  aut 
alio  alique  modo  ilii  applicentur.  (*)  Exempla  funto: 

I.  Ex 


(•)  Longe  alia  eft  harumee  qua- 
flionum  folvendarum  ratio  , quando 
propofita  curva  , inter  quas  illa 
quaritur  cujus  funftio  quapiam  ma- 
xima vel  minima  eft  , funt  inter  fc  fi- 
miles  ; alia,  quando  diftimiles.  Ra- 
tio diferiminis  patebit , fi  fingamus 
reftam  politione  FB , [Fig.  A]  ad 
quam  terminari  ponuntur  curva  pro- 
pofita  Klb.KdD,  KB,  5tc.  motu 
parallelo  ferri  ab  FB  in  E D , ed. 
Facile  enim  concipiemus  aliam  efle 
curvam  KB  cujos  fuudio  maxima  eft 


vel  minima  , quando  hac  refla  in 
Fffexiftit,  aliam  curvam  K D vel 
K i , quando  ifta  fitum  obtinet 
ED,  vel  ei.  Simul,  intelligitur  li- 
neam Ai DB , qua  per  omnia  pun- 
fta  maxima  minimave  funftionis 
tranfit , reftam  efle  , quando  curva 
Ki,  KD  , KB  fimilej  funt ; curvam 
ubi  diflimiles.  In  eo  igitur  cafu  li- 
num id  requiritur , ut  inveniatur  po- 
fitio  refla  ADB , vel  angulus  FAB; 
in  ifto,  curva  ADB  deferibenda  eft. 

Primum  caium  unice  attigit  No- 

fter; 
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I.  Ex  infinitis  Circulis  fer  A tranfeuntibus  & centra  habentibus  Lxxv'ill 
in  horizontali  AB . illum  invenire , fer  cjucm  defcenfus  fit  celerri- 
mus ex  puntto  A ad  datum  perpendiculum.  [ Fig.  2.  ] 

Hbhbh  2 Con- 


fler,fi  forte  excipias  fpecimen  aliquod 
pollerioris,  quod  N°.  CIII , Art.  4 
videatur.  Generaliorem  lentabimus 
folutionem  , poli  breve  aliquod  in 
Audoris  inventa  commentarium. 

Sint  itaque  primum  curvte  KD  , 
K B [ Fig.  B ] fimiles  & circa  da- 
tum pundum  A li militer  politae  , 
atque  ad  datam  politione  redam  ED 
terminatae , inter  quas  illa  feligenda 
fit  AD,  cujus  fundio  quaepiam  pro- 
pofita (it  maximum  minimumve.  Ex 
iis  quaelibet  KB  ad  arbitrium  fuma- 
tur, qute  principalis  dicetur;  & du- 
da  intelligatur  reda  ADB  , quae  per 
omnia  punda  J,  D,  B,  maximae  vel 
minimae  fundionis  tranlit.  Nunc, 
cum  fimiles  ponantur  curvae  KD, 
KB , fimiles  erunt  fundiones  illarum, 
& erunt  inter  fe  fundiones  illae 
/AD, /AB,  ut  poteftates  ejufdem 
dimenfionis  redarum  AD  , AB : hoc 
ell , fi  fundio  propofita  fit  linearis  , 
feu  primi  gradus,  erit/ KD : /KB  = 
AD  : AB  ■,  fi  fundio  fit  fuperficialis 
aut  fecundi  gradus, erit  /KD  : /KB 
AD' : AB 1 ; fi  folida  vel  gradus 
* tertii , erit /AD  :/ KB  =,  AD':  AB", 
fi  fit  gradus  n,  erit  /AD  : /KB  — - 
A D"  : A B».  Sumantur  curvae  KB 
abfcilTae  A F [x]  ab  origine  A in 
reda-^EF,  applicatae  FB  [y~]  fint 
parallelae  reda:  politione  data:  ED  ; 
dicaturque  AE,  a\  <k  fundio  ipfius 
KB , feu /AB,/.  Et  fi  ea  fit  gra- 
dus», erit /KD  :/KB  [ /]  = AD»: 


AB»  — AEn  [ a»  ] : AF"  [ xn  ].  I- 
gitur / AD  =r  a»/:  x",  Haec  autem 
maxima  minimave  ponitur.  Hu- 
jus itaque  differentiate  a»  ( x*  d/ 

»x”  1 fdxjax2n  aequandum 

nihilo  , unde  eff  xfl2/=  nx*  l/dx, 

vel , dividendo  per  x ” 1 , xd/= 

n/dx , aut /==  id/ : ndx.  Invenietur 
itaque  fitus  ri&x  AB,  quae  omnia 
punda  i,D,  B maximi  miniroive 
determinat , quaerendo  ubinam  , in 
curva  principali,  fundio  propofita/ 
fit  -=xdf:  ndx.  Id  vero  pollumus 
alie  qui  mediantibus  duabus  curvis, 
altera  CHb , qua;  linea  funflionis  di- 
citur , cujus  ordinatae  FH,  fh  pro- 
portionales fint  fundionibus  perti-* 
nentibus  ad  curvas  AB,  KBb  ; altera 
LHl , cujus  ordinatae  FH,/l  fint  ae- 
quales fradionibus  xd/:  ndx.  Haec 
igitur  algebraica  ell ; ponitur  enim 
d/ : dx  quantitas  algebraica.  Sed  po- 
telt  etiam  aequatio  xd/=  n/dx  , con- 
verti in  hanc  * x =/«fx  : d/,  ex  qua 
n 

patet,  fubtangentem  FT  [/dx : df\ 
lineae  fundionis,  efie  ad  abfeifiam 
c]us^F[x]  in  pundo  maximi,  ut 
1 ad  n.  Quae  proprietas  maxime  u- 
niverfalcm  fuppeditat  conllrudio- 
nera.  Defcripta  nimirum  curva  MN, 
cujus  ordinatae  FN  fint  aequales  fub- 
tangentibus  F T lineae  fundionis 
CH,  [a  qua  proinde  curvae  MN 

deferi- 
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Constr.wctio.  Datus  fit  fcmicirculus  AQB  divifus  in  duo» 
quadrantes  ANC,  BNC , in  cujos  circumferentia  fumpto  inde- 
finite pun&o  Q agantur  redhf  QP,  QB,  quarum  illa  parallela 
eft  radio  N C , harc  ipfum  fccat  in  T : & fiat  Linea  Fun&ionis 
A S X , nempe  talis , ut  ejus  ordinata  P S tempus  dcfccnfus  per 
AQ  reprarfentet , hoc  modo  : Super  diametro  circuli  A B eriga» 
tur  quadrans  curvae  Lemnifeata:  ARB  [vide  Atta  Lipf.  1694, 
pag.  3 37  » ■+*  & > pag-  343-  * ] cujus  nodus  A»  e quo 

iubtendatur  curva;  reda  AR  media  proportionalis  inter  AB  & 
2PQ  , ac  fumatur  PS=  arcui  AR  pro  finiftro,  aut  ARB 
BR  pro  dextro  circuli  quadrante.  Quo  fa&o,  fiat  curva  algcbrai- 
ca  AVX.  cujus  applicata  PV  quarta  fit  proportionalis  ad  redas 
AR,  AB  & zNT;  h*c  priorem  intcrfecabit  in  pundo  aliquo 
X ; unde  demifia  in  A B perpendiculari  X M erit , ist  AM  ad 
AB,  fic  diftantia  perpendiculi  a pundo  unde  grave  dimittitur 
ad  diametrum  circuli  quarfiti.  (*) 

— II.  Pefitit 

deferiptio  pendet  ] , du&a  infuper  (*)  In  ifto  exemplo,  curvae  fu nt 
refla  AN  quae  cum  AF  angulum  circuli,  quorum  principalis  AQB, 
comprehendat  FAN  talem  ut  fit  qui , pofito  AN  = I , definitur  ae- 

AF  ad  F N,  ut  n ad  1 , ea  occurret  quatione^y  = 2x xx.  Funftio- 

curvae  MN  in  pundo  N,  per  quod  nes  funt  tempora  defcenfus  per  ar- 
afla  NFB  politione  datae  DE  paral-  cus  AQ  , quae  tempora  analytice  ex- 
lela  , determinabit  punftum  B,  re-  primuntur  per  f(dt'.\Jy).  Hujus 
flamque  AB.  Id  quod  lynthetice  fiin&ionis  gradus  n eft  J.  Nam  ip- 
demonftiare  facillimum  eflet.  fius  ds  dimenfio  eft  1 , ipfius  y f y di- 

Sed  elcgantior  plerumque  nafei-  menfio  }.  Ergo  ipfius  ds:  y di- 
tur  Problematis  conflrudio , fi  fun-  menfio  ) — J=  J.  Igitur  , in  hoc 
ftiones  curvae  principalis,  non  ipfius  cafu  fpeciali , aquatio  generalis  /*= 
applicatis , fed  ipfius  tangentibus  ap-  x df:  ndx  reducitur  ad  /(  ds : y/ y ) 
plicentur  ; quemadmodum  oftende-  =2 xds : dx>J y\  cujus  utrumque 
mus  infra  [ Not.  d ].  Ordo  enim  po-  membrum  fic  conftruit  Nofter.  Quia 

ftulat,  ut  folutiontm  jam  expolitam  yy 2x xx.erit  ds  = dy: 

binis  exemplis,  quae  Nofter  adducit , y/(  1 yy)  & PS  - — f(d  s : y/ 'y  ) 

illuflremus.  =f(Ldy'.\/(y ^')).  Scd[N°. 

* N°.LX.pag.(3o9,<Jio;  & N°.  LXIV.  Nota  f.  pag.  6^9]  J 

LXVI.  pag;  649 , djO-  \f(aaz a’))  exprimit  arcum 

Lem- 
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II.  Pofitis , quu  prius  , invenire  Circulum  , cujus  inter  punftum 
A & ddtum  perpendiculum  interceptus  urcus  fit  minimus.  [Fig.  z ]. 

Constructio.  Fiat  linea  fundionis  , nempe  Linea  Si- 
nuum ASX , fumpta  ubique  P S = arcui  AQ  : tum  deferibatur 
curva  algebraica  AVX,  fada  P V =NT,  & ex  pundo  interfe- 
ctionis X demittatur  perpendicularis  X M , eritque  ut  fupra  > 
A M ad  AB,  ficut  diftancta  perpendiculi  a pundo  A ad  diame- 
trum circuli  quatfiti.  (c ). 

Nota  tamen , Problema  fimplicius  quodammodo  conflrui  in- 
terfedione  folius  linea;  reda;)  & linea;  fundionis fi  hujus  ordi- 
nata; in  tangentes  dats  curva;  projiciantur.  (d)  Vide  generalem' 

Hbhhh  3 con- 


Lemnifcatx,  cujus  femiaxis 
& cui  fubtenditur  ex  nodo  reda 

= Pone  <j  — - 2 AB  & 

= ay  — aPQ , eritque  arcus  lem- 
nifcatae , cujus  femiaxis  AB,  & cui 

ex  nodo  fubtenditur  A R : d+y> 

inedia  proport.  inter  2 , & 2 y,  ar- 
cus , inquam  , erit  ± d 2 f(qdy: 
V ( 8>  — 8 >*  ))  =/(  dy  : VO— 
j»’))  = PS,  plane  u'.  vultNofter. 
Nec  minus  liquet  elTe  PV  r — ixdt : 
ixd  y = 2 x :yy/y  , [ cum  fit  ds : dx 
= Nam  N T ; B N [1] 

= PQ:BP=AP[x]:PQ[v], 
ob  fim.  Tr.  B P Q , Q P A.  Ergo 
NT  — x :y,  &,cum  fit  AR  [vAfjy]: 
AB[2]=sNT[2»:>];  PV  , 
erit  PV  ^^x:yd^y  = 2x:ydy.. 
In  curvarum  ASX , AVX  concurfu 

X eft  igitur  f(ds:\/y) 2 x : 

y dy  — 2 xds  : dx  \Jy-  Ergo  X M 
determinat  abfciilam  A M curvae 
principalis , cui  refpondet  arcus  per 
quem  celerrimus  fit  defcenfus. 

(*)  Hic  curvae  propofitae  funt 
rurfus  circuli Ced  fundiones  funt  ip- 


fi  arcus  t,  atque  ideo  funt  lineares 
& efl  n = 1.  AEquatio  igitur  funda- 
mentalis /—  xdf : ndx  , abit  in  s 

xds  : dx.  Itaque  linea  fundionis  ha- 
bet ordinatas  P S aequales  arcubus 
AQ.  Altera  AVX,  ordinatas  P V 

habere  debet  — — xds  : dx x : y 

NT  [ Vide  Not.  pr*ced.  ] 

( * ) Ratio  projiciendi  fundio- 
nem  in  tangentes  curvae  principalis, 
haec  eft  Sit  BG  [ Fig.  B ] tangens, 
terminata  in  G ad  redam  AG g ipli 
£Z>pofitionc  dat«  parallelam  . erit- 
que BG xds  ; dx.  Nam  fim.  Tr. 

BGg,  BbS,  dant  LC  vel  Ff  [dx]: 
Bb\ds]=Bi  vel  AF[x]  : BG. 
Ergo  cum  fit  f = xdf : ndx 

4Lx*-£  = £xBG,tT it  BG- 

nds  dx  nds 

nfdsidf.  Abfcindantur  itaque  ex 
fingulis  tangentibus  BG  curvm  prin- 
cipalis KB  partes  BG  — nfds  : df, 
& curva  KGG  qua  per  omuia  puncta- 
Gtranfit,  ejus  erit  natur*,  ut  red- 
dam A Gg  ipfi  F Z)  politione  dat* 
parallelam  fecet  in  qpodara  pundo 

G„ 


Nunv. 

Licxvim 
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Num.  conftru&ionetn  infra  in  folutionc  fex  • Problematum  Fraterno- 

LxxvllLrura.  N\  LXXX. 

III.  Ex  infinitis  Curvis  [milibus , & circa  punclum  A axemque 
communem  AC  [militer  con/iitutis , quarum  una  data  [it  AB  , in- 
venire aiiam  A D occurrentem  reCta  pofitione  data  DE  * D . e 
quo  demiffia  in  axem  perpendiculari  DM  , vel  comprehenfum  /pa- 
tiam A D M . vel  nata  converfione  curva  circa  axem  fuperficiet  » 
vel  natum  converfione  /patii  J olidum , fit  maximum  minimumve  (c ). 
[fi8-  3 ]• 

Constructio.  Sumto  indefinite  in  curva  data  AB  ptm&o 
B , ducatur  tangens  B G , axi  perpendicularis  B C , & hinc  tan- 
genti  perpendicularis  C L ; quo  fado  .fundio  prima;  qusftionis  , 
hoc  cft  , fpatium  ABC  dividatur  per  >-C  L ; fundio  lecunda;  G- 
vc  fuperficics  fphaeroidis  geniti  converfione  curva;  AB,  per  femi- 
circurofcrcntiam  radii  BC ; fundio  tertia:  fcu  folidum  (patii  ABC 
rotatione  effedum,  per  rcdangulum  fub  dida  feraicircumfercntia 
& triente  CL  : quotienti  iemper  abfeindatur  ex  tangente  arqua- 
lis  BG , erit  G ad  curvam  quandam  A G H , quam  fecct  reda 
AG  data;  reda:  D E parallela  in  G.  Ex  G ducatur  G B , tan- 
gens datam  curvam  , fit  pundum  contadus  B;  tum  juncta  AB. 
qua;  datam  D E fecct  in  D , fiat  curva  AD  fimilis  ipfi  AB.  Hac 
erit  optata.  ( f ).  ~ 


G , unde  duda  GB  tangens  curvam 
K B determinabit  pundum  B . re- 
damque defideratam  AB.  Sit  ex.  gr. 

/ KB  ipfe  arcus  KB s ■ unde  fit 

& df^^ds,  capienda  cft 

BG  [ n/d  t:dfi\ i sds  : ds x. 

Igitur  KOG  elt  curva  qua:  ipfius  KB 
evolutione  deferibitur.  Vide  Num. 
LXXX.*  Probi.  6. 

(c)  Facile  confiat  efle  C L : 

ydx : ds,  ic  cum  notum  fit  efle  fpa- 
num  ADM=/)i/x,  fupcrficiera  ve- 
ro natam  converfione  curva:  circa 
axem  , pofita  cy  circumferentia  ra- 


dii^ [BC],  efle  fiyds,  quae  duae  fun- 
ctiones funt  fecundi  gradus  ; deni- 
que folidum  rotatione  fpatii  ADM 
genitum  efle  fjcyydx,  quae  fun- 
dio eft  tertii  gradus  : fcquitur  BG 

[ n/ds : df=f:  '-(d/:  ds)  ] capien- 
dam efle  in  primo  cafu  =/•  i (ydx: 
ds)  = f:  J CL  , in  fecundo /•(  \cyds: 
ds)  =/.■  j cy  ; in  tertio /:  i ( J cyydx: 
dx)=/--  Jt^xjCL  , ut  habet  Au- 
dor  nofter. 

( f ) Sint  curvae  K D , KB  [ Fig. 
A]  diflimiles,  adeoque  ADB  non 

jam 
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jam  amplius  reda»  feri  curva.  Haec 
ftero  defcribenda  efl. 

t.  Detur  primum  natura  Curva- 
tum  KD,  KB , & fundio/AZ)  [/] , 
Utraque  algebraice  exprefla  per  coiv* 
flantes  quafcunque,  & variabiles  x» 
y , a , quse  ultima  parametrum  defi- 

Snet  in  unaquaque  curva  KD  con- 
antem , fed  de  curva  in  curvam  va- 
riabilem , adeout  haec  procurva  KA 
fit  4 , pro  KD , a Differcn- 

tientur  tam  f quam  aequatio  curvae  , 
(intque  ha?c  A dx  +-  B dy  +-C  d a 
— o , illa  d/=-  Ddx  -t-  Edy  +-  Fda. 
Quod  fi  x confians  ponatur  , habe- 
bimus Bdy  +-  Cda  = o , vel  dy , quae 
hic  repraefentat  A D ~ — Cda  : B ; 

nec  non  df  [ fKD fK  A ] = 

Edy  +-  Fda  — Fda CE  da  : B , 

quod  cum  fit=o  in  cafu  maximi» 
erit , dividendo  per  da  , F=  CE:  B, 
vel  BF=^CE,  unde,  eliminando  a, 
ope  aequationis  ad  curvas  KD  , ha- 
bebitur aequatio  ad  curvam  ADB  ; 
in  qua  fi  fiat  infuper  x = A Fle], 
invenietur  y ■=»  FB  , unde  dabitur 
pundum  quaefitum  B. 

2°.  At  fi  /detur  tranfeendenter, 
per  conflantes  & per  variabiles  x,  a\ 
fi  fit  v.  g.  fr=^fAdx , ubi  A compo- 
nitur ex  a , x , & conflantibus,  tunc 
fundio  maxima  vel  minima  efl  , cu- 
jus differentia  \_  / K D /AA  ] , 

pofita  x conflante , aequalis  efl  nihi- 
lo. Sed  ille  tota  erraret  via , qui 
putaret  differentiam  hanc  fumi  pof- 
le,  faciendo  </=  Adx , & inde  con- 
cludent A = o.  Etenim  Adx  non 
efl  fKD — /KA,  fed  JKD—fKd. 
Hic  igitur  adhibenda  methodus  dif- 
fcrentuiidi  de  curva  in  curvam  ma- 


gnis viris  G.  G.  L e i b n t t i o & Num. 
Joh.  Bernoullio  u litatam  , nec  LXXV1U. 
Noftro  prorfus  incognitam,  ut  ex 
N*.  CIII  Art.  V,  conflare  poteff. 

Hujus  fundamentum  efl  , quod  dif- 
ferentia duarum  quantitatum  aequa- 
lis fit  fummae  differentiarum  partium. 

Sic  fKD /K\  compotita  intel- 

ligitur  ex  omnibus  differentiis  par- 
tium , qualis  efl  /Dd /Ai. 

Habetur  autem  /Dd — /4/,  fi  e- 
lementum  fundioni*  , quod  efl  Adx, 
differeruietur , manentibus  x,  & dx, 
fed  fluente  a.  Sit  differcntiale  hoc 
Bdadx.  Illud  nunc  integrandum  efl, 
manente  a & da,  fed  fluente  x,  ut 
habeatur  differentiarum  illarum  fum- 
ma  a K ad  D.  Erit  igitur  /(/Dd — , 
/Ai)=da/Bdx,  quae  debet  ede 
= 0.  Igitur  /Bdx  = o.  Ergo  , pro 
qualibet  curva  KD , fiat  alia  AIE  ta- 
lis ut  ordinata  ejus  fit  femper  

/Bdx,  & ubi  htec  curva  attingit  re- 
dam A F , velut  in  E , agatur  F D 
applicatis  parallela  , qcm  curvam  KD 
fecabit  in  pundo  D pertinente  ad 
curvam  quaefitam  ADB. 

3°,  Detur  / per  conflantes , & per 
variabiles  4 , x , Siy  , differentictur- 
que/,  pofita  x manente  & fiat  d/ 

= a Si  fit /quantitas  algebraica, 
hujus  differcntiale  habebit  hanc  for- 
mam Bda  4-  Ciy  [ iy  defignat  diffe- 
rentiale  A D ipfius  y , tranfeundo  de 
curva  incurvam].  Si  fit /=/Adx 
tranfeendens  , differentietur  de 

curva  in  curvam  , & erit  d / 

/(Bdadx  +-  Ciydx  ).  Efl  igitur  vel 
Bda+-C  Iy,  vel  /(Bdadx 
Ciydx)  — O.  Inde  vero  nihil  lu- 
cramur , nifi  fciamus  quid  fit  iy. 

Id  vero  innotefeit  aequationem  cur- 

vse 
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N m vae  KD  differentiando  de  curva  fieri  poteft  , ponendo  Jy  = mdn , at- 
LXXVir.in  curvam.  Sit  illa  tranfcendens  que  I ly-=z  [ w ddn  +-  dmdn  \ 
" dy  = pdx  [ nam  fi  algebraica  pone-  — qd  ad  x -f-  riydx  = [qdadx  -f- 
retur  , ope  illius  eliminando  y , Adx  rmdndx .]  Pone  rnddn  = qdadx  i at- 
componeretur  ex  meris  a ,x,  Sc  con-  que  dmdn  = rmdndx  , vel  dm:m  = 
flantibus,  refque  reduceretur  faltim  rdx  Sc  erit  Log.  m=frdx,  vel  m 
ad  cafum  prarced.  ] , Sc  ponamus  pri-  numerus  cujus  logarithmus  eft  frdx. 
mum  p componi  ex  4 , x , 8c  con-  quae  quantitas  datis  4 , x , Scy , data 
flantibus.  DifTerentietur  pdxy  x ma-  eft.  Igitur  ob  ddn  = qdadx : m , erit 
nente;  fitque  difF.  qdadx,  qua:  inte-  dn=daf(qdx : m).  Eft  igitur  iy 
gretur , manente  4 , fluente  * , habe-  — mdn  = mda /( qdx  : m ) data  per 
biturque  \D  [I y~\  — dafqdx.  Su-  4 , x , y Sc  da.  Supra  autem  invene- 
pra  autem  habebamus  vel  Bd 4+-  ramus  vel  Bda+-  Ciy  — o , vel 
Ciy  = o,  vel  f {Bdadx  +-  Ciydx  ) /( Bdadx -+-  Ciydx)  = 0.  Erit  ita— 
= 0.  Erit  itaque  vel  Bda  4-  Cdafqdx  que  vel  B da  -\-Cmdaf(qdx:  m ) 
= O , vel  f(  Bdadx  +-  Cdadxfqdx  ) = O vel  f(  Bdadx  +-  CmdLxda f ( qdx: 

~ o^,  aut  dividendo  per  da,  B +-  m))=o,  aut  dividendo  per  da,  ve4 

Cfqdx  — O,  vel  fBdx  4-/( Cdxfqdx  ) B +-  Cmf  ( qdx  : m ) = O , vel  f(Bdx 
= 0.  Fiat  itaque  pro  qualibet  cur-  -j-  Cmdx  f (qdx .-  m))  = 0.  Fiat  erg® 
va  KD  alia  AIE  cujus  ordinata  fit  pro  qualibet  curva  KD  alia  AIE, 
vel  B +-  Cfqdx  , vel  fBdx  +-  cujus  applicata  fit  vel  B +-  CmJ  (qdx: 
/(  Cdxfqdx  ) , & ubi  haec  reftam  A F m ) vel  f(Bdx  +-  Cmdx  f {qdx : m)) 
fecat  m E , agatur  ED , quae  in  cur-  «=  o , prout  / datur  vel  algebraice  , 
va  KD  defignabit  punftum  D perti-  vel  tranfeendenter , & ex  £ punfto 
nens  ad  curvam  quarfitam  A D B.  in  quo  illa  fecat  reftam  AF,  agatur 
Denique  , ponamus  in  aequatione  ED  applicatis  parallela , ea  curvam 
dy  =pdx , p dari  per  conflantes  Sc  KD  attinget  in  punfto  D,  quod  efl 
per  variabiles  a,  x,  y.  Diflferentie-  ad  curvam  defideratam  ADB. 
tur  pdx,x  manente,  fitque  differ.  Et  irta  quidem , paulo  forfan  ab- 
qdadx  4-  riydx.  Igitur  =;  ftraftiora  mererentur  quae  exempli* 
qdadx  +—  f iydx > quae  aequatio  inte-  illuftrarentur.  Sed  deterrent  trrdia 
granda  eft  , manentibus  a Sc  da,  calculi  Sc  iftius  notae  nimia  longi- 
fluentibus  vero  x,  dx  Scy,  dy.  Id  tudo. 
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N°.  LXXIX. 

PROBLEMES 

' ""  A R E S O U D R E. 

VO  i C I quelques  Problemes  De  Maximis  & Minimis , que  Monfieur  Jotirml 
Bernoulli,  Profefleur  a Groningue , propofe  aux  Geomd-  ‘f*/ 
tres , qui  croyent  avoir  des  methodes  pour  toutcs  les  queflions  }0u^naVd* 
de  cctte  nature.  \6  Aouft. 

I.  Deux  points  dtant  donnes  fur  une  fuperficie  convexe,  on  deman- P-194,  EH. 
de  une  maniere  d’y  ddcrire  geomdtriquement  » d’un  de  ces  points  a de(S”*rl' • 
1’autre,  la  ligne  la  plus  courte;  fuppofe  que  cette  furface  foit  geome- jcHoil.  " 
trique  , telles  que  cclles  de  la  Sphere  , du  Cone  , du  Cylindre  , dans 
lefquelles  le  Probleme  efl  fort  facile  , de  quelque  maniere  que  les  points 
foient  fituds  j mais  dans  les  Conoides  , & dans  les  Spheroldes , il  de- 
“•  vient  tres  difficile.  C’eft  pourquoi  l‘on  propofe , pour  exemple , Ia  fu- 
perficie du  Conoide  parabolique  , dans  laquclle  il  faille  tirer  la  ligne  Ia 
plus  courte , qui  joint  deux  points  fituds  , non  pas  dans  le  meme  Mcri- 
dien , [ ce  qui  feroit  encore  facile , puifque  la  ligne  recherchee  feroit  la 
portion  du  meme  Meridicn  comprife  entre  ces  deux  points  j ] mais  fi- 
tuds dans  des  Mdridiens  differens.  Jappelle  ici  MeriMen  toute  parabole 
tiree  du  fommet  du  Conoide  jufqu’a  fa  bafe. 

II.  Toutes  les  ellipfes  poffibles,  ACB , ACB,  ACB-,  8cc.  [Fig.  i} 
dtant  decrites  fur  1‘axe  AB  donnd  de  grandeur,  & en  ayant  rctranche 
des  fegmens  egaux  CDB  , CDB,  CDB,  &c.  on  demande  lequel  de 
ces  fegmens  a le  point  C le  plus  proche  du  point  B ; c’c(l  - a - dire , 
qu’il  faut  determiner  ledipfe  ACB.  dans  laquelle  la  droite  CB  foit  la 
plus  courte.  . 

III.  Les  memes  chofes  fuppofees,  on  demande  la  nature  & les  tou- 
chantes  de  la  courbe  CCC.  -■  • 

IV.  Sur  l’axe  B A [ Fig.  i ] donnd  de  pofition  dtant  decrites  toutea 
les  courbes  d’unc  meme  cfpece,  par  exemple,  toutes  les  paraboles  BC, 

BC,  BC,  &c.  Et  en  ayant  coupd  des  ares  egaux  BC , BC,  BC,  Scci 
Jac.  Bernoulli  Opera.  Iiiii  on 
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Num.  on  demande  le  point  C lc  plu*  prochc  du  point  B;  c’eft  - a - dire  , qu’il 
LXX1X.  £aUt  determiner  lequel  de  ces  ares  a la  plus  courte  /outendenie  BC. 

V.  Les  m£mes  chofes  fappofees  , on  demande  h natUTe  & les  ton- 
chantes  de  la  courbe  CCC. 

VI.  Une  ligne  droite  D D dtant  donn^e  de  pofition  , laquelle  ren- 
contre  les  courbes  BC  aux  points  D j on  demande  le  plus  petit  de  tous 
les  ares  BD. 


N°.  LXX  X. 

JACOBI  BERNOULLI 

sol  urio 

SEX  PROBLEMATUM 
FRATERNORUM, 

In  Ephem.  Gallic.  26  Au g.  1697, 
propofitorum. 

PROBLEMA  I. 


AClaErui. 
Ltpj.  1698. 
Mai.p.117. 


IN  fuperfeie  dati  Conoidis  , vel  Sphar eidis  , exempli  gratia  Pa- 
rabohei  , inter  duo  data  punita  geometrice  deferibere  lineam 
omnium  in  illd  fuperficie  ftc  duitarum  breviffmam  [ Fig.  i ]. 

S o L 0 t J o.  Notanda  primam  ambiguitas  in  voce  geometrice , 
qua?  procul  dubio  in  caufa  fuit,  cur  IlluftrifCmus  Dnus.  Mare  hio 
Hospitalius  in  fblutionibus  fuis  mcnfe  Januar.  Alterum  ex- 
« . ' hi  bi 
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bibitis  hoc  Problema  prorfus  neglexerit.  Si  hac  voce  talis  con- 
ftrudio  pofcacur,  qua  indefinite  omnia  punda  curvae  invenian- 
tur per  meras  quantitates  ordinarias  , vel  algebraicas  ; Dico  > 
Problema  in  ipfo  Cono  Cylindroque  non  minus  difficile  , 
imo  impoflibilc  , atque  in  exteris  Conoidibus  Sphxroidibufque. 
Sin  vero  & illa  conltrudio  geometrica  cllc  concedatur , in  qua 
quantitates  quoque  tranfccndentes  feu  quadraturae  , qua;  , ip- 
fo Celeberrimo  Dno.  Leibnitio  adftipulante  , non  minori 
jure  geometricarum  quantitatum  nomine  veniunt  , adhibentur  ; 
Problema  in  omnibus  parirer  Conoidibus  ac  Sphxroidibus  seque 
ac  in  Cono  Cylindrovc , cft  facillimum. 

Efto  enim  curva  quaecunquc  ABC , cujus  tantum  tangens  dari 
concedatur,  fltque  bafis  ejus  C D = a , applicata  quxdam  arbi- 
traria baQ  parallela  BG  = r.  alia  indeterminata  MN=x,  tan- 
gens per  x data  = t ; rotetur  autem  curva  ABC  circa  axem 
AD,  & gignat  Conoidcs  ABCFDA,  cujus  polus  A,  meridia- 
nus ABC,  xquator  CF,  eique  parallelus  per  M tranficns  MH. 
Tum  fumpto  xquatoris  arcu  CF  =f(actdx : xx  y/  (xx — <*))• 
tranfeat  per  F meridianus  AHF,  fecabit  hic  parallelum  MH  in 
pundo  aliquo  H curvx  cujufdam  BH , qux  talis , ut  quxlibet  ejus 
portio  omnium  aliarum  in  eadem  fuperficie  dudarum  St  iifdem 
pundis  interceptarum  curvarum  fit  brevifiima  (a).  Ipla  autem 
longitudo  curvx  BH  = f'{tdx:y/{xx — cc)). 

Iiiii  z Applica- 


( • ) AuSoris  analyfin  vide  N°. 
CIiI,  Art.  6.  Notemus  tamen , per 
tranfennam,  folutionem  Problema- 
tis generaliorem  , pro  qualibet  data 
fuperficie  curva  , deduci  pofic  ex 
methodo  generali  inveftigandi  cur- 
vas , qux  maximum  minimumve  con- 
flit uunt , propofita  N°.  L X X V I, 
Nota  a,  pag.  780.  Sed  prius  di- 
cendum ell  fuperficierum  curvarum 
naturam  exprimi  polle  xquationibus 
tres  indeterminatas  involventibus  , 


quemadmodum  Une*  curv*  per  *- 
quationes  quas  ingrediuntur  du* 
indeterminatx  reprxfentari  folenr. 
Nam  fi  ad  tria  plana  A , B , C fefe 
mutuo  ad  datos  angulos  v.  gr.  re- 
ctos interfecantia  [ qualis  eft  litus 
trium  hedrarum  angulum  cubi  foli- 
dum  capientium  ] ex  lingulis  fuper- 
ficiei  propofitx  punftis  agantur  re- 
d*  duobus  planis  parallel* , fic  ut 
ili*  quz  ad  planum  A ducuntur; 
quafquc  dicemus  #,  fuit  planis  B 

Sc 


Num. 

LXXX. 
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Applicatio  conftruttionis  ad  Conum.  [Fig.  * & 3.] 

Sit  Conus  ACFD  fafta  convcrfionc  Trianguli  reflanguli  ACD 
circa  cathetum  AD  3 ponatur  hoc  Triangulum  lcorfim  fuper  re- 
da 


Si  C parallelae,  Si  illae  [y]  quae  ad 
piatnir.i  B,(int  planis  A & C pa- 
rallela-: illae  vero  [?.]  quae  ad  pla- 
num C,  fint  parallelae  planis  A & B, 
patet  omnino  determinari  punftum 
quodeunque  fuperficiei  propofitae  , 
determinatis  tribus  rcfhs  x,y,Zy 
ad  illud  pertinentibus  : exprimi  , 
igitur  , fuperficiei  naturam  per  ae- 
quationem tres  indeterminatas  x,y, 
*,  involventem.  Et , fi  deferipta  in- 
telligatur  in  ea  fuperficie  linea  quae- 
piam , refla-  z ex  fiugulis  ejus  pun- 
flum  in  planum  C demifiae  , ibi  de- 
lineabunt lineam  , quam  projeblionis 
vocant,cujufque  natura,  per  aquatio- 
nem ex  * , >,  & conflantibus  compo- 
fitam  exprimitur.  Ibi  enim  omnes  z 
evanefeunt.  De  hujufmodi  lineis  in 
lupeificie  curva  depiftis  eximium 
fcripfit  Traftatum  Vir  Cl.  flexis 
Clairaut.  Patif.  1731.  Rechercbe 
fur  les  Courbes  a doubles  combures. 

Itaque  ubi  proponitur  ducenda  li- 
nea breviflima  quae  in  data  fuperfi- 
cie curva  dcfcrtbi  poffit  , proprie 
qu.Tritur  qualem  illa  efficiat  pro|e- 
ftioniy  lineam.  Facile  autem  intelli- 
gitur,  hujus  lineae  in  fuperficie  cur- 
va dtfcriptse  elementum  effe  \/(  dx'~ 
+-  dy'  -i-  dz1),  pofitis  fcil.  angu- 
lis planorum  A , B,  C , reflis.  Efl 
enim  elementum  illud  hypothenufa 
trianguli  reclanguli , cujus  latus  u- 
num  dz,  aliud  elementum  lineae 


projeflionis  , quod  efl  \J  ( d x*  -+■ 
dy'  ).  Igitur  A,  feu  funflio  quae  mi- 
nima elle  debet , efl  \J  ( dx1- 1-  dy*+- 
dz1  ) , & diflerentiando  , ratione  in 
N”.  LXXV  indicata,  hoc  efl,  ma- 
nentibus x,y  , & dx,  fcd  fluentibus 
dy  Si  dz,  erit  d A = (dy  dd  y 4- 
dxddz  ) : \/  ( dx1 4-  dy1  +-  dz1 ) = 
( dyddy  -t-  dzddz  ) : A.  Quid  vero 
fit  ddz  fic  inveftigo.  Differentietur 
aequatio  ad  fuperficiem , manente  x. 
Si  fiat  dz  = pdy , ubi  p datur  per  x , 
y,  Si  conflantes  , ac  rurfus  diffe- 
rentiando  , manentibus  x Si  y fiet 
ddz  — pddy  : quo  fubflituto  fit  dA 
«=  ( dyddy  +-  pdzddy  ).-  A = (dy+- 
pdz)  ddy:  A.  Differentietur  nunc 
* = y/  ( d^1  -t-  </«•+-  1 ) manente 

dl  y fed  crcfcente  dv  per  augmentum 
ddu  — ddy,  Si  d£  per  incrementum 
dd£ = ddz  — pdd  y y eritque  d a = 

( dvddu  +-  d Idd  ()  : y f(d?+-dS+- 
d? 1 ) _ — ( duddy  4—  pdzddy  ) .-  a ■ 

( dv  4-  pd()  ddy : m.  Igitur  cum  fit , 
ex  natuia  minimi  , dA  = d»,  erit 
dividendo  per  ddy , (dy  4-  pdz  ) : A 
= (dv  - j-  pd£ ) : a vel  d y : A — — 
dv  : a -\-p  (dz:  A : a ) — - o, 

hoc  efl  d (dJ)+pd(d-±)=  0, 


vel  d( 


dy 


pd( 


v(  dy 

dz 


V ( d x1 4-  dy1  -y-  dz1 ) 


dz 1 ))  + 

) = o> 


quae 
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fta  infinira  GD;  centroquc  C radio  CA  defcribatur  quadrans 
circuli  KIG , & radio  minori  C D circulus  P R Q ; tum  fumto 
in  latere  coni  pondo  utcunque  B , 'transferatur  AB  in  C S , & 
ducatur  SL  parallela  ipfl  SK  fccans  redam  KL  ipfi  CD  paralle- 
lam in  L , ac  denique  per  pundum  L intra  afymptotos  C D , 
CK  trajiciatur  Hyperbola  LO:  quofado,  per  punitum  quodvis 
O in  Hyperbola  acceptum  duae  ducantur  redas  afymptotis  paral- 
lelae O I , O T , quarum  illa  quadrantem  KIG  fccet  in  I , hsc 
latus  cqni  AC  in  T > arcuique  quadrantis  K I ex  circumfcren- 
tia  minoris  circuli  P R Q^,  id  cft , bafis  coni  C F , rcfccctur  hinc 
inde  aequalis  arcus  PR  fcu  CF,  qui  nonnunquam  totam  circum- 
ferentiam excedit ; ac  tandem  in  latere  coni  per  F tranfeunte 
fumatur  A H = C T ; critquc  H pundum  optatae  curvae  B H 
= y/  ( CT*  — CS:  ) i adeoque  nequit  efTe  [ quod  quis  fufpi- 
cari  polTet  ] aliqua  fcdionum  conicarum  , cum  harum  nulla  rc- 
dificationcm  admittat  : tota  vero  curva  conum  lerpentis  in  mo* 
dum  ambit  , duoque  coni  latera  a fupremo  curva:  pundo  B, 
urrinque  aequidiftantia  fibi  afymptota  habet  > fubinde  & unura 
tantum , cum  curva  coni  fupcrficicm  aliquoties  exade  circumit : 
circumit  autem  fcmel  , ubi  latus  coni  AC  radii  bafis  DC  duplum 
cft , bis  ubi  quadruplum , ter  ubi  fextuplum  &c.  Eilici  prarrerca 
poteft  facile  , ut  curva  per  duo  qua-vis  data  punda  tranfeat , pro- 
ut fupremum  ejus  pundum  B in  alio  aliovc  latere  coni  , pro- 
piufquc  vel  remotius  ab  ejus  vertice  aflumitur.  ( 6 ). 

Iiiii  3 Scho- 


quac  aequatio , fi  conflans  ponatur 
yf  ( dx1  -1-  dy1  +-  dt1 ) , reducitur  ad 
ddy  4-  pddz  — - o.  Vide  ejufdem 
Celeb.  Clairaut  Differt,  in  AO.it 
Acad.  Rtg.  Scient.  Pxrif.  ad  annum 
1733,  pag.  186  , Ed.  Par.  p.  258,  Ed. 
Amft.  H*c  autem  wquatiodicet  fim- 
pliciffima  , cum  fit  difierentialis  fe- 
cundi gradus,  non  poterit  ad  pri- 
mum revocari  , nifi  in  fpccialibus 
quibufdam  cafibus  > de  quibus  vide- 


fis  Cei.  E u l e r i Schediafma , in 
Ctmm.  Acad.  Petrop.  Tom.  III, 
pag.  1 10  : praefertim  vero  Cei.  Joh. 
Bernoui. li  Difler  lationem  de 
eodem’argumento , qcae  mox  , cum 
omnibus  ejus  Operibus , lucem  vi» 
fura  eft. 

(k)  Videatur  Num.  CIII.Art. 7 
& 8.  Sed  cum  ibidem  Nofler  hoc 
utatur  principio,  fuperficiem  coni- 
cam poiTe  in  planum  extendi , cum- 
que 


Num. 

LXXX. 
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Scholion.  Quia  conftru&io  harc  requirit  , ut  ex  circulis 
utcunque  inzqualibus  KG,  PQ^tequales  abfcindantur  arcus  K[, 
PR,  quod  fupponit  anguli  fe&ioncm  in  data  ratione  i hxc  vero 

gcnc- 


que  res  fit  in  Cono  refto  facillima 
miror  ipfum  in  hujus  fuperficie  per 
ambages  & Hyperbolam  prseftitilie  , 
quod  nullo  negotio  peragitur,  poli- 
to hoc  Lemmate. 

In  circulis  inaqualibus  aquales  ar- 
tus ajjignare.  Sint  dati  duo  circuli 
ABD,  abd  [Fig.  A]  inaequales  : & 
in  illo  datus  arcus  AB , cui  aequalis 
capiendus  eft  ad  in  ifto.  Fac  an- 
gulum a Cd , qui  fit  ad  datum  A CB, 
ut  radius  CA  ad  radium  Ca.  Dico 
faftum.  Nam  , ob  fimiles  feftores 
ACB,  aCb  ell  ab.AB=Ca : CA 
_ — [ per  conftr.  ] A CB.aCd  — - 
L VI.  33.]  ab:  ad.  Quare  AB  = 
ad. 

Patet  itaque  folutionem  pendere  a 
feftione  anguli  in  data  ratione,  at- 

3ue  ideo  Problema  elTe  tranfiten- 
ens  , ubi  radii  CA , Ca  funt  incom- 
menfurabiles  ; geometricum  , ubi 
funt  commenfurabiles;  geometricum, 
ftylo  Veterum  , hoc  eft  planum  , 
fi  radius  CA  fit  vel  multiplus  quivis 
radii  Ca,  vel  ejus  fubmultiplus  deno- 
minatus a quolibet  termino  hujus  pro- 
greflionis  duplae  2,4,8,  16 , &c. 

Quibus  pofitis.fi  detur  conus  reftus 
AVL  [Fig.  B],  cujus  bafis  ABL , & 
in  eo  fignentur  duo  punfta  E , F, 
prr  quae  ducenda  fit  linea  breviftima 
EGF  in  coni  fuperficie  : centro  v , 

radio  v a VA  lateri  coni , de- 

feribatur  circulus  ala,  in  cujus  peri- 
pheria  fumatur  arcus  ald  aequalis  pe- 


ripheri*  bafeos  coni  A B L MA , tc 
erit,  ut  notum  eft,  feftor  ab  Uva  = 
fuperf.  conicae  AVL,  atque  ipli 
circumplicatus  eam  teget.  Agantur 
itaque  latera  duo  VA  , VH  per  da- 
ta punfta  E,  F,  & c capiatur  arcus 
ad  = arcui  AD, nec  non  vtz=zVE  <5c 

vf VF,  ducaturque  refta  tf.  Haec, 

quoniam  eft  in  plano  breviftima  , in 
circumplicato  feftore  , hoc  eft , in 
coni  fuperficie  erit  quoque  curva 
breviftima.  Id  ergo  unice  requiritur, 
ut  abfque  circumplicatione  , quae 
mechanica  eflet  folutio , reftae  tf  cir- 
cumplicatae punfta  in  coni  fuperf.  de- 
fignentur.  Proponatur  punftum  g. 
Age  radium  vgb , arcui  ab  cape  ae- 
qualem A B , & in  latere  VB  fume 
partem  VG  = vg , habebifque  pun- 
ftum G curvae  defideratae  EGF. 

Pone  punftum  G efle  vertici  V 
proximum , hoc  eft , pone  g efle  cen- 
tro v proximum-,  in  quod  nempe 
cadit  perpend.  vg  ex  centro  j patet 

efle  ge- — \/  ( ve 1 vg 1 ) , atque 

etiam  erit  EG  — \J  ( VE 1 — VG1 ). 

Quod  fi  lineam  , ultra  punfta 
E,  F producere  velis,  prolonganda 
modo  eft  tf  refta  in  fh,  & fimili  mo- 
do ad  coni  fuperficiem  referenda  in 
FH.  Pars  vero  EI,  ultra  punftum 
E,  refpondebit  reftae  ii,  quae  deter- 
minatur , capiendo  ve ve , 8c  fa- 
ciendo ang.  d i i vef.  Nam  cir- 

cumplicatione feftoris  aUeva , cadit 

va 


Digitized  by  Google 


1 


FRATERNORUM.  #01 


generaliter  non  nifi  per  quantitates  tranfccndcntcs  abfolvitur  ; Num- 
conflat , quod  dixi , curvam  geometrice , id  cft , algcbraice  non  Lxxx 
efle  defcriptibilcm.  In  fuperficic  cylindrica  punfta  curva?  reperi- 
ri  poliunt  continua  arcus  bifc&ione  (c)  , fcd  inventio  omnium 
indefinite  punctorum  pariter  fc&ioocm  arcus  in  data  ratione  vel 
ejus  rc&ificationcm  fupponit. 

Atque  harc  de  primo  Problemate  di&a  fufficiant  : cattera  fu- 
pra  laudatus  Vir  liluftrifliraus  D.  Marchio  Hospitalius  nu- 
pero Januario  plene  & eleganter  foluta  dedit.  Sed  quia  obfervo, 
paulo  generaliora  a Fratre  proponi  potuidc  (,4 ) » ea  fcqucntem 
ia  modum  formo  ac  folvo. 

PRO- 


va  fuper  vi,  Se  e fuper  i , atque  ti 
prolongatio  eft  ipfius  /e. 

Dudi  itaque  radii  vl , vm  paralle- 
li redis  ei , ei , refpondebunt  late- 
ribus coni  VL  , VM  .quae  funt  cur- 
vz  IGH  afymptota.  Parallelae  enim 
vl  ,eb  ; vm  , ei  non  concurrunt.  Er- 
go nec  in  fuperficie  coni  concurrent 
VL,  EFH;  VM,  EI. 

Verum,  notandum  eft,  ut  omnis 
vitetur  zquivocatio  , licet  curvz 
IGH  pars  E G F inter  E,  E punda 
fit  breviftima , non  tamen  femper  fc- 
qui  ipfam  IGH  ede  inter  /,  H pun- 
da breviftimam.  Fieri  enim  poteft , 
ut  ab  altera  parte  verticis  coni  alia 
ducatur  INH  brevior,  fcil.  fi  in  fe- 
dore  aliva  , reda  ini  punda  i , b 
conjungens,  brevior  fit  fumma  reda- 
rum ii  -{-eb. 

Quod  fi  defideratur  linea  I%y$H 

Juam  linea  IGH  in  bafin  projeda 
eferibit , ea  facile  conftruitur.  Nam 
dermifia  Gy  in  bafi  fignat  pundum  y, 
dividens  radium  CB , ita  ut  fit  CB : 
Cy  =:=  VB : VG  = vb : vg.  Suma- 


tur itaque  fn  circulo  bafeos, arcus  AB 
=,ab,  & capiatur  Cy  ad  CB,  ut  vg 
ad  vb,  eritque  pundum  y in  defiderata 
I*>*H 

(* ) Et  idem  quoque  przftare  li- 
cet fimplici  arcus  bifedione,  quo- 
tiefcunque  latus  coni  radii  bafeos 
erit  multiplus,  aut  etiam  fubduplus, 
fubquadruplus  , fuboduplus  , <5cc. 
[ Vide  Not.  prxe.  J 

(*)  Generaliter  Problema  propo- 
ni fic  potuiflet;  Fropofuis  infinitis  cur- 
vis BC,  BL,  ordinatim  pofttione  da- 
tis , aliam  reperire  CL  qua  a ftngulir 
auferat  arcus  BCv-B  L,  quorum  fin- 
itiones quapiam  ftnt  aquales.  Id  vero 
ex  principiis  N*.  L\XVIII,Nota 
f,  p-79J,794>  pofitis  fic  folvi  poteft. 
Si  BD  vocetur  x , D M , dx , DG , 
y,  GK,  dy , GC,  ty , KC,  dv;  & ®- 
quatio  curvarum  BC,  BL,  fitr/y  — 
pdx , ubi  p datur  per  conflantes  & 
variabiles  x,y,&  a parametrum  inr 
unaquaque  curva  eandem,  fed  de 
curva  in  curvam  variabilem ; fitque 
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SOLUTIO  PROBLEMATUM 

P R O B L.  1 1 & 1 1 1. 


Axi  ET  infiflant  infinita  curva  BL , BF  genere  eadem  > hoc  efi . 
quarum  ordinata  M L , M F conflanter  fint  proportionales  ; fit  que 
alia  curva  CL  ex  prioribus  fiat  i a auferens  BLM , BCD  . tum  in- 
ter fie  . tum  dato  fipatio  aqualia,  fijuaritur  , qua  fit  natura  curva 
C L » qxa  ratio  ducendi  ejus  tangentes  , & auodnam  in  illa  pun- 
i Ium  alteri  ubivis  dato  punclo  proximum  ? [ Fig.  4 ] . 

‘ Solutio.  F.ftodata  ex  infinitis  una  BL , datumque  in  curva  CL 
ubivil  pun&um  C , c quo  demifla  in  axem  applicata  C D , qua: 

fecet 


ipfius  pdx  , manente  x,  differentia 

ad  adx  -+-  r 3ydx  ; oden  fu  m eft 

fore  Jy  =.  mdaf(qdx:m')  ubi  m 
defignat  numerum  cujus  frdx  eft  Lo- 
garithmus.  Ponamus  brevitatis  cau- 
fa  n - — mf(qdx:m),  aut  3 y = 
n d a.  Et  cum  fit  ex  hypoth./BC 

=/BL,  erit/BL /BG  — 

/BC — /BG,  Sed,  pofita  /BL 

f Adx.  erit/BL /BG  = 

Adx ; & /BC  — /BG  —f(  Bdadx 
-l-Ciydx),  [ exiftente  nimirum 
B da  -\-C3y  differentia  ipfius  A, 
qua:  prodit  manente  x ] — r d a 
f(Bdx-^-Cndx),  fubftituendo  ni- 
mirum nda  pro  3y.  Habemus  ita- 
que Adx da{  f Bdx  -j-  / Cndx ) , 

vel  da  — Adx : /(  Bdx  + Cndx  ) ; 
atque  G C 3y  — nda  nAdx  : 

/f  B dx  -f-C  ndx  ).  Igitur  KC 

= dy  = $ y dy  = nAdx: 

f ( Bdx  4-  Cndx  ) pdx.  Nec  non 

DT 

Habemus  igitur  rationem  ducendi 
tangentes  curva:  CL,  aut , quod 


idem  eft,  habemus  curva:  aequatio- 
nem differentialem  dy ■ n A d x: 

/(  Bdx  + Cndx ) — pdx.  U bi  nota- 
re poffumus  in  hoc  Problemate  illud 
contineri.quod  propofitum  fuit  & fo- 
lutum  N°.  LXXVIII,  Nota  f.  Nam 
ubi  curva  CL  applicatam  tangit , ibi 
eam  fecat  curva  B C cujus  funftio 
maxima  eft  , vel  minima.  Fiat  igitur 
dy  infinita  , & habebitur/(  B d x -f- 
Cndx  ) vel / ( Bdx  + Cmdx J(qdx:m)) 
O , ut  ibi. 

Sed  huiufmodi  folutiones  genera- 
les fatendum  eft  die  nimis  abftra- 
ftas  , nec  facile  in  ufum  converten- 
das. Quare  utilius  eft  ad  fpeciales 
cafus  defeendere , inter  quos  emi- 
nent cafus  curvarum  ejufdem  gene- 
ris , quae  nempe  habent  ordinatas 
conflanter  proportionales , & cafus 
curvarum  fimilium.  In  illis,  fi  fun- 
ftiones  fint  areae,  in  his  area  vel  ar- 
cus curvarum  , qui  funt  cafus  hic 
propofiti , res  tam  facile  fuccedit , 
ut  ne  calculo  quidem  opus  fit , fed 
breviffima  fufficiat  fynthefis. 
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fccct  datam  curvam  in  O , ducatur  tangens  GE : fuper  DE  con- 
stituatur Reitang.  EH  atquale  fpatio  dato  BCD;  fiatque  CH: 
HD  = DE:DT;  junita  CT  curvam  CL  tanget  in  C ('). 

Nota  ratione  ducendi  tangentes  , natura  curva;  latere  nequit; 
eftque  femper , quod  hic  Specialiter  annoto  , reducibilis  ad  ca- 
fum  Problematis  Beauniani  generalius  concepti  (f  ) mcnfc  De- 
cembri 1 695  *>  adeoque  conitruibilis  per  Logarithmicam , vide, 
Menfe  Julio,  1696  f.  Punitum  curva;  CL  proximum  ipfi  B 
quodnam  fit  , generaliter  oftendit  Vir  perilluStris  , poteltque 
nullo  negotio  ad  aliud  quodvis  datum  punitum  accommoda- 


ri (g). 


(*)  Agatur  EN  ipfi  CD  paralle- 
la, quam  fecent  in  N & O.reitx  per 
L & G duita  ipfi  DE  parallelae.  Et 
cum  ponatur  conflans  ratio  ordina- 
tarum DC,  DG  erit  fpat.  BCD, 
vel  ipfi  aquale  BLM  , ad  BGD , ut 
DC  ad  DG , ac  convertendo  BLM: 
LMDG  = DC  : CG.  Efl  autem, 
ex  conftr.  BLM=DHIE,  & 
LMDG  , feu,  quod  ipfi  aquale  fu- 
mitur  reit.  MG  = GKNO  [ 1. 43]; 
Eft  igitur  DHIE.-GKNO  = 
[DH:  GK]=  DC  : CG , aut  *Uern. 
DH : DC  ^ G K : CG , vel  conv. 
DH : CH  = GK : CK  = GK  : LK 
4-LK:  CK=LM:  EM  -f-TM: 
LM  = TM : ME  .vel  T D : DE. 
Ergo  DH  : CH  = TD : DE. 

( f ) Sit  DC^^y,  ED=j,  funitio- 
ni  ipfi us  >’  data  ex  natura  curvarum 
BC,  BL  : Sit  z abfeifla  curvx  qua- 
fitae  C L ; atque  ideo  fubtangens 
TD  =ydz  : dy.  Pone  etiam  Spa- 
tium datum  DH1 E — cc , atque  erit 

DH  = «:t,  & CII—  y eat, 

& proportio  DH : CH  = TD:  DE, 

Jac.  Bernovlli  Opera. 


PRO- 

dabit  hanc  xquationem  dz  = ccsdy : 

( *yy cc  y)>  quam  non  opus  efl 

ad  Problema  Beaunianum  reduce- 
re ; nam  facile  conftruitur  , cum 
indeterminata  fponte  fint  Separata  : 
efl  enim  s funiho  ipfiusjt. 

* N°.  LXVI.  pag.  66  j. 

t N°.LXXII.  p.731,  & LXXVII. 
pag.  782. 

(«)  Illud  nempe  punitum  curva 
C L dato  punito  proximum  eft  , in 
quod  cadit  perpendicularis  ex  dato 
punito  in  curvam  dcmiSTa.  Ad  hoc 
vero  punitum  , ut  facile  liquet , eft 

di  ad  dy , ut  y / ad  z — — g , po- 

fitis  / Sc  g ordinata  & abfcifla  pun- 
iti dati.  Quamobrem  , fi  in  aqua- 
tione mox  inventa  dz:  dy=ect  : 

(syy ccy ) , pro  di  : dy  fubflitua- 

tur  ( y f)  : ( z g ) , habebitur 

z — g = (y  — /)  (tty  —ccy) ccs, 
qua  determinatur  relatio  ipSarum  z 
& y in  punito  quxfito. 

Kk  kkk 
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SOLUTIO  PROBLEMATUM 

P R O B L.  I V.  & V. 

In  eadem  figura , Jient  o BC  , BL  infinita  curva  [miles  [eu  [pe- 
cie  eadem  » e quibus  curva  C L auferat  arcus  aquales  B C , B L r 
jQHAritur  natura  curva  C L , ejus  tangens  in  puntto  C . & pun- 
ftum  curva  dato  cuipiam  punclo  proximum  ? [ Fig.  4.  ] 

Solutio.  Exemplum  proponit  Frater  in  Parabolis.  Huic  fatpe 
laudatus  Dnus.  Marcbio  ita  fatisfacit , ut  dulta  per  C Parabola 
BC  , ejulquc  tangente  CE  , faciat  CE  — BC : BC  = B D ; B T. 
Addo  , fi  in  hac  proportione  duntaxat  BD  vertatur  in  BE, 
conftruttio  generaliter  ad  omnes  curvas  fimilcs  fefe  extendet ; 
unde  & componendo  femper  erit  CE:BC  =ET:BT  (h). 
Quemadmodum  etiam  fi  curva  CL  talis  cflc  ponatur , ut  ex  cur- 
vis fimilibus  arcas  abfeindat  aquales  B C D , B L M , reperitur 
Triang.  CDE : fpar.  BCD  = ET.-BT  C1);  qua»  Theoremata 
obfervari  merentur.  De  natura  curva:  CL,  pun&oquc  in  illa 
alteri  cuidam  proximo  eadem  tenenda,  qua  in  Problemate  pret- 
ccdcnti. 

PROi 

B L1  & divid.  invert.  C Q R D :: 
BCD=  BQ‘. — BL*:  BL:  = 
( BQ  + BL  1 ( BQ  — BL ) : BL1 
— LquiaBQ,  BL  vix  tfiflerunt  ] 
aBL.  I Q : BL*  = 2I  Q:  BL  Pa- 
riter ECD  : EQR  ==■  EC*:  EQS& 
div.  ECD:  CQR D=EC‘:  EQ1 

EC;  = EC:2<  Q.  Ui  fle  compof. 

rationib.  tft  ECD:  BCD  = 2L  Q. 
EC : aCQ.  BL  = EC : BL+LQ  : 
CQ  = EC:  BL-f-BL:  B V [ob 
fim.  Tr.  QLC , BLV  ] = EC  : BV 
= ET : BT,  id  cil.ECD  : BCD 
= ET.BT. 


(*>)  Si  curvat  BL  , BC  fintfimi- 
Ics  & circa  pun&um  B fimiliter  po- 
litae , fitque  BGL  =■  BC  ; erit , pro- 
dufta  BL  donec  in  Q occurrat  cur- 
va- BCF  , B L : BQ  -=  BGL , feu 
BC : BCQ , & convert.  BL  : LQ  = 
BC  : CQ  , atque  ait.  B L : B C — • 
LQ  : CQ  -=  [ dufta  B V ipfi  QCE 
parallela]  — BL  : BV.  Eft  igitur 
B V = B C.  Ergo  cum  fit  E C : 
BV  = ET.  BT,  erit  EC:BC  = 
ET  : BT. 

(*)  At  fi  BCDt=BLM;  erit 
BCQR  : BLM  vel  BCD  =BQ! : 
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PROBLEMA  VI. 

e 

Sint  infinit a curva  fimiles  BH  , DL , circa  idem  punitum  A fi- 
militer  conjtituta  , quas  trajiciant  dua  recta  pojitione  data  AH , 
E D , quarum  altera  AH  tranfeat  per  A : Quaritur  arcuum  amba- 
bus rectis  interceptorum  maximus  mini mufael  [ Fig.  j J. 

Solutio.  Daca  fit  una  curvarum  fimilium  BH  fecans  redam 
pofitionem  datam  AH  in  H , alteriquc  pofitione  data:  E D duca- 
tur per  A parallela  AG.  Evolvatur  curva  HB , principio  evolu- 
tionis fado  in  H , & gignat  curvam  H G , qua:  redam  A G fc- 
ect  in  G ; filum  autem  evolvens , dum  deferibit  G pundum , fic 
GB  tangens  curvam  in  B.  Jungatur  A B fecans  redam  E D In 
D , ac  per  D tranfeat  portio  curva:  D L fimilis  portioni  B H , 
erit  arcus  DL  omnium  redis  AH,  ED  interceptorum  maximus 
minimufve  ( k ). 

Corollarium.  Patet  hinc  inGgnis  evolutionum  ufus  i 
nondum  quod  fcio  confideratus  , nempe  : fi  fit  Curva  quaevis 
HB , ejus  evolutione  deferipta  HG , filum  evolvens  B G , atque 

K k k k k a ex 


( * ) Haec  conftrudio  jam  analy- 
tice  demonflrata  eft  N°.  LXXVIII , 
Nota  d , pag.  792.  En  fynthcfin. 
Arcus  DL  omnium  fimilium  redis 
AH , ED  interceptorum  minimus  eft 
Ii  viciniflimo  dl  fit  aequalis.  Agan- 
tur ADB,  Adb,  & BF  ipfi  ED  pa- 
rallela , eritque  i l : & b — At : A/3 
= id:  &b=dD:  bBz=  AD:  AB 
= DL : BH.  Ergo  J l + tdlld}; 
(bb  4-  &b  [hb  ] « DL : BH. 

Conflabit  igitur  efle  dl  = DL,  (i 
probavero  bb—  BH.  Id  vero  fic 
oftenditur.  BH:  = AB:  A /3. 

Convertendo  BH:  BH fih  = AB: 

B0  = AB;  */3+-*/3;B/3  = AB: 


bi 3 +-  BG  : AB  [ ob  fim.  Tr.  Bb(3  , 
ABG]  = BG:  i /3.  ErgoBII: 
BH  — /3A  — BG:i/3.  Sed  ex 
natura  evolutionis  BG  = BH.  Igi- 
tur f/3=BH — /3 h,  Sc  BH  = Zv3 
-\-(bh  = bb.  Ergo  etiam  DB—dl. 
Igiiur  arcus  DL  inter  fimiles  redis 
redas  AH  , ED  interceptos  efl  mi- 
nimus. 

Et  fimiliter  oflendemus  , duda 
I M redae  A C parallela  , efle  ib  — 
III,  atque  ideo  BI  = 6j.  Efl  igi- 
tur arcus  BI  omnium  fimilium  redis 
B F , I M interceptorum  minimus , 
maximufve  , ut  habet  Nofler  in  Co- 
rolL  ftquetiti. 


tJunv 
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So<S  SOLUTIO  PROBLEMATUM  FRATERNORUM. 

Num.  cx  punitis  H & G infleitantur  reita:  HA,  GA  concurrentes  in 
LXXX.  qUO|jjjCt  pUn£to  A , & polteriori  per  B agatur  parallela  reita  in- 
finita BF , erit  evoluta  B H omnium  circa  idem  punitum  A fi- 
militer  deferiptarum  ac  reitis  AH,  BF  interceptarum  curvarum 
maxima  minimave.  Quin  & amplius , fi  accipiatur  in  curva  HG 
quodvis  aliud  punitum  C , quod  filum  evolvens  IC  dum  deleri- 
bit , tangit  curvam  BH  in  I ; atque  cx  I.rcita  agatur  in  IM 
duita;  CA  parallela  , erit  arcus  BI  omnium  rcitis  IM,  BF  inter- 
ceptorum maximus  minimusve. 

N«.  LXXXI. 

JACOBI  BERNOULLI 
SOLUTIO 

PROBLEMATIS  FRATERNI 

in  A6lis  menfis  Mati  1697  propojiti , 

De  Curva  infinitas  Logarithmicas  ad  angulos 
reflos  fiecante. 

A8*r.rtii.  T) Roblema  de  curva  invenienda  , qua;  infinitas  lineas  ordinatim 
«Lupiae  pofidonc  datas  tangit  , jam  Mcnfe  Oitobri  1694  * 1'olutum 
’ dedimus.  Quatltio  hic  clt  de  tali , qua  datas  omnes  ad  angulos 

rcitos 

* N°.  LXII.  pag,tfi8-  feq 
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DE  CURVA  INF.  CURV.  AD  ANG.  RECTOS  SECANTE.  897 

rcttos  fccet.  ( * ) Dependet  autem  Problema  a methodo  tangen-  T f"; 
tium  inverfa,  ut  nullam  generalem  folutionem  admittat,  cllquc 
pro  varia  datarum  pofitionc  mira;  diverfitatis ; neque  gradus  vel 
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( • ) Has  curvas , qua:  aliarum  or- 
dinatim  pofitione  datarum  feriem  ad 
redos  angulos  fecant , vocant  Geo- 
metrae TrajeEloria:  ortbogottales , no- 
mine ipfis  indito  a Celeb.  Job.  B e r- 
Noulli.  Id  argumentum  is  tam 
fubtiliter  & accurate  pertradavit  in 
A Elis  Erud.  1720  , Mai.  pag.  223,  & 
Supplem.  Tom.  VII  , Sed.  7.  pag. 
303  , & Sed.  8.  pag.  337,  ut  exhau- 
flum  videatur.  Inde  ea  quae  ad  illius 
Numeri  intelligentiam  faciunt  ex- 
cerpemus. 

Poflquam  univecfaliflimam  dedit 
Trajedoriarum  formulam  , qualis 
quidem  dari  potell  , ad  fpeciales 
cafus  delabitur ; qui  tamen  ita  funt 
comparati  ut  unufquifque  infinita  fub 
fe  genera  comprehendat.  Hic  au- 
tem tres  eorum  praecipue  funt  recen- 
fendi. 

I.  Ubi  Trajedoria  quaeritur  quae 
curvam  eandem , fed  motu  parallelo 
latam  femper  ad  angulos  redos  fe- 
cat.  Sit  [ Fig.  A ] AMm  curva  data, 
cujus  abfcifla  AP  [ x ] , applicata  PM 
[y  ] , earum  elementa  Qm  , dx  ; 
1£M,  dy.  Ea  fi  fluere  ponatur  fe- 
cundum axem  AR  , & perveniat  in 
BNn , ibique  fecetur  ad  redos  an- 
gulos SNn  a Trajedoria  SN , cujus 
abfcifla  AR  [*.]  & applicata  RN 
\_y  ] , erit  ON  = dy,  OS = — dx. , 
quia  crefcente  y decrefcit  Jam  , 
ob  redum  angulum  SNn , efl  ONl 
— SOx  On  ~SO  x Qm  J_  funt  enim 


aequales  vel  analytice  dy'~= 

dzdx.  Datur  autem  dx  in  y & 

dy,  quia  data  efl  curva  AMQj  fit- 
que  dx  = Ydy,  [ Y fundionem  ipfius 
y qualemcunque  delignante  ].  Igitur 
dy1  = - — Ydtdy , vel  dx.  = — dy.  Y, 
qua:  efl  Trajedoriae  S N aequatio. 
Videantur  exempla  Notis  b,c, d, e. 

II.  Ubi  curvae  ad  redos  angulos 
fecandae  funt  ejufdem  generis  , hoc 
cft , quarum  ordinatae  ad  eandem  ab- 
fciflam  funt  inter  fe  in  ratione  data. 
Quales  funt  AMm,  BNit , fi  aflum- 
pta  ad  libitum  abfcifla  CL  [_y] , ap- 
plicatae LA/[x],  LA[tJ  datam 
habeant  rationem  1 :g,  delignante 
g quantitatem  quandam  , in  eadem 
curva  BNn  conflantem  , variabilem 
vero,  ubi  de  curva  in  curvam  tran- 
fieris.  Igitur  L N [t]=gx,  & 
On=gdx.  Sed  OS,  [dz  ] elem. 
ordinatae  LN,  quatenus  adTraje- 
doriam  pertinet,  efl  = — dx. , at- 
que N O = dy.  Igitur,  cum  fit 
ON  l—_SO  x On , erit  dy*=  — gdxdz. 
Datur  autem  , quia  data  efl  curva 
principalis  AMm , dy  in  d x , fitque 
dy  =-  Xax . erit  XXdx1  = —gdxdz, 
vel  XXdx  ■=  — gdz  -=  — zdx.  : x, 
quoniam t .•  x.  Habemus  itaque 
XXxdx  =-.=  — ■ zdz ; quae  aequatio  al- 
ge braice  , li  XXxdx  integrari  pof- 
fit , fin  minus,  tranfeendenter  expri- 
mit relationem  ipfarum  x,  zi  'LM  , 
LN.  Aflumpta  igitur  ad  libitum  abf- 
tilTa  CL)  & fic  determinata  ordina- 
ta 


t 
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fpecies  curvarum  efl  caratter  facilicacis  vel  difficultatis  Problema- 
tis, cum  nonnunquam  in  algebraicis  res  difficulter,  in  tranfccn- 
dentibus  contra  facile  fuccedat. 

Exempla  promifeue  algcbraicarum  & tranfccndcntium  curvi- 
rum  in  quibus  folutio  facilis. 

I.  Si  eidem  axi  infiflant  infinita  Parabola  aqualium  parametro- 
rum , fed  diverforum  verticum  , five  [ quod  eodem  recidit  J fi  ex 
infinitis  una  Juper  plano  fuo  ita  protrudatur  , ut  fingula  ejus  pun- 
cla  reflas  defiribant  axi  parallelas  , erit  curva  , qus  infinitas  il- 

las 


ta  LM , habebitur  LN , ‘atque  pun- 
dum  N Trajedoriae  quaelitae.  Ex- 
empla vide  Notis  f,  h. 

III.  Ubi  curvae  fecandte  funt  fimi- 
les.  Sint  AMm,DEF  [Fig.  B]  curvae 
iimiles  & circa  pundum  A limiliter 
politae  , inter  quas  eligatur  principalis 
AAIm;  dudifque  redis  A AIE,  AmF 
deferibantur  arculi  AII,  EG.  Sitque 
AM , x } lm , dx;  AE,  vel  AG,y ; 
GH, dy,  quia  crefcente  x.in  cur- 

va principali,  decrcfcit  y in  Traje- 
doria  KEH.  Quia  data  eft  curva 
AMm , arcus  AII  dabitur  in  x Si  dx  i 
Iit  ille  X d x , &,  ob  curvas  Iimiles 
AMm , D EF,  habebimus  EG  ■. — r 
Xydx : x , & G F=ydx : x.  Igitur 
cum  fit , angulo  FEH  exiftente  re- 
do , EG-  —FGx  GH,  feu  XXyydxi 

xx — - ydxdy  : x,  erit  XXdx  : x 

= dy  : y , quae  aequatio  , fi 

/(  XXdx : x ) ad  logarithmos  reduci 
pollit , algebraice ; fiu  minus , tranf- 
cendenter  dabit  relationem  ipfarum 
x,  y ; AM  .AE.  AITumpta  igitur  ad 
libitum  AM,  dabitur  A E,  & pundum 
E Trajedoriae  K E G. 

Vel,  fi  curvae  principalis^ Mm 


habeatur  natura  exprefla  per  aequa- 
tionem inter  coordinatas  At  [x 
FM  [y}  , fitque  DEF  curva  inter 
fimiles  talis  ut  dudis  AME,  AmF, 
fint  i : a = A M:  AE  ^ At  [*]•• 
AN[ax]~*PM[y}.’  NE[ay}. 
Jam  fi  fit  K pundum  Trajedoriae 
KEH  viciniffimum  pundo  E , & va- 
riantibus a 6cx,  dinerentientur  AN, 
[ a x ] , & NE  [ ay  ] , invenientur 

T K adx xda , & ET  = 

ady+-yda.  Praeterea  , cum  fit , ob 

ang.  redum  KEF,  KT[ adx  — 

xda  ] ••  TE  [a  dy  -t- y d a}  =-  TE  : 
TF=  [ob  fiinil.  curv.  AMm, DEF} 
= M [dy}’.  Qm  [ d x ] , erit 

adx 1 xdadx  = adyx-\-ydady. 

unde  fit  ' — da : a = (dx  -\-dy-)  t 
( x dx  -{-y  d y ) , quae  aequatio  alge- 
braice , fi  ( dx ' -f-  dy 1 ) ••  ( xdxy-ydy) 
pollit  reduci  ad  logarithmos,  aut 
tranfcendenter  laltem  , dabit  relatio- 
nem ipftus  a ad  ipfas  x Sc  y.  AITum- 
pta igitur  ad  libitum  x [ AP  ] , quo 
tpfo  datur  t M , habebitur  a. 
Producatur  itaque  A M in  £ , donec 
fit  A E:  AM  =«.•!,&  habebitur 
pundum  E Trajedoriae  defideratar. 
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Ias  Parabolas  feu  unicam  ita  motam  perpetuo  ad  angulos  rcftos 
fecat,  Logarithmica  , cujus  fubtangens  arquatur  fcmipararactro 
Parabola:  ( ).  Et  viciflim  , G Logarithmica  di&a  ratione  fuper 
axe  promoveatur,  curva  quam  continuo  ad  retftos  fecat  angulos , 
cft  Parabola  ( c ).  Ita  G Parabola  cubica  fuper  axe  propellatur , 
quam  ad  reftos  fecat,  eft  Hyperbola;  G altiores  Parabola,  ab 
altioribus  gradatim  Hyperbolis  normaliter  fecantur , & viciflim 
&c.  (*). 

II.  Si  infinita  aqualium  parametrorum  Parabola  axibus  paralie - 
lis  infistant , & vertices  habeant  in  linea  his  axibus  perpendicula- 
ri, Gvc,  Si  Parabola  ita  feratur , ut  fingula  ejus  punita  rettas  defi 
crtbant  axi  perpendiculares  ; Curva  quam  infinita,  vel  unica  fic 
mota  normaliter  interfccat , Parabola  eft  cubicalis  fecundi  gene- 
ris , cujus  latus  rc&um  ad  Parabola  parametrum  eft  , ut  novem- 
ad  fcxdccim.  Si  alia  Paraboloidea  ita  ferantur  , aliis  itidem  Pa- 
raboloidcis  normaliter  fecantur , & vice  verfa  &c.  ( * ). 


( * ) Hoc  exemplum  ad  Cafum  I , 
Nota:  praced.  pertinet.  Parabola 
aquatio  eft  a x = v v . feu  a dx  — ■ 

zydy  , aut  dx 2 ydy  : a.  Igitur 

Y — = 2y  : a,  & aquatio  ad  Trajefto- 

riam  [_-dz ■ dy:Y erit  dz 

= ady  : 2 y 3 ady  : y ad 

logarithmicam. 

(•)  Aiquatio  ad  logarithmicam 
eft  dx~a  dy:y.  Ergo  Yx=a:y. 
Igitur  aequatio  ad  Traje&oriam  [ dx. 
~ — dy  : X]  , fit  dz  = — ydy : a, 
vel  z~ — yy  , aut  — j az ~ 

yy , ad  Parabolam. 

( * ) Sit  generaliter  a m 1 x = 
ym  ad  Parabolas  cujufcunque  gradus, 

feu  dx  = mym  1 dy:  a*  1 .•  erit 

X ~my  ; a . Ergo  dz^ 


ITI.  Si' 


[■= dytYJwm. lam * 

m 

y 1 mdy,  li ve  z,«= — ..  - 1 ^ 

7/i  (2  — m) 

m — I 2 — m . . m — 2 

• y aut  denique  y t. 

= 1 a ™ 1 ad  infinitat- 

«i  {m 2) 

hyperbolas. 


(r)  At  fi  fit4B  1 y =»***,. 

velx  = 4I  I'Vtylmymtdx--** 

I I — I :m  I :m — I , • „ 

- a y dy,  erit  Y = 

ut 

i i — i :m  v.m — i . , 

- a y , 8c  dz  ~ 

m 

[ — dy.  Y]=ma  'm^~lyX  ~l  mdy> 

atque- 
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III.  Si  infinita  Paraboloidea  ejufidem  gradus  [ cujus  index  fit  m] 
/id  diverfiorum  laterum  rectorum  , circa  eundem  axem  (jr  verticem 
confi fiant  ,•  Curva  qua:  has  omnes  normaliter  trajicit,  conftanter 
cft  Ellipfis  , cujus  centrum  in  communi  vertice , latus  tranfver- 
fum  in  axe,  cjufquc  ratio  ad  latus  re&um,  ut  i ad  m.  {i). 

IV.  Si  infinita  aqualium  fubtangentium  Logaritbmica  fiuper  to- 
tidem axibus  parallelis  confifiaut , ■ tranfeantque  per  commune  pun- 
itum B»  Ouaritur  curva  eas  omnes  normaliter  interfecans  \ [Fig.  ij. 

Constructio.  Efto  una  carum  data  F B f cum  fuo  axe 
AG , inque  hunc  dcmilTa  perpendiculari  B A , fumptoque  quoli- 
bet in  Logarithmica  puncto  F,  agantur  ad  axem  perpendicularis 
F G , tangens  F L , & huic  parallela  B M , ac  infuper  ad  partes 
Logarithmica  ab  axe  remotiores  ftatuatur  in  axe  re&a  A N ar- 
bitraria longitudinis , major  tamen  fubtangente  GL  : quo  fa&o , 
fumatur  inter  duplam  fubtangentem  & exceflum  quo  N G fupe- 
rat  AM  , media  proportionalis , ciquc  in  reda  B A aqualis  ab- 
fcindatur  BI  fcorfum  deorfumve,  prout  punttum  F fupra  infra- 
ve  B alTumptum  fuerit , ac  denique  ex  I ducatur  IH  parallela  axi 
fecanfquc  applicatam  GF  in  Hi  erit  H punttum  in  optata  curva 
C H D , cui  fimiles  & aquales  in  cateris  rettarum  BA , B C fefe 
dccullantium  angulis  confticui  potiunt. 

Nota. 


atque  z- 


m 


i :m* 


i : m 


- 1 :?n  i m . . mm  N m 

, veU  = ( -) 


2 — 2 m 


2771- 


771 m'  ■ ■ I j • y 

x dx , ent  X=  m* 

Ergo  [ XX  xdx  — : ] m m a' 

x 2 m 1 i x = — zdz,  Sc  inte- 

2 im  2 m 


my2m  i * a(Jj  tan{jem  grando  J ma~  x " — J ce  — 

} [ J cc  eft  conflans  addita  ad  com- 

plendam aquationem  , ] feu  , pro 

x2m  feribendo  a2m  2 yy,  myy  = 
cc aquatio  ad  ellipfim  , cu- 


,2 m — I .m  m — I m 2 m — I 

( ) A Z =y 

vim 

Quod  fi  ponas  « = 2,  etit  fgozz 

= V*. 

(f)  Pertinet  hoc  exemplum  ad  V . ’ T"1  i*  r—"  * 

Cafum  2.  Sit  aquatio  Parabolarum  Jus  ax,s  maJor  * latus 

2 c m. 


m — I m , . 

a y =•  x vel  dy  = ma 


t — m 
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Nota  , Maxima  curvs  altitudo  B D = y'  (iGLx(AN  — 

GL) ). 

Si  GM  = AN,  cadit  1H  in  BC,  fitque  maxima  curva;  lati* 
tudo.  ( g ). 


Num. 

LXXXl. 


V.  Queritur  denique  Linea  [ quod  efl  fpccialc  exemplum  Fra- 
tris ] qua  omnes  Logaritbmicas  fuper  eodem  axe  & per  idem  pun- 
ctum d udt as  ad  angulos  rectos  /icat  ? [ Fig.  l ]. 

Constructio.  Efto  axis  communis  Am , pundum  in- 
terfedionis  Logarithmicarum  B , earum  una  data  FB/;  demif- 
fa  in  axem  perpendiculari  BA , per  pundum  F utcunque  accep- 
tum in  Logarithmica  agantur  reda;  FT  , FN  fccantcs  redam  BA 
in  T & N , quarumque  illa  axi  parallela  fit  , htec  tangat  Loga- 
rithmicam  [prarrcrcaquc  fupra  T,  fiquidem  pundum  N inferius 
fit  ipio  T , abfeindatur  TN  aequalis  inferiori  TN ; ] quo  fado, 
diametro  AN,  nempe  AT  + TN,  deferibatur  fcmicirculus  APN, 
cui  occurrat  reda  FT  in  P;  fumptaque  arbitraria  quadam  con- 


( 1 ) Sint  BH,  Bh  [ Fig.  B ] Lo- 
garithmicae  duae  viciniliimae,  quarum 
axes  AD , ad,  quas  fecet  ad  re&os 
angulos  Trajeftoria  Hh.  Hujus  abf- 
cilla  JSClit— x,  ordinata  CH—y, 
atque  BA  = a.  Et  ex  natura  Loga- 
rithmicae  erit  B C [ x ] — log.  ( HG  : 
BA  ) = log.  {a — y):a,  aut  ( a — y):a 

• numero  , cujus  x eft  logarith- 

mus  , id  quod  defignabimus  fic  , Nx. 

Efl  igitur  a=y  :(  i Nx)  , Sc 

y -=-  a — aNx,  atque  IK—  — adxNx. 
Ergo  /£[<?]  — IU1:  IK  — 
dx1 : adxNx  ~ — dx  : a Nx- — 

— -X- , vel  — ydy  = dx  — 

yNx.  {i—  Nx)  y 

Ax Nx  , fi  ve  ydy  = — dx  - f-  dx.Nx. 

•Erit  igitur  integrando  jyy=.c 

te i • Nx,  [teli  conflans  addita 

«. . Jac.  Bernoulli  opera. 


ad  aequationem  complendam  Er- 
go y media  proportionalis  inter  2 , 

&c x i:Nx,  hoc  efl  inter 

duplam  fubtangentem  Logarithmicre 
cujufpiam  , quae  fubtangens  G L pro 
unitate  fumi  poteft  , & exceflum  quo 

AG  = c x,  [fumta  AN  — f], 

fuperat  AM,  qua:  cum  lit  tertu-proi 
portionalis  ad  HG  , BA , t<  GL,  erit 
— GLxBA : HG,  hoc  efl  1 : Nx, 
cum  lit  GL— 1 , & HG : BA  — Nx. 

Eli  autem  maxima  curva:  altitudo', 
feu  y maxima,  quando  x-\-  1:  N x 
minima  eil  ; hoc  efl , quanoo  x—  o , 
& Nx  atque  x : Arx=  1 ; tuneque 
— 2 c — '2.  Maxima  vero  cur1- 
vae  latitudo  dt , quando  r *=-  x -j-  1* 
Nx , quando  A iV===  GM.  Nam,  ubi 
r <<  x -f-  1 : Nx,y  imaginaria  ett, 

EUII 


1 
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flante  L,  abfcindatur  in  BA  cx  pun&o  T rcfta  TR  = \/(iTA* 
±L'),&  jungatur  RP  ; [ vel,  fi  pun&um  T fupcrius  fit  ipfo  B,' 
defcripto  fu  per  TR  femicirculo,  applicetur  illi  prius  TP,  ac  tum 
demum  jungatur  RP;]  jundat  in  rcdla  FT  aequales  hinc  inde 
abfeindantur  T S , T S ; cruntque  puncta  S , S ad  curvam  quan- 
dam  m CMCt» , qu£e  omnes  Logarithmicas  circa  punftum  B 
confiitutas  ad  angulos  rettos  fccabit , ut  requirebatur. 

Nota.  Sumpta  TR  = \/  ( J TAl  + L1 ) , occurret  curva  axi  in 
punfto  m,  ut  fit  Am  = h:  fed  fumpra  TR  = \/(JTA — L1), 
tranfibit  inter  punfta  A & B,  nec  ad  axem  pertinget. 

Maxima  curva:  'latitudo  BC  = yj  ( » B A1  cfc  L1 ).  ( t> ). 

Atque  horum  omnium  folutio  facilis  admodum  fuit : dari  au- 
tem pofiunt  aliae  curvarum  pofitionest  qua:  Problema  magis  ar- 
duum reddunt  , & vel  in  fimplici  Parabola  ad  cafus  methodi 
tangentium  inverfa:  nondum  exploratos  deducunt  > vcluti , Si  qu±- 
ratur  Curva , qua  omnes  Parabolas  fuper  eodem  axe  extractas  , la- 
teraque  fua  refia  refpeflivis  'verticum  a puncto  fixo  diflantiis  aqua- 
lia habentes , ad  rectos  angulos  trajicit  ( 1 ) &c.  Cui  addi  poteft 

& 

(t)  Pertinet  exemplum  iflud  ad 
calem  2 Notae  a:  funt  enim  curvae 
genere  eaedem.  Sit  AT=^i,  TF  = 
x = ly  , pofita  B A = i , & erit 
y’=^zNx,  atque  dyz=dxNx.  Igi— 

tu»  X - 7-rr.  Nx  & aquatio  XXxdx 

zdz  fit  zdz  — Nx1.  xdx  , 

vel  integrando  j z i -f-  j e e -j- 

J Nx1 i xNx1  rr—.^iz  J rf  -f- \yy 

— \xyy-  Ergo  x[TS]  = v/(i3'J' 

s±cc xjy>)=y'(iAT1rtLI 

TP- ) [ eft  enim  TP2  = AT  x 

T N r=  xyy , cum  fit  TN xy  , 

tertia  nerape  proport.  ad  fubtangen- 

tem i , AT y , & TF x] 

.=  s/  ( TR1 — TP1 ) = PR. 

Maxima  curvae  latitudo  eft,  ubi 
dz  = o.  Ergo  ubi  ydy  — yydx  — 


2 xydy  feu  dx  Nx 1 dxNx * 

2xdxNx1 o , hoc  eft  ubi  x = o, 

fcil.  in  BC,  ibique  illa  eft  \f{  J yy  dc 
ce  ) — y t/(}BA‘d:L');  necnon 
ubi  Nx  = , fcil.  in  Am , ibi- 

que illa,  vel  — o,  fi  fumatur  -f-rc 

[ + L1],  vel  imaginaria  \J cc, 

fi  fumatur  — cc  [ — L2  ]. 

(i)  Solvitur  iftud  Problema  per 
cafum  3 Notae  a.  Sit  curva  principa- 
lis Parabola , cujus  parameter t , 

aequatio yy  = x — ■ i , & reduce- 
tur formula  • — d a:  a =^(dx'  -f- 
dy1 ) : ( xdx  -f-  ydy  ) ad  — da  : a 

(*yy+')dy:(2y'  + $y)  = 
*y:3y-h  l*yydy  ■■  ( *y'  -f-  jy ) = 
dy-  iy-t-$x+ydy:  (2yy  + 3) 
quae  ixuegrabihs  eft,  & dat  IC — 
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ic  hoc  : guaritur  Curva  , qua  Parabolam,  aut  aliam  datam  Cur- 
vam fupcr  plano  fuo  circa  datum  punitum  in  orbem  convcrfam  in 
angulo  dato  ficat ; (*)  quemadmodum  condat  , redam  ita  con- 
vertam circa  extremitatem  fuam  in  angulo  redo  fccari  a circulo, 
in  obliquo  a Logarithmica  fpirali. 


l*=jb  + hl(zyy+3)>  aut 

regrediendo  ad  numeros  C\  a 

V ((  *yy  + 3 Y>y  )•  AiTumpta  igi- 
tur y ut  libet , dabitur  a , Sc  ejus  ope 
curva  deferibitur,  vel  etiafh  ejus  ae- 
quatio algebraica  poteft  inveniri. 

( k ) Sit  [ Fig.C]  centrum  conver- 
sionis C,  ex  quo  deferibatur  Circulus 
AGH , in  quo  aiTumatur  punftum  fi- 
xum A ; Traje&oria  MBb,  ipfa  ve- 
ro curva  in  orbem  converfa  fit  BF,  a 
cujus  punfto  quovis  B ducatur  BC, 
l y ] & ad  hanc  normalis  CD  [r  ] tan- 
genti BD  occurrens  in  D.  Sit  AC= 
i,  tangens  anguli  dati  bBD  ~ t,  poli- 
to finu  toto  = i ; eltquc  tangens  an; 


guli  CBD  = t:y.  Igitur  tangens 
anguli  C.Bb—(ty  — r)  .•  ( ts  4->r)  — 
bl:  IB—  bldy.  Ergo  bl  = ( ty — s ) 
dy  = (tt+y).  Sed  Cb[y]:bl 
[( ty  — t ) dy  •'  ( « +>  )]  ==  Ce  [1] 

Ee~(ty s)dy:(tsy-\-yy). 

Igitur  A E =f((ty  — s)dy:  ( tsy 
yy  ) ).  Allumpta  itaque  ad  libitum 
CB  [j?  ] . dabitur  arcus  A E,  atque 
fic  punftum  B trajeftoriae  quaefitar. 
Si  datus  angulus  luerit  re&us,  tunc 
ejus  tangens  r infinita  evadit-  Qua- 
re arcus  A E fimpliciter  Tumendus  elt 
=/( tydy : tsy)  —f(dy : t ).  N on 
differt  hsec  folutio  ab  ea  quam  dedit 
Cei.  Joh.  Bkrnoulli  in  AH.  Erud. 
i6j8,  Od.  pag.474 


* 
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L E T T R E 

DE  Mr.  BERNOULLI, 

Proj ejjetir  de  Groninguc , a Mr.  Varignon. 
Du  15.  Oftolrc  1697.  * 

Sur  le  Probleme  des  Ifoperimetres. 


Journal  T Ly  a pres  dc  trois  tnois  que  je  vous  fis  part  de  quelqctes  nouveaux 
deiSavant  I Problcmes,  propofes  par  raon  Frere  dans  les  Ales  de  Leipfic  , au 
1657.  39.  mois  de  Mai;  dernier.  II  les  a,  dit-il,  imagines  a 1’occafion  de 

Journal  du  celui  que  yavois  propofe  fur  la  plus  vite'  dt.  Icente  dts  corps  pe- 

fans , ltquel  a ctc  aflez  favorablcment  requ , tant  ici  ( HeVande  ) qu’aux 
dc  Paris  * Pavs  etrangers ; temoins  les  excellentes  folutions  > qui  en  ont  cte  donnees 
pag.  737!  par  les  plus  favans  Geometres  de  te  tenis  (•)  , & qui  toutes  saccor- 
Edit.  de  dent  merveillcufement  avec  la  mienne. 

Holi.  Vous  vous  fouviendrcz  , qu’en  vous  communiquqpt  ces  nouveaux 

Problcmes,  je  vous  dis  en  meme  tems  que  j’en  a\on  trouve  les  folu- 
tions , le  meme  jour  que  le  mois  de  M.ii  de  ces  Ales  m’etoit  tombe 
entre  les  maius  , & de  plus  quVIles  dtoient  iufinimtnt  plus  generales 
que  les  conditions  de  ces  Problcmes  ne  le  demandoit  nt.  Je  iie  me  fe- 
rois  peut-etre  pas  attache  fi -tot  a-cette  retherche  , fi  je  n’y  culle  ctd 
comme  oblige  par  un  defi  , qu'une  loti.iblc  emulation  , qui  efl  entre 
mon  Frere  & moi  , lui  a fait  nte  faire  nommtmtnt  a moi  dc  en  parti- 


* On  trouve  un  Extrait  de  cette  Picce  en  Latin  , dans  les  Ailes  de 
Leipftc  1698.  Janv.  pag-  J2. 

X*)  M»s.  Leibnits,  Newxon,  DcllIomAi.,  Beraouixi. 
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culier.  Un  Inconnu  ratmc  , dont  mon  Frere  eft  lc  garant , y Sjoute  Nuni. 
une  promefle  de  50  imperiales,  ou  ecus  blancs  , pourvu  que  j’acce pte LXXX 1 1 . 
publiquement  ce  defi  dans  trois  mois , & que  je  donne  les  folutions  re- 
quifes  avant  la  fin  de  cctte  annce.  Je  ne  manquai  donc  pas  , des  le 
lendemain  du  jour  que  ces  Problemes  vinrent  a ma  connoifiance  , de 
donner  avis  a Meilieurs  les  Colledeurs  des  Acies  de  Leipfic  , que  j’en 
avois  dcja  trouvc  les  folutions,  les  priant  d’en  avertir  ie  Public  (k). 

Je  ne  manquai  pas  non  plus  d'cnvoyer  incontinent  mes  Solutions  a Mr. 

L e 1 b N 1 T 2 , & de  les  lui  remettre  comme  en  depot  , avec  1’analyfe 
qui  m’y  avoit  conduit  j fur  que  je  nc  pouvois  mieux  m’adrelTer  en  ce 
rencontre  qu’a  ce  Geometre  incomparable.  Je  le  fuppliai  de  vouloir 
bien  etre  notre  Juge,  ne  doutant  nullement  que  mon  Frere  ne  s’en  rap- 
porte  trds  volontiers  a lui.  Mr.  Leibmitz  y confentit , pourvujque 
de  part  & d’autre  on  en  foit  content.  Tout  ce  que  je  viens  de  dire  , 
fe  trouve  infere  dans  1 ' Hifioire  des  Ouvrages  des  Snvans , au  mois  de  Juin, 
ou  je  donne  audi  mes  remarques  fur  les  diverfes  folutions  de  mon  Pro- 
bleme de  la  plus  vite  defeente  , qui  ont  paru  dans  les  Acies  de  Leipfic. 

Cependant,  corame  le  temsVen  va  expirer,  & que  je  n’entends  plus 
rien  de  1’Inconnu  prometteur , j’ai  juge  qu’il  ne  faloit  plus  attendre  fa 
reponfe,  de  peur  qu'il  ne  laifsat  couler  tout  doucement  le  tems  prefix  f 
& qu'il  ne  me  chicanat  eufuite  fur  mon  rctardement. 

Voici  donc,  Monficur , mes  folutions  : Je  ndaffure  que  vous  les 
trouverez  dignes  detre  communique'cs  au  Public;  & ce  dautant  plus  que 
mon  Frdre  fait  une  ellime  finguliere  de  fes  Problemes/,  tant  pour  leur 
fubtilite , que  pour  leur  dirticultd.  Avant  que  de  les  propofer , pariant 
de  figures  ifoperimetres  , il  dit  (•)  qu’on  croit  commune'ment  , maiS' 
fans  dcmonflration  , [ vulgo  creditur  , & rettt , fed  fine  demonflr atione  ] 
que  le  Cercie  eft  la  p.us  grande  de  toutes  les  figures  d‘un  meme  circuit: 
mais  il  n’a  pas  pris  garde , que  Pappus  l’a  tres -bien  demontrd  dans 
les  Colleclicns  Afjthiviaticj.ies , Liv.  j.  Prop.  10.  Je  ne  m’arreterai  donc 
pas  a le  prouver.  Jc  dirai  feulemcnt  en  pallant,  qu’il  y a long-tems 
que  je  fis  part  i Mr.  Leibnitz  d une  methode  que  mon  Frere  me 
demande  a cette  occatlon  , Comme  s’il  etoit  le  premicr  qui  fut  tombe  fur 
cette  fpcculation  , qui  eft  de  trouver  la  Courbc  iuniculaire  , ou  dc  la 
chainette,  par  la  confideration  de  Maximis  & Minimis,  en  ne  faifant  re- 
flexion  que  fur  ce  que  lc  centre  de  gravttc  de  1><  «.i.aine  doit  delcendre  le 
plus  bas  qu’il  exi  polfibie.  Il  fuifit  que  Mr.  .Leibnitz  en  fjit1  te- 
moin ; des  raifuns  particulicrcs  inunpechent  de  \ ublier  ma  methode. 

. L 1 i i 1 3 Venons 

■( k ) C-  qu  ils  fi  ent , dans  les  Ales  de  i£>'7  , Odob.  pag.  $$5. 

(*)  Cx-dcllus  N*.  LXXV.  pag.  775. 
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Ntim.  Venons  au  fiiit.  La  premicre  queftion  eft  tellc  „■  D'eture  toutei  les 
LXXXII.  Courbes  ifoper  ime  tres  conjlituces  fur  un  axe  determine  B N , [ Fig.  I ] on 
demande  celle  , comme  BFN,  qui  ne  comprenne  pes  elle-memc  le  plus  grand 
([pace  i mais  qui  fajfe  quun  autre  compris  par  la  Courbe  BZN  Joit  le  plus 
. prand  , apres  avoir  protonge  F appliquee  FP  , de  forte  que  P Z foit  en  raifon 
que  Iconque  multiplice  , ou  fous  multiplice , de  I' appliquee  PF,  ou  de  Fare  BFi 
cefi  - ii-  dire , que  PZ  foit  la  tantieme  proponionelle  que  Fon  voudra  dutte 
donnee  A,  & de  f appliquee  PF,  ou  de  Fare  B F,  Le  fens  de  cette  que- 
llion  e(t  de  determiner  la  Courbe  BFN  entre  une  infiniti  dautres  de  mime 
longueur  quelle  , dont  les  appliquees  F F ou  les  ares  B F eleves  d une  puif- 
fance  donnee  , & exprimes  par  dautres  appliquees  PZ,  faffent  le  plus  grand 
efpace  BZN. 

Jai  plus  d’une  folution  de  ce  Probldme  : mais  je  ne  mettrai  ici  que 
la  plus  iimple ; elle  fuffit.  Soit  1’expofant  de  la  puillance,  n une  droi- 
te  arbitraire , ai  PF,  ou  BG,*;  B P , ou  GF,^;  que  l’on  prenne 

G F , ou  y f(  xn  dx : v^(  a2n x2n  ) ).  Je  dis  que  le  point  F fe- 

ra a la  courbe  requife  BFN,  tellement  que  faifant  PZ  en  raifon  de  la 
puillance  n de  1’appliqule  PF  , 1'efpace  BZN  fera  le  plus  grand  de  tous 
ceux  qui  fe  pourroient  ainA  former  par  dautres  courbes  conftituds  fur 
BN  , Sc  de  raerae  longueur  que  BFN  (4). 

D’oii  il  eft  manifefte,  que  n n=  i . la  courbe  BFN  fera  la  demi-cir- 

conference  d’un  cercie;  car  y , ou  f ( xn  dx : x2n  ) ) devien- 

dra  = f(xdx:  ^ ( a a xx  ) ) = <* \f  ( a a xx).  Or  c'e(l 

juflement  ce  qui  doit  arriver , la  courbe  BZ  N ctant , dans  ce  cas , la 
merae  que  BFN. 

En  faifant  n — 2,  c’eft-a-dirc,  PZ  comme  les  quarrds  de  P F , la 
Courbe  BFN  eft  celle  que  reprdfente  un  linge  prefle  d‘une  liqueur,  Sc 
que  raon  Frere  attribue  auffi  a fon  ElaAique. 

Que  (i  » = J,  c'eft-a-dire,  fi  les  PZ  font  en  raifon  fous-doubl^e 
des  PF , alors  BFN  fera  la  Roulette  ou  Cycloide  ordinaire.  De  forte 
que  voila  encore  une  tres  - belle  propriete  de  cette  fameufe  Courbe  • 
contre  1’attente  de  ceux  qui  croyoient  , qu'apres  la  ddcouverte  de  la 
plus  vite  defeente  que  nous  y venons  de  faire  , il  n’y  reftoit  plus  rien 
a ddcouvrir.  Ce  ncft  pas  encore  tout : J’ofe  avancer , Sc  au  premicr 
loifir  que  j’aurai , je  le  ferai  voir  par  un  echantillon  qui  ne  deplaira  pas 
aux  Geometres , que  nonobftant  toutes  les  recherches  , & le  rigoureux 
examen , que  les  plus  habiles  ont  fait  de  cette  Courbe  depuis  tant  d’an- 

nees, 

( ')  Voiez  fur  ceci  les  Nura.  fuivans,  Sc  fur  tout  le  XCI II.  & le 
XCVI. 
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nees , elle  a encore  bien  des  proprietas  tres  - «>nfidcrables  qui  leur  font  Num. 
echappces.  (*)  n LXXXII. 

Au  refte,  je  remarque  en  general , que  toutes  les  fois  que  n eft  une 
fraction  dont  le  numerateur  eft  Puniti,  & le  denominateur  un  nombre 
pair  quclconque , la  courbe  B F N fe  pourra  toujours  conftruire  par  Ja 
quadrature  du  Cercie ; & fi  le  de'nominateur  eft  un  nombre  impair  quel- 
conque , alors  la  courbe  B F N fera  tout  a fait  algcbraique  : ( * ) par 


exem- 


. .(  4)  Mr.  Bernoulli  veut  parier 
ici  de  la  Quadrature  d’une  infinite  de 
Segmens  Sc  de  Zones  de  Cycloide 
quarrables.  Sur  quoi  voiez  le  N°. 
XCII  Sc  fuiv. 

( c ) Si  l’on  fait  «■  = e Sc  x*~z  , 

on  trouvera  qu e^x.y^V*)) 

fc  reduit  vlftz1'  ndz.  yjL(cc  — zz)) 
n 

==mf(x»dz  : y/(cc zz)),  en  fai- 

fant  »2  =,  1 n.  Or  mf(  zmdz : y/  (cc 

‘ it- ))  eft  — — zm  1 \J(cc — zz) 

+(«—  0 ccf(x!n~~3dz:y/(ec—vz)). 
On  peut  s’en  aflurcr  par  la  differen- 
tiation , ou  par  cette  analyfe.  Pour 

integrer  z"dz  : y/ (cc zz),  je  le 

confidere  comme  le  produit  de  ces 

deux  fra&eurs  t z1  1 Sc 

ds  =. zdz  : yj  ( cc zz  ).  Puis 

donc  que  ftds=.tt fsdt , auffi 

Rzmdz:  y/(cc zz))  = z"  1 

y/  ( cc — zz  ) -f-  ( m — 1 ) f(  zm  3 
dzy/ (cc — i-i)).  Mais  ce  dernier 
terme eft  «fgal  a ( m — 1 )f((cc 

ii)  i”*  2 dz:  \/(  ec zz  ))  ou  a 

( m — l)ctf(zm~3dz:  i/(cc — zz) 
— - ( m — l)f(z"dz:  v/( cc — zz )). 
Donc  /(  z»dz  ; y/  ( cc  --  zz  ))  = 


***  1 V (te ii)  -f-  (m — 1) 

e*f(  i”*  2 dz : y/(  cc zz)) 

(m  1 )/(zmdz  : y/  ( cc  — zz)),  Sc  en 
tranfpofant  m/(  zmdz  : y/  ( cc — zz  )) 

= — zm~l  yj (cc~zz)-\-(m~l) 

ccRzm  2dz : y/(ce «.)).  Ainfi 

1‘integration  de  zmdz  : \/(cc- — te) 

fe  reduira  tofijours  a celle  de  zm  3 

dz:y/(cc zz),  oh  1'expofant 

de  z hors  du  figne  eft  diminud  de 
deux  unites.  En  continuant  cette 
degradation  de  1‘expofant , on  le  re- 
duira a la  fin  a Punite  s’il  eft  impair, 
ou  a zero,  s‘il  eft  pair:  c’eft-a-dire, 
que  1’intcgration  de  z"dz:  \J(cc~zz) 

depend  de/(  zdz : y/  ( cc et )),  ou 

de  f(dz\yj(cc zz)).  Or  /(zdz: 

^ (ec zz  ))  eft  intdgrable  Sc  == 

y/(cc zz).  Mais  /(dz  : 

\/(cc- — «.))  exprime  le  raportqura 
au  raion  un  arc  de  cercie , dont  le 
raion  eft  c & le  finus  z.  Donc  fi  m 
eft  pair,  c.  a.  d.  fi  n [ = j : m ] eft 
une  fraftion  dont  le  numerateur  eft 
1'unitl  & le  denominateur  un  nombre 
pair , rinte'gration  de  mzmdz  : y/  (cc 

— zz),  ou  de  x»d*\yj(a2n x2n) 

ddpend  de  la  quadrature  du  cercie  : 
Mais  cette  quantit^  peut  «integrer 

abfo- 
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Num. 

L XXXII. 


exemple,  fi  »==  \ , ou  fi  PZ  eft  en  raifon  fouftriplee  de  PF , l’on  aura 
2 2 2 2 

y ~ 2 a (24^-f-x1)  v/(*T  — x 7 ) pour  1’dquation  de  la  Courbe 

ciicrchce. 


Avant  que  de  pafler  outre  , il  ne  fera  pas  hors  dc  propos  de  donner 
ici  unc  folution  infiniment  plus  generale  que  ne  requiert  le  Probleme  ; 
en  fuppofant  que  PZ  , au  lieu  de  n’etre  que  comme  une  puiflance  don- 
iice  de  P F , foit  maintenant  compofde  comme  l’on  voudra  , de  P F & 
de  donndes ; comme  fi  l’on  de'crit  une  couibe  donnee  quelconque  BH 

fur  l’axe  BG,  parallele  a PF,  & quappliquant  P Z G H on  veuille 

que  1’efpace  BZN  foit  le  plus  grand  : Je  dis,  que  pour  conflruire  la 

courbe  BFN  il  faut  prendre  G F , ou  y f(bdx:  j ( a a b b ) ) ; 

j’appelle  b 1’intcgrale  ou  la  fomme  des  GH  dx  : x ( f ).  D’ou  il  eft  evi- 
denr , pour  ce  qui  eft  de  l’arc  BF  , qui  fait  1’autre  partie  du  Probleme  , 
que  quand  meine  PZ  ou  GH  feroit  non  feulement  comme  une  puiflan- 
ce donnee  de  l’arc  BF , mais  aufll  compofe  que  l'on  voudra  de  cet  arc , 
de  PF , & de  donndes  J on  aura  toujours  une  equation  difFerentielle  , fi 
ce  n’eft  pas  du  premier , au  moins  d'un  plus  haut  dcgre , qui  determine- 
ra  la  nature  de  la  courbe  BFN. 

Je  ne  puis  pafler  fous  filence  une  tres -belle  proprietc  que  j’ai  rencon- 
trde  fur  notrc  courbe  confideree  en  general.  Ceft  que  le  rayon  F^S  de 
la  developpee , ou  du  cercie  baifant,  eft  toujours  a la  portion  FR  com- 
prife  entre  la  courbe  & fa  bafe , comme  b eft  a F Z ou  G H ( t ).  Et 
par  confequent , dans  le  cas  fimple  qu’on  me  propofe,  lorfque  P Z ou 

GH=xw,  on  aura  toujours  F S a F R en  raifon  conftante , favoir 
F S : FR i : n.  Il  eft  aufii  a remarquer , que  dans  la  raeme  courbe , 

oii  f x’"  dx  eft  un  Maximum  , f(dt  : x™  ) fera  un  Minimum  , je  prends 
dt  pour  1’clement  de  la  courbe.  C’eft  ce  qui  fait  que  m etant  J,  la 
courbe  BFN,  comme  nous  avons  remarque  ci  - dclfus  , doit  etre  la 
meme  que  celle  de  la  plus  vite  defcente;  puifque  dans  celle-ci  fidr.\Jx) 
eft  un  Minimum  par  fa  nature. 

Mais 


abfolument  fi  m eft  impair,  c.  a.  d.  fi 

» [ i : m ] eft  une  fraftion  dont 

le  numerateur  eft  Punite,  & lcdeno- 
minateur  un  impair. 

( r ) L’Auteur  a corrigd  ceci 
dans  le  N°.  LXXXIV.  Il  vcur  qu’on 
lile,  fappclk  b les  or donnee  s GH  i & 


pour  ce  qui  ejl  de  rare  BF , &c.' 

(«)  Dans  le  N\  LXXXIV, 
1’Autheur  remarque  qu’il  faut  lire  , 
comme  b eji  a GT , aiant  tirc  BT  pa- 
rallele *i  la  tangente  en  H , ou  fi  fon 
anne  rnuux,  comme  la  fou: angente  de 
la  Courbe  BH  ejl  d 1’abfctjjc  BG. 
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Mais  en  voila  aflez,  Monfieur,  fur  le  premier  Probleme  (h).  L’autre  Num. 
confifte  a determiner  la  Cycloide  , qui  entre  toutes  celles  quon  peut  decrire  LXXXII. 
i une  mime  origine  it.  fur  une  mime  ligne  horizontale  , ait  cet  avantage  , 
que  fa  portion  comprife  entre  j l origine  it  une  verticale  donnee  foit  parcour.le 
dans  le  moindre  tems  pojfible  , cefi-a-dire , en  moins  de  tems  que  toute  autre 
portion  des  autres  Cycldides  , pareiUemetu  comprife  entre  t origine  & la  ver- 
ticale donnee. 

II  femble  par  la  maniere  de  parier  de  mon  Frire , que  c'eft  pour  la 
folution  de  ce  feul  ProblAne,  [ quand  merae  je  naurois  pas  refolu  le 
premier,]  que  notre  Inconnu  me  promet  le  prix  de  yo  ecus ; car  c’eft 
en  mc  propofant  ce  Probleme  - ci , qu’il  dit , prodit  Nonnemo  , pro  quo 
caveo,  qui  foluturo  Fratri  ultra  laudes  promeritas  honorarium  yo  imperia- 
lium decrevit.  Ainfi  il  faut  qu’il  l’ait  juge  difficile.  Cependant , fi  je 
me  contentois  de  repondre  fimplement  a la  queftion , je  le  pourrois  fai- 
re  en  trois  mots  ; car  il  eft  vifible  que  la  folution  de  ce  Probleme  n’eft 
qu’un  petit  Corollaire  , qui  fe  tire  immediatement  de  ce  que  j’ai  dit  de 
la  courbe  Synchrone  ( < ) > dans  le  mois  dc  Alai  des  ulcles  dont  il  s’a- 
git  ici.  Je  dis  donc , pour  decouvrir  ce  myftere  , que  la  Cycloide  decri- 
te  par  un  cercie , dont  la  circonference  foit  egale  au  douhle  de  la  diftance 
entre  f origine  it  la  verticale  donnee  , fatisfait  a la  que/lion *.  Mais  pcne- 
trons  plus  avant.  Si  au  lieu  d'une  verticale  on  fuppofe  une  ligne  drtfi- 
te  quelconque  donnde  de  pofition  , ou  merae  une  ligne  courbe ; le  Pro- 
bleme n’en  dcviendra  pas  plus  difficile;  puis  qu’il  elt  vifible  par  la  natu- 
re de  ma  Synchrone  , que  la  Cycloide  cherchde  fera  toujours  celle  qui 
rencontre  a angle  droit  la  ligne  donnee  de  pofition.  Pour  en  trouver 
pr^fentement  le  cercie  generateur , il  n’y  a qu  a decrire  au  hazard  un 
cercie  qui  touche  1’horizontale  au  point  ou  elle  eft  coupee  par  la  droite 
donnee  de  pofition  ; faire  enfuite  , comme  l’arc  de  ce  cercie  retranch6 
du  cotd  de  1'origine  des  Cydoides  par  la  ligne  donnee  de  pofition , eft 
a fon  diametre , ainfi  la  partie  de  1’horizontale  interceptae  entre  1’origi- 
ne  8c  l’interfedion  foit  a une  quatrieme  : Cette  quatrieme  fera  le  dia- 
metre du  cercie  generateur  de  la  Cycloide  cherchee.  C’eft  ainfi  que 
mon  Frire  , voulant  me  propqfer  cette  queftion  comme  difficile  , y de- 
voit  fubftituer  toute  ligne  droite  donnee  de  pofition  , au  lieu  de  la  ver- 
ticale , pour  me  la  faire  dans  toute  fon  etendue  : Je  inetonne  que 
methode  ne  le  lui  aif%>as  fuggere.  • > , 

lac.  Bcryeulli  Opera.  Mmmmra  , Ot 


r ( k ) On  trouvera  les  D£monftra- 
tions  dc  tout  ccci  dans  les  N°. 
XCIII,&:XCVI. 

( ' ) C’eft  cclle  qui  retranche  d*u- 


ne  infinite  de  Cycloides  d<?cr:tes  d’u- 
ne  meme  origine  , des  ares  ifochro- 
nes,  c’eft  a dire  , qui  feroient  par- 
courus  dans  des  tems  cgaux. 
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Num.  On  voit  donc  que  je  lui  ai  plus  que  fuffifamment  repondu,  8c  qu’ain- 
LXXXIl  fi  je  pourrois  finir  ici.  Mais  comme  j’ai  trouvc  encore  une  autre  folu- 
tion  de  ce  dernier  Probleme,  laquelle  s’ctcnd  non  feulement  aux  Cy- 
cloldcs  , mais  audi  a toutes  les  courbes  femblables  , & femblablement 
pofces  ; il  me  prend  envie  de  la  communiquer  encore  , & ce  d’autant 
plus  que  mon  Frete  paroit  en  parier  comme  dune  chofe  defcfperee  , 
jufqu’a  re  vouloir  pas  meme  la  tenter , fe  contentant  de  1’avoir  feule- 
ment  propofde  : Qq:i  fpcculationem,  dit-il  , Ae  Maximis  & Minimis  pro- 
movere volet,  tentabit ; nolis fufjiciat  propofuijfe.  II  donne  pour  exemples 
les  Cercles,  ou  les  Paraboles  a fubflitucr  a Ia  place  des  Cycloidcs  de  ce 
Probleme.  Pour  moi  , je  1’cnonce  & le  refourls  generalement  ainfi. 
Soient  A G B , AHD , &c.  [ Fig.  2]  Aes  Courbes  Acnr.ees  fi mblables  & 
femblablement  foftes  ; G C une  Aroite  Acnr.ee  Ac  pofition  : On  AcmanAc  par 
laquelle  Ae  res  Courbes  , urt  corps  pcfant , commentam  d AefcenAre  Ae  leur  ori- 
gine commune  A , arrive  dans  le  moindre  tems  ^ la  Aroite  Aonr.ee  GC. 

Solut.  Ayant  clioifi  une.  des  courbes  femblables  pour  conflante, 
comme  AGB  , on  nommera  1’ordonnde  BL.jy;  la  courbe  AGB,  t;  en- 
fuite  on  tirera  a chaque  point  B une  touchante  BR,  que  l’on  prendra 

•  $ y/yf^Az. : \/y  ) J en  forte  que  les  extremites  R de  toutes  ces  tou- 

chantes  dccrirqnt  une  courbe*  ncu\ die  AOR  ; laquelle  e'rant  dccrite  , il 
faut  tirer  une  ligne  droite  A R parallele  a G C ; du  point  R , auquel 
elle  coupc  la  Coutt-e  AOR  , on  mcncra  une  droite  IIB  qui  touche  la 
Courbe  AGB  au  point  B , duquel  (i  l’on  tire  la  droite  A B qui  coupe 
G C en  D , & que  l’on  fafle  fur  A D une  Courbe  A H D femblablc  a 
AGB;  Je  dis  que  la  Courbe  AHD  fera  celle  par  laquelle  le  corps  def- 
cendant  parviendra  le  plus  vitea  la  droite  GC  (k). 

En  certains  cas  particuliers  le  Probleme  devient  fort  facile.  Par  exem- 
ple,  fi  les  courbes  AGB,  AHD,  &c.  font  des  Cercles,  alors  la  conf- 
truftion  s’cn  fait  fort  aifement  par  la  rcdification  dune  courbe  que  mon 
Frere  comparoit  autrefois  a un  nauA  de  rttbau  , dont  nous  nous  etions 
fervi  pour  la  conflruclion  de  1’Ifoclirone  paracentrique  de  Mr.  Leib- 

* NI t r ( 1 ) : De  forte  que  ces  deux  Probleines  ont  entr’eux  une  depen- 
dance  mutuellc ; c’tfi-a-dire  , que  par  la  conflruflion  de  l’un  l'on  aura 
cel  c de  1’autrc.  Si  AGB  , AHD,  &c.  font  des  Paraboles,  le  Probleme 
fe  reduit  dc  meme  a la  refhfication  d’une  Courbe. 

J’ai  fuppofe  que  les  Courbes  AGB,  AHD,  ^c.  ctoient  femblables: 
j’ai  pourtaut  auffi  une  methode  pour  quand  elles  ne  le  font  pas  ( • ). 

Mais 


(k  ) Voiez  N°.  LXXVIII , Note  d.  ( •)  Ibid.  Note  b. 
( • ) Ibid.  Note  f. 
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Mais  parce  que  je  n'ai  pas  encore  eu  le  loifir  de  Ia  mettre  dans  tout  fon  Nura. 
jour  , & que  la  conftruftion  en  devient  fort  embarafiee  dans  l’exemple  LXXXII. 
le  plus  fimple  des  courbes  diffemblables  AGB,  A11D;  quand  meme  el- 
l?s  ne  feroient  que  des  Ellipfes  conftituccs  fur  un  axe  commun  ; je  la 
remettrai  dans  une  autre  occafion ; ceci  fuffifant  tant  a mon  Frire , qu’a 
1’Inconnu  prometteur  , pour  leur  donner  une  fatisfaftion  qui  furpailera 
fans  doute  1’attente  quils  avoient  de  moi  ; puifque  cette  r^ponfe  com- 
prend  beaucoup  plus  quils  ne  me  demandoient.  Ale  voila  donc  furabon- 
damment  quitte  : II  ne  refte  plus  qu’a  1’Inconnu  prometteur  de  s’aquit- 
ter  audi.  S’il  ne  le  faitpas,  qu’il  f^ache  que  c’eft  aux  pauvres  plutot 
qua  moi  qu’il  fait  tort ; mon  deflein  ayant  toujours  ete  de  leur  faire  dif- 
tribuer  cet  argent , tant  a caufe  que.  ces  folutions  m’ont  trop  peu  con- 
te pour  en  profiter  , que  pour  lui  faire  voir  que  je  ne  fuis  point  merce- 
naire , & que  la  gloire  fuffit  pour  m’engager. 

P.  S.  Je  viens  de  recevoir  une  Lcttre  de  M.  le  Marquis  de  /’Hos- 
PITAL,  par  laquelle  il  me  mande  qu’il  a aufli  refolu  le  iteond  Proble- 
me  de  mon  Frire , ou  il  s’agit  de  determiner  Ia  Cycloide  , qui  rencon- 
trant  une  ligne  verticale  donn^e  , foit  parcourue  dans  moins  de  tems 
quaucune  autre  , decrite  de  la  meme  orjgine  & fur  la  meme  horizon- 
tale. 


N°.  LXXXIII. 

AVIS 

Sur  les  P robi  emes  dont  il  efl  parle  dans  le 
Journal  des  Savans  , 


du  2.  Decembre  1697. 


Journal 
det  Savant 
1698.  7«. 

V/I  Onficur  Bernoulli,  ProfefTcur  a Bdle , Autcur  de  ccs 

Problcmes , pretend  que  la  folution  du  principal , qui  con-  P-  7* . Ed. 
cerne  ics  figures  ifoperimctres , n’y  eft  pas  cntiercmcnc  conforme 

Mmmmmi  . ade  Hoiu  * 
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Num.  a la  verite.  Ceft  pour  cela  qu’il]  vcut  bien  accorder  encorc  quel- 
L XXXIII  qUC  tcmpS  aux  Geometres  pour  la  chcrcher : Et  li  eniin  perfoo- 
ne  ne  la  trouve,  il  »’cngage  a trois  chofes. 

i*.  A deviner  au  juftc  l’analyfc  qui  a conduit  fon  Frcre  a la 
lolution  qui  fc  voit  dans  ce  Journal. 

*•.  Qucllc  quellc  foit,  a y feirc  voir  des  paralogifmcs , fi  on 
la  vcut  publicr. 

j*.  A donner  Ia  vcritable  folution  du  Problcmc  dans  toutes  fes 
parties. 

JI  ajoutc , que  s’il  fe  trouvoit  quclqu’un , qui  s’int£reflat  affer 
a l’avancemcnt  des  Sciences  pour  propofer  quclquc  prix  pour 
chacun  de  ccs  articlcs  , il  s’cngagc  a perdre  autanc  s’il  ne  s’a- 
quitte  pas  du  premier , a perdre  lc  double  s’il  ne  reiiffit  pas  au 
fccond , & lc  triple  s’il  naanque  au  troifiemc. 


N\  LXXXIV. 


R E P O N S E 

De  Afonfieur  BERN  OULLI> 
Profejfeur  de  Groningue, 

g°s“!n,  A TAvis  infere  dans  le  VII  Journal  des 
Journal  du  Savans,*  du  17  Fevrier  1698. 

>1.  Avnl, 

Ef  deFa-  1 £ voij  bien  par  cet  Avi*  de  raon  Frhe  , que  1'Inconnu  Nonnem 
tis,  p. »70,  I n*a  gU^re  envie  de  Te  rendre  a la  raifon  j de  peur  fans  doute  detre 
Holi!  dC  de  1’aquictcr  de  £»  promeffc  $ autremem  il  accepter oit  1'offix  qoe 
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je  lui  ai  fait*  > de  nous  en  rapporter  a la  decifion  de  Mr.  Leibnitz  ; Nun^ 
comme  d'un  des  plus  grands  Geometres  de  ce  tems ; auquel , pour  cet^XXXlT 
effet , j’avois  envoye  mes  folutions  comme  en  depot } & entre  les  main* 
de  qui  on  devroit  de  mdme  remettre  lc  prix , fi  l’on  ne  veut  pafler  pour 
juge  & partie  tout  enfemble.  Ou  fi  l’on  recufe  cet  habile  Mathemati- 
cien  , qu’on  en  dife  la  raifon , & qu’on  en  nomme  un  autre  j car  je 
Tuis  pret  de  fubir  le  jugcment  de  tout  homing  ddfinterefle  , & veife  dan* 
ces  matidres.  Sans  cela,  quoiqu’on  objefte,  je  ne  repondrai  plus  a rien; 

& je  mepriferai  conflamment  toutes  les  chicanes  qu’on  me  fera , & que 
je  prevois  dcja  bien  qu’on  me  veut  faire.  Voici  cependant  ce  que  je 
veux  bien  encore  rdpondre  a cet  Avis. 

On  eft  muet  comme  un  poiflon  fur  ma  feconde  folution  ; ce  qui  fait 
ddja  voir  qu’on  en  eft  parfaitement  contcnt  , vu  1’extreme  applicatiori 
oh  l’on  eft  a me  chicaner,  Audi  prends-je  ce  filence  pour  les  Undes  prt - 
merius , que  mon  genereux  Promoteur  m’a  fait  efperer  pour  la  folution 
de  ce  Probldme , qu'il  jugeoit  lui  - meme  infoluble.  Pour  ce  qui  eft  de 
ma  premidre  folution  , favoir  celle  du  Probleme  fur  les  figures  ifopcri- 
metres , [ qu’on  dit  etre  le  principal , quoique , felon  les  exprcflions  de 
mon  Frere  dans  les  ABes  de  Leip/ic  , ce  foit  1’autre  qu'il  tient  pour  le 

{>lus  difficile  , ] on  veut  afliirer  qu’elle  n'eft  pas  entiirement  conforme  a 
a veritd.  Mais  ce  mot , ent icr ement , fait  aflez  voir,  qu  on  n’oferoit  dif- 
convenir  qu’elle  n’y  foit  du  moins  conforme  en  partid ; & un  peu  plus 
de  bonne  foi  auroit  fait  avouer  qu’elle  y eft  mdme  conforme  dans  too- 
te  fetendue  du  Probleme  propofe  j & que  s’il  s'y  eft  glifle  quelque  fau- 
te , ce  n’efl  tout  au  plus  que  dans  le  furcroit  d’etendue  que  j'ai  donne 
moi  - meme  a ce  Probleme.  Pourquoi  donc  vouloir  traiter  cette  folu- 
tion de  paralogifme  ? N’ctoit-il  pas  plutot  a prdfumer  que  cette  faute 
ne  venoit  point  du  tout  du  fond  de  la  mdthode  , mais  uniquement  d* 
quelque  circonftance  accidentelle  ? ESedliveraent , pour  avoir  trop  hatd, 

[ vu  que  dds  le  lendemain  du  jour  que  ces  Problemes  vinrent  & ma 
connoiflance , j'envoyai  mes  folutions  a Mr.  Lbibhitz,  telles  qu'el- 
les  ont  ete  inferdes  depuis  dans  le  Journal  du  2 Ddcembre  1697  *,  non- 
obftant  le  grand  terme  quon  m’avoit  donnd,  & dont  jaurois  pu  me 
prevaloir,]  pour  avoir,  dis- je,  trop  hate , il  fe  glifla  une  faute  legdre, 
non  dans  Ia  mdthode,  ni  dans  la  folution  du  Probldme  propofd  , mais 
uniquement  dans  1’application  dc  cette  mdthode  au  furplus  d'ctendue  que 
j*ai  donnee  moi  - meme  a ce  Probldme , au  dela  de  ce  qu*il  en  avoir  tel 
qu’on  1’avoit  propofd  : de  forte  que  cette  mdprife  ne  donne  atteinte , ni 
i ma  mdthode , ni  a la  folution  xequife.  C’eft  pourquoi  je  fouticns  en- 

M m m m m 3 t cor», 

* Ci-  deffus  N°.  LXXXII.  pag.  81$, 
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. TTum.  core que  le  Probleme , tel  qu’il  a 616  propofd  par  mon  Ftere , ( Dlter- 
LXXXIV  miner  la  Courbe  entre  les  ifopcrimetres  conjlituees  fur  une  bafe  donnee , dont 
la  fomme  des  ordonnies  ilevies  a une  puiffance  donnie , fajje  un  phu  gr and) 
eft  cnticrement  refolu  dans  le  Journal  du  a Decembre  1697,  & confor- 
mement  a tout  ce  que  mon  Frere  demandoit.  Ainfi  ayant  encore , de 
fon  aveu  tacite , refolu  fon  autre  Probleme ; auquel  des  deux  qu’il  atta- 
che  le  prix  de  fon  Nonnttno'>  ce  prix  me  fera  toujours  du.  Mais  je  l'ai 
dit , & je  le  dis  encore  , nctant  point  un  mercenaire  , je  le  cede  aux 
pauvres  ; & me  chicaner  fur  le  furplus  quon  ne  me  demandoit  pas , c’eft- 
a-dirc  , fur  ce  que  je  n’ai  pas  donne  plus  qu’on  ne  demandoit , ce  ne  peut 
etre  qu’un  prdtexte  pour  leur  refufer  cettc  aumone , ou  plutot  pour 
leur  nier  cette  dette. 

J’en  pourrois  demeurer  la  , puifque  je  n’ctois  pas  oblige  a davantage. 
Mais  il  manque  fi  peu  de  chofe  a ma  premiere  folution , pour  lui  donner 
le  furplus  d'etendue , que  j’ai  librement  ajoute  au  Probleme  propofif,  que 
trois  mots  fuffifent  pour  reparer  toute  la  faute  de  ma  prccipitation  , tant 
elle  eft  legere  : pag.  462.  ligne  7.  du  Journal  du  deuxieme  Decembre 
169 7 , * oil  je  dis  , J' appelle  b 1'intcgrale  ou  la  fomme  des  G H dx  : * , 
cflacez  ccla  , & fubflituez  fimplement  , J" appelle  b les  ordonnies  GH: 
Omettcz  aufli  le  commencement  de  ce  qui  fuit,  favoir  ces  cinq  mots, 
D'ou  il  ejl  evideni  que  i car  ce  qui  fuit  n’a  point  de  connexion  avec  ce 
qui  precede , comme  je  me  le  perfuadois  alors , pour  y avoir  ete  trop 
vite.  Dans  la  memc  page,  ligne  18  •[  a la  place  de , comme  b ejl  a PZ, 
ou  GH , metttz,  comme  b ejl  a GT,  ayant  sire  BT  parallele  a la  tan- 
gente en  Hi  ou  fi  on  1’aimc  mieux  , ccrivez  feulement , comme  la  foutan- 
» gente  de  la  courbe  BH  ejl  a tabfcijfe  BG.  Tout  le  refle  va  bien  : Je  defie 

le  plus  clairvoyant  de  m’y  marquer  la  moindre  faute. 

Je  repeterai  ici  en  general  la  propriete  tres  - remarquable , dont  je  n’a- 
vois  fait  mention  que  pour  le  cas  particulier  de  mon  Frere  ; ce  qui  fera 
voir  en  abregd , en  quoi  confiftc  toute  ma  folution  generale  , & d’oii 
mon  Frere  pourra  juger  fi  elle  s'accorde  avec  fa  particuliere  : c’efl  que 
fi  G H , ou  PZ , doit  etre  non  feulement  comme  une  puiflance  donnde 
de  P F , mais  aulli  compofee  de  P F & de  donnees  en  quelque  raaniere 
que  ce  foit ; alors  on  peut  toujours  trouver  une  meme  courbe , pour 
que  f?Zdy  faffe  un  plus  grand , ou  un  plus  petit;  & pour  que  f(dt: 
PZ)  faffe  rcciproquement  un  plus  petit,  ou  un  plus  grand.  Car  j’ai 
trouve  [ce  qui  ell  adrnirable  ] que  quand  le  finus  de  1’angle  mixtiligne 
BFP  clt  a 1’ordonnce  GH  , ou  PZ  , en  raifon  conflante,  alors  la  cour- 
be fatisfait  a l’un  & a l’autre  f f.  Or  comme  j’ai  fait  voir  dans  les 

Zfles 

* Ci-dcfiiis  pag.  818.  lig.  12.  f Ligne  22. 

■ff  Voiez  N“.  XCIII. 
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rARes  de  Leip/ic  da  mois  de  Mai  mille  fix  cent  quatre  - vingts  dix  - fept , Num. 
cette  propriete  convient  a la  Courbe  de  la  plus  vite  defcente,  dans  tou-  LXXXlV. 
tes  fortes  d’hypothefes.  Donc  je  puis  dire  avec  raifon  , qu’ayant  refolu 

feneralement  le  Probleme  des  Brachyftochrones  , j’ai  audi  refolu  cclui  des 
foperimetres  , avant  que  mon  Frirt  l’eut  propofd. 

II  cn  eft  de  meme  de  fon  autre  Probleme  de  la  Cyclotde  dont  Ia 
portion , coupee  par  une  verticale  donnee , foit  parcourue  dans  le  moin- 
dre  tems  poffible ; puifque  j'ai  montre  que  la  folution  en  fuit  immedia- 
tement  de  ma  Synchrone , & qu’elle  n'en  eft  qu'un  cas  particulier.  II  eft 
furprenant  que  mon  Frire  m’ayant  voulu  propofer  deux  des  plus  diffici- 
les Problemes  qu’il  put  imaginer  , il  foitj  juflement  tombe  fur  deux  que 
j’avois  deja  refblus  > & que  la  folution  s’en  foit  trouvee  dans  le  meme 
meis  des  ulfles  oii  il  me  les  a propofes.  C’eft  ce  qui  me  fournit  en- 
core  une  rdponfe  fort  fuccinftc  aux  deux  queftions  qu’il  me  fait  i favoir  * 

I.  Que  Id  premier  e queflion  fur  les  Ifoperimetres  ejl  refolue  par  mes  Bra- 
tlyjlochrones , & en  meme  tems  quelles. 

2.  Que,  la  feconde  quejlion  fur  Id  defcente  a la  verticale  donnee  par  Id 
Cycloide  cherchie , ejl  refolue  immidiatement  pdr  ma  Synchrone. 

Quant  £ l’autre  partie  du  Probldme  des  Ifoperimetres  , ou  Fon 
demande  que  P Z foit  comme  une  puiflance  donnee  de  l'arc  BF,  [ je 
ne  fais  fi  cette  partie  eft  jointe  a 1'autre  copulativcment  , ou  disjon- 
dtivement ; les  particules  vel , ve , dont  on  fe  fert  dans  la  propofition , 
paroiflant  n’exiger  de  moi  que  la  folution  de  Fune  ou  de  1’autre  : ] j’ai 
dit  dans  le  Journal  du  2 Decembre  1697»  qu’on  aura  toujours  par  ma 
methode  une  equation  differentielle  , finon  du  premier , du  moins  ^’ur» 
plus  haut  degre  , qui  determinera  la  nature  de  la  courbe.  Comme  je 
me  contcntois  alors  d’avoir  trouve  la  methode  qui  y conduit  , je  ne 
me  mis  gudre  en  peinc  d’en  faire  le  calcul ; mais  depuis  ayant  eu  le 
temps  d’y  penfer , j'ai  trouve  cette  equation  , v=f(ddy:  (dt1  — dy')), 
pour  la  determination  de  la  courbe  , en  prenant  dt  ou  Fclement  de  la 
courbe  pour  conflant  : j’entends  par  v non  feulement  une  puiflance 
donnee  de  t , ou  de  1'arc  BF , mais  toutc  quantite  compofde  de  cet  arc 

BF  <Sc  de  donnees.  Si  v eft 1 , la  courbe  fc  conftruit  fort  aifement 

par  le  moyen  de  la  Logarithmique  +. 

Au  refte  je  remarque , que  c’eft  le  paralogifme  que  mon  Frire  a cru 
voir  dans  ma  mdthode,  qui  a donne  lieu  aux  deux  premiers  des  trois  ar- 
ticles  de  fon  Avis , 6c  qu’il  y a dt 6 un  peu  trop  vite.  Par  le  premier 
de  ces  Articles  il  s’engage  a diviner  au  jufle  lanalyje  qui  m’d  conduit  i 
la  folution  de  fon  Probleme  fur  les  Ifoperimetres.  Je  fais  bien  qu’il  penfe 
que  je  me  fuis  fervi  de  la  methode  des  courbes  qui  fe  font  par  la  pref- 

fioo 

* Yoiez  N°.  LXXXVIII  & XCIII. 


. 4J 


Digitized  by  Google 


8a<5  Problemes  des  Isoper.  et  di  tk.  nvs  vite  Descente. 


Num.  (Ion  des  fluides , que  je  confiderois  autrefois  pour  le  calcul  de  la  Voilie- 
LXXXIV  re  t comme  compofe'e  de  dcux  autres  preflions  collaterales,  favoir  d’hori- 
zontale  & de  verticale  : qu’il  dife  de  bonne  foi , fi  je  n’ai  pas  devinc  au 
jufte  fa  penfee.  Mais  il  fe  trompe.  Car  quoiquc  cctte  methode  [ qu* 
n’efl  qi/iudiieAe  ] , employce  adroitement , conduife  audi  a la  folution 
requife  j j’en  ai  pourtant  a’autres,  & meme  une  direfte,  qui  m’ont  tou- 
tes  fourni  une  meme  folution.  Ajoutez  qu’un  fi  merveillcux  accord 
n’eft  pas  la  feule  preuve  que  j’aye  de  fa  bonte , & que  [ s’il  dtoit  be- 
foin  ] je  pourrois  la  prouver  encorc  par  une  Dcmonftration  Syntheti- 
que , faite  a la  maniere  des  Anciens  , & fur  - tout  a 1’imitation  de  celle 

Sue  Pappus  a donnee  pour  prouver  que  le  Cercie  eftja  plus  grande 
es  figures  ifopdrimdtres.  Je  confeille  donc  fraternellement  i mon  Fri- 
rt  de  retrafter  la  gageure  qu’il  offre  pour  le  premicr  Artide  de  fon 
Avis;  car  ii  perdroit  infailliblcment.  II  eft  de  mon  devoir  de  l'en  a- 
vertir. 

Pour  ce  qui  eft  du  fecond  article,  jefpdre  qu’il  aura  aflez  de  candeur 
■pour  le  revoquer  de  fon  propre  mouvement , apres  quM  aura  vu  cet 
IclaircilTement.  II  n’y  a rien  a dire  fur  le  troifidme.  Nous  en  jugeron* 
quand.il  aura  publie  la  folution  qu’il  nous  promet  depuis  fi  long-temps. 

Pour  me  conformer  enfin  a l humeur  de  mon  Inconnu  Nonnemo  , 
[je  ne  faurois  le  nommer  autreraent , puifqu’il  ne  veut  pas  fe  dccouvrir,] 

?ui  ne  s’interefte  a 1’avancement  des  Sciences,  qu‘autant  qu’il  y a de 
argervt  a gagner,  je  m’cngage  a perdre  le  quadruple  de  fa  promefle  , 
G avant  la  fjn  de  cette  annee  il  me  dctermine  gcomdtriquement,  [com- 
me je  promets  de  le  faire,  s*il  ne  le  fait  pas,]  quelle  demi  - ellipfe , de 
toutes  celles  quon  peut  decrire  dani  un  pUn  vertieal  fur  un  meme  axe  bo- 
fiiontal  donne  de  erandeur , eft  parcouruc  en  moint  de  t(mps , fuppofe  que  le 
'mobile  cemmence Jon  mouvement  a une  des  extr imites  de  cet  axe.  Jc  per- 
mets  que  mon  Frert  le  fecoure  *.  Jajoute,  a ce  Probleme  les  fix  autres 
que  j‘ai  propofds  dans  le  Journal  du  26  Aout  1697  -f,  dont  Monfieur 
le  Marquis  de  fHospiTAl  a refolu  les  cinq  derniers , pour  les  exem- 

files  particuliers  que  j’y  donnej  mais  jg  demande  des  folutions  genera- 
es , fur  tout  pour  les  courbes  diJlgmblables  , dont  il  s’agit  dans  le  qua- 
trie'me  & le  cinquieme.  Voila  touie  la  Replique,  que  j’ai  tru  devoir 
faire  a 1’Avis  de  mon  Frete. 

* Voiez  N°.  LXXXVIII  & CIII.  Art.  4. 
t Ci-deffus  N°.  LXXIX.  Voiez  N°.  LXXX. 
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N°.  L X X X V. 

AVIS 


DE  MONSIEUR  BERNOULLI, 

Profejjeur  des  Mathematiques  d B&le , 

Sur  la  Reponfe  de  fon  Frere  infer ee  dans  le 
Journal  du  21  Avril  1698. 

AV  a N t que  dc  publier  ma  Reponfe  aux  folutionS  de  mon 

Frere , jc  le  pric  dc  repafler  tout  de  nouveau  fur  fa  der- 1598.  10*. 
nierc . d’en  examiner  attentiveraent  tous  les  points  , & dc  nous 
dire  cnfuite  fi  tout  va  bien ; lui  declarant  qu’apr&s  que  j’auraipag.  14o’t 
donne  la  mienne , les  prcccxtcs  dc  precipitation  ne  feront  plus Edit-  de 

ccoutds.  ESWfe 

de  Holi. 


J*c,  ternmlli optr 4,  Nonna  N*,  LXXXVL 
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i 

DE  Mr.  BERNOULLI, 

ProfeJJeur  de  Groningue, 

A lyAvis  infere  dans  le  Journal  du  2^ 

Mai  1698. 

Journal  T ^ na*  (ilie  ^a'rc  repalR’r  fur  mes  Solutions  des  Probldmes  de  mon 
i'ts  Savtnt  I Frlrc  : Je  fai  qu’en  penfer,  & mon  temps  fera  afTurement  mieux 
1698.  14*.  employc  a faire  dc  nouvelles  ddcouvertes.  C’eft  a/Tez  que  mon  Fre- 
Journal  du  re  reconnoifle  enfin  que  je  poflede  la  methode,  puifque  c’eft  'tout  ce 
*3  Jujn,  dont  il  sagit  ici la  prccipitation  qu’il  croit  appcrcevoir  dans  ma  repon- 
dc’  21  Avril  dernier,  ne  faifant , ni  pour  , ni  contre  la  validite  de 

Paris,  pag.  cct,e  methode.  C'eft  donc  en  vain  qu’on  tache  de  fe  tirer  par  tous  ces 
44S , Edit!  detours ; & tandis  que  lc  Nonnemo  refufera  de  fe  foumettre  au  jugement 
dt  Holi.  d’un  tiers , comme  il  l’a  refufd  jufqu’ici  , nonobftant  toutes  les  afligna- 
tions  que  je  lui  ai  donnees  ; tout  le  monde  verra  bien  que  c’eft  caufe 
perdue  pour  lui.  Cependant , pour  couper  pied  a toutes  ces  chicanes  , 
je  foutiens 

1.  Que  fai  exafiement  & ligitimement  refolit  par  mes  Brachyfloehronts  le 
Troblime  des  Courbes  , doni  les  ordonnees  elevees  d une  putjjance  donace 
font  un  plus  grand. 

a.  Qucntre  toutes  les  Cycloides  dictites  d une  me  me  origine' > & fur  une  bafe 
horizontale , celle  qui  rencontre  a angles  droits  une  ligne  droite  ( verticale, ) 
e(l  atijft  celle  par  laquelle  le  mobile  defcend  le  plus  vite  a cette  mimr  ligne 
droite  , en  commendant  fon  mouvement  a l'origine  commune  des  Cycloides. 

Ceft  la  rout  ce  que  ma  parrie  fn’a  demande.  Ainfi  , pour  r^pondre  ju- 
fle , c’cll  a ces  deux  propolltions  pre'cife'ment  quclle  doit  repondre  , 

oui  > 
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oui , ou  non : c’eft  aflcz ; & fe  jetter  fur  Ic  furplus  d’dtendue  que  j’ai  Num. 
donnee  moi  - meme  a ces  deux  Problemes  , c’eft  prendre  le  change  , ou  L XXXVI 
le  vouloir  donner , puifqu’il  ne  s’agit  point  du  tout  de  ce. furplus  > quoi- 
qu'il  foit  auffi  parfaitement  conforme  a Ia  vcritd. 

Au  refte , puifque  dans  ce  nouvel  Avis , on  ne  fait  aucune  mention 
des  Problemes  que  j’ai  propofes  a mon  Nonnemo  dans  ma  Rcponfe  du 
ai  Avril  dernier;  j’cn  conclus  qu’il  n’ofc  rifquer  feulement  le  quart  de 
ce  que  j'expofe , c’eft-a- dire,  de  tout  ce  que  je  lui  ai  laifle  la  libertd 
j de  parier.  Je  lui  donne  encore  cinq  femaines  , a compter  du  jour  que 
ceci  paroitra,  pour  declarer  s’il  veut  accepter  la  gageure.  Ces  Problemes 
font  a la  portee  de  1’efprit  humain  , puifque  je  les  ai  refolus.  Ainfi , 
s’il  eft  brave  , & aufli  habile  qu’ille  veut  paroitre,  H doit  accepter  ce  dd- 
fi,  & ne  pas  reculcr. 


N°.  LXXXVII. 

E X T R A I T 

D’  U N E L E T T R E 

Dc  Monfieur  Bernoulli  de  Bale , * 
Du  26  Juin  1698. 


Contenant  l examen  de  la  Colution  de  fes  Pro- 
blemes, infer ee  dans  le  Journal  du  2 

D e cembre  1607.  P'79* 

' 7 des  Savant 

1698.  30«. 

COmme  cette  Lettre  ctoit  faite  des  le  temps  que  FAvts  de  Mon*  du 

fieur  Bernoulli.  infere  dans  le  Journal  du  1 7 Fcvrier  ^ ^ Editi 
1658.  fut  publie.  il  na  pas  juge  a propos  ety  rien  (hanger  pour  de  Paris, 

Nnnnnt  tsuure » 

. . Holi. 

* A Mr.  V AKIGNON, 
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Num.  C 4 utre  folution  du  1 1 Avril ; fie  rt fervunt  de  repondre  fepar  ement  J 
LXXXV11  (ctte  f0iuuon  j qU'ii  Jit  ftre  contruire  d la  premtere. 

Lorfquc  jc  propofai , dans  lcs  Jottrnaux  de  Lcipftc , a mon  Fre- 
te quclqucs  Probl^mcs  dc  Georoetrie , q,c  fut  principalcmenc  dans 
]a  vue , & dans  fcfperancc  qu’il  nous  cn  donnercit  un  jour  la  fo- 
lution.  Car  outrc  que  jc  confidcrois  , que  nous  pouvons  avoir 
bonne  pare  a la  gloirc  dc  ceux  qui  fc  rendent  habiles  dans  unc 
Science,  dont  il  r.’y  a pas  long-tcmps  que  nous  lcur  dvons  don- 
nc  lcs  prcmicres  ouvertures ; j’avois  cncorc  des  raifons  particula- 
res pour  fouhaitcr  qu’il  y put  reiiflir , & gagner  le  petit  prix  qui 
y a 6:e  joint  par  un  dc  mes  amis.  Ce  que  je  dis , Monficur  , 
pour  vous  fairc  comprcndrc  le  plaifir  que  j’ai  eu  a lirc  la  folution 
dc  mes  Probleraes  dans  le  cahier  du  Journal  que  vous  avez  eu 
la  bonte  dc  m cnvoycr  , & plus  cncorc  a y remarquer  d’abord 
quclquc  conformir£  avec  la  mienne  , laqucllc  me  faifoit  croirc 
qu’il  s’cn  ctoit  acquiete  cn  habile  homme.  Mais  que  ce  plaifir  a 
dure  peti!  Ii  a cte  bien-tot  fui  vi  du  chagrin  dc  voir  mon  atten- 
te fruftrec  ; lorfqu  cn  ayant  examine  toutes  lcs  circonfiances  avec 
1'oin , j’ai  trouve  que  la  folution  de  mon  premier  & principal  Pro- 
bleme  ecoit  trfcs-defethieufc  meme  faulfc  cn  toutfcns  j bien 
qu’cn  un  eas  cllc  nous  fafle  trouver  par  accident  la  pure  v£rit£. 
Pour  prevenir  la  furprife  qu’un  aveu  dc  cettc  nature  pourroit  cau- 
fer , il  faut  confidcrcr  'qu’cn  railonnant  juftc  fur  unc  hypothefc 
vrayc,  Pon  arrive  toujours  a unc  conclufion  vraye;  qu’cn  railon- 
nant  jufic  fur  une  hypothefe  fauflc,.l,on  arrive  toujours  a une 
conclufion  fairile;.  (comme  Ion  voit  par  les  dcmonftrations  qu’on 
appelle  ad  abfurdum ; ) mais  quen  raifonnant  fauflemens  fur  unc 
hypothefe  faulfe , il  fc  peut  fairc  quelqucfois , qu  on  arrive  a une 
conclufion  vrayc  ; unc  fauflete,  pour  ainfi  dire,  corrigcant  l’au- 
trc.  C cft  juftcmcnt  ce  que  je  crois  etre  arriv£  a mon  Frere , qui, 
felon  toutes  les  apparcnccs,  s’cft  d*abord  jctt6  dans  un  principe 
faux  , d’ou  par  le  moyen  d’un  Sophifmc , il  a cire  unc  folution  , 
qui  par  un  bonhcur  extraordinaire , ne  laifife  pas  d’ctre  en  partie 
, . . vcritable.  Quoiquc  jc  ne  parlc  que  par  conjc&ures  , [ il  feroit  a 
fouhaitcr , pour  cn  juger  avec  ccrcitudc , qu’il  nous  cut  donne 

Pana-. 
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1’analyfe  , ou  du  moins  la  demonftration  dc  cettc  folution , com'L^xv'U 
me  j’ai  fait  ccllc  dc  fon  Problemc  de  la  plus  vite  defeente  * : ] jc 
m’alTurc  pourtant  que  ccs  conjc&urcs  Ione  tcllcment  fortes,  que 
vous  ayant  explique  la  maniere  dont  je  m’imagine  qu’il  s’y  cft 
pris  , vous  mavoucrez  qu’il  cft  comme  impolTiblc  qu’il  fe  foit 
fcrvi  d’unc  autre. 

Mais  quand  il  n’y  auroit  rien  a redire  a la  folution  en  clle- 
memc  , jc  ne  trouve  pas  cncorc  qu’il  puiffe  pretendre  au  prix . 
qu’on  y a joint ; d’autant  qu’il  n’a  refolu  le  Problemc , ni  fuU 
vant  mon  intention  , ni  pleinemcnt , & en  toutes  fes  parties. 

Vous  vous  fouvcncz  fins  doutc  , Monficur  , que  j’ai  propofe  mes 
Problemes , a 1’occafion  de  cclui  de  mon  frere , dont  j’avois  don- 
ne  la  folution  par  des  principes  dc  pure  Geometrie  ; en  forte 
qu’il  eft  vifible  que  mon  intention  etoit  dmviter  mes  Lcfteurs  a 
les  refoudre  par  la  meme  voye.  Mais  il  cft  tres-probablc , com- 
me jc  le  ferai  voir  , que  mon  Frere  ne  s’eft  fervi  dans  cettc  rc- 
cberche  que  d’un  principe  etranger  & mecbanique,  qu’il  devoit 
plutot  prouver  que  fuppofer ; c’cft  pourquoi  «fon  nc  fauroit  aucu- 
nement  dire  , quii  ait  agi  fuivant  mon  intention.  A quoi  fajou- 
tc , que  celui  qui  afpirc  au  prix  d’un  Problemc , cft  oblige  d’cn 
donner  une  folution  compktte , qui  fatisfaftc  a tous  les  points  de 
la  queftion  propofcc.  C’clt  ainfi  que  je  fis  a 1’egard  des  Proble- 
mes  propoles  par  mon  Frere  dans  lbn  Programme  dc  1’annee  paf- 
ftc  : fcus  foin  dc  les  refoudre  tous  , Se  en  toutes  lcurs  parties , 
jufqo’a  marquer  meme  un  endroit  oii  mon  Frere  pouvoit  s’ctre 
trompe , cn  prenant  des  courbcs  difFercnres  pour  une  meme  t- 
Et  c’cft  ce  qu’on  ne  peut  pas  dire  de  la  folution  qu’ij  nous  don- 
nc  a pr^fent  de  mon  Probleme  i puifquc  , quand  jaccorderois 
*out  le  refte,  il  ne  Pa  pas  refolu  dans  la  partie  qui  concerne  l’arc 
BF , ou  plutot  parce  qu’il  l’a  refolu  fauflemcnt , comme  jc  dirai 
ci  apres. 

Mais  entrons  en  matiepe,  8e  voyons  quellc  peut  avoir  ^re.T-a- 
nalyfc  de  mon  Frere.  Il  dit  qu’d  avoit  tcouve  la  folution  du  Pro- 

N annn  3 bleme y, 

Ci  - deffus  N-°.  LXX  V.  pag.  770.  t Ibid.  pag.  777.- 
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Num.  blcmc  , !c  nocmc  jour  qu’il  vint  a la  connoiflancc ; & dans  1 'Hif- 
toire  des  Ouvragcs  des  Sav/tns , au  moi*  dc  Juin  1 697,  Art.  1, 
ou  il  nous  annonce  fa  folution , il  reftrcint  cc  jour-la  a trois  mi- 
nutcs.  Cc  pcu  dc  tcmps  me  fit  aufli-tot  foup^onner,  qu’il  nc  l’a- 
Toit  chcrchee  que  par  quelquc  principe  etranger , ou  indireft , & 
tel  qu’il  faute  naturellemcnt  aux  yeux  ; fachant  par  experieace 
que  cclle  qui  fc  tire  dc  la  pure  G6ometric  clt  trop  recherchec 
pour  etre  ainft  trouvee  tout  d’un  coup.  Je  remarquai  aulfi » qu'il 
n’y  avoit  rien  qui  fc  pr^fentat  plus  naturellemcnt  a 1’cfprit , que 
cc  principe  dc  Mechanique  : Que  les  corps  peftns  dependent , inf 
qua  - ce  que  leur  centre  de  gr  avite  foit  le  plus  bas  quii  foit  pojftble  ; 
par  cxcmplc , qu’un  lambcau  dc  linge  BTN  foutenu  par  fes  ex- 
tremitas B,  N,  & rcmpli  dc  quelquc  liqucur  jufqu’a  fa  bafc  UN, 
ou  bien  qu’unc  corde  BTN  chargee  dc  ditFercns  poids  dans  tous 
les  points  dc  fa  longucur , doit  prendre  une  figurc  tcllc , que  lc 
centre  dc  gravite  dc  ccttc  liqucur  , ou  dc  ccs  poids , dclccndc 
plus  bas  qu’il  ne  feroit  dans  toutc  autre.  Et  c’ert  a mon  avis  le 
principe  dont  mon  Frere  s’cft  fervi  en  cettc  rencontre.  Voici 
comme  il  1’appliquc.  Il  fuppofe  un  linge  BTN  rcmpli  jufqu’a 
la  bafc  BN  d’unc  ccrtaine  liqueur , qu’il  concit  etre  dc  differen- 
te pclanteur  fpecifique , & tcllc  que  lc  poids  dc  chaquc  filet  P F 
foit  comme  GH  divifc  par  BG;  d’ou  il  fuit,  que  failant  BP=y, 
PF=x  , B F =/,  & GH , ou  PZ,  =p>  lc  poids  du  petit 
trapfczc  PC  fera  pdy:  x [ jc  marque  la  divilion  par  : a la  fa^on 
dc  Mr,  L e 1 b n 1 t z , pour  la  commoditc  de  flmprimcur , vous 
priant  dc  rendre  cettc  Lettrc  publique,]  fa  forcc  mouvantc , mo- 
mentum  t a 1’egard  de  la  ligne  BN  lera  — \p  dy,  & par  confe- 
quent  la  fomme  dc  ccs  forccs  z=f\pdy  ; & ccttc  fomme  devant 
dererminer  la  diltancc  du  centre  dc  gravite  dc  la  liqucur  a la  ba* 
fe  BN  , laquelle  par  1’hypothfefe  ell  la  plus  grande  qu’cllc  puilfc 
etre;  il  conclut  que  \fpdy , ou  bien  fon  doublcy/><fy,  c’cft-a- 
dire , la  fomme  des  trapezes  QZ , ou  1’cfpace  BZN  cft  un  Maxi- 
mum , cc  que  la  qucltion  demande.  Il  s'imagine  donc  que,  pour 
en  venir  a bout , on  n’a  qu’a  cherchcr  la  courbure  d’un  tel  linge, 
fuivant  ia  methode  que  j’ai  autrefois  pratiquee  pour  la  Voilicrc  ; 

cc 
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cc  qui  fc  faic  ainfi.  Par  ma  Theorie  dc  la  prcffion  des  fluides , Num: 
le  poids  PCetant  pdy:  x,  il  pouflc  la  portion  du  linge  FC,  fui-Lx^ 
vant  fa  perpendiculaire  FD,  avec  une  force  FD  =pdt:  x,  la- 
quelle  par  la  doftrine  dc  la  communication  des  mouvcraens  fc 
peut  refoudre  en  horizontale  FE^^;*,  & en  verticale 
ED  = pd j : x.  Que  toutes  ccs  petites  forccs  verticales,  qui  agif- 
fent  fur  la  partic  du  linge  FT , foient  ramallees  dans  lc  corps  L, 

& toutes  les  horizontales  en  M : Que  ccs  deux  corps  tendent  les 
deux  filcts  F I , T I , qui  touchent  lc  linge  en  F 5c  T ; il  faudra 
les  memes  puiflances  en  F & en  T,  pour  foutcnir  les  corps  L 5c 
M,  qu’il  faut  pour  foutcnir  lc  linge  FT,  & parce  que  la  puiflan- 
cc  T dcmcurc  conflamment  la  memc,  en  quclque  endroit  du  lin- 
ge que  l’on  applique  1’autrc  F,  il  s’cnfuit  que  la  partic  dc  cettc 
puiflancc,  qui  cft  cmployee  a foutcnir  lc  corps  lL.=f\pdy : x} 
fomme  des  forces  verticales  , qui  aglflcnt  fur  la  partic  du  linge 
BF»  jointe  au  corps  M =/(pdx : x ) fommes  des  forccs  hori- 
zontales qui  agiflent  fur  la  partie  FT , Sc  que  la  puiflancc  T por- 
te  toutc  feule , fait  une  fomme  conflante.  Ccci  etant  pofe , l’on 
peut  confid6rcr , fuivanr  votre  bcau  Theoreme  , dont  jc  me  fers 
cn  beaucoup  dc  rcncontrcs  trfcs  - utilcmcnt , que  lc  corps  L cft  a. 
la  partic  dc  la  puiflancc  T qui  lc  foutient,  c’cft-a-dirc , pd) : x ) 
ai — f(pdx:x).  comme  le  finus  dc  1’anglc  FIT  ou  CFV  au 
finus  dc  1’anglc'FIK  ou  FCV : c’cft-a-dire,  comme  CV  a F V, 
ou  dx  a dy.  proportion  qui  fc  reduit  juflcmcnt  a 1’egalite  que 
mon  Frerc  donne  pour  la  Courbc  chcrchec , qui  eft  dy=dx 
J~(pdx:  x)  ; y' (1 — ( fpdx:x )*)  ou  [ cn  meteant  b au  licu  de 
f(pdx:  x)]  bdx:y/{\ — b b) , & [dans  lc  cas  particulicr  dc 

p = x J dyz=x  dx  : ( T — x ),  comme  lon  peut  voir 

cn  cc  qtic  par  la  fubftitution  de  ccs  valcurs  Ics  termes  dc  la  pro- 
portion s’idcntificnt  ( a ). 

Par  un  ferablable  raifonnemcnt  on  peut  pretendre  dc  trouver 

la 

(•)  On  peut  voir  aufli  le  N°.  XLVIIJ,  pag.  483 , Note  (a,)  cnreicat-r 
quant , que  cc  qui  eft  la  nomine  p > eft  ici  p : x. 
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LXXXVlfla  Courbc  BTN,  dont  f{dt:  x*  ) cft  un  Maximum  ou  un  Mini- 
mum , cn  feignant  que  cettc  Courbc  cft  reprifentee  par  une  corde 
chargec  dans  tous  ics  points  F de  petits  poids  reciproqu ement 

proportioncls  a > par  ce  moyen  Ic  poids  de  la  portion  FC 

deviendra  dt:  xn‘^'1  . la  force  de  ce  poids  & 1’egard  de  la  droi- 

tc  DN  , dt:xm , & la  fomme  de  ccs  forces , qui  doic  marquer  Ia 
diftance  du  centre  de  gravite  de  tous  les  poids  a la  droite  B N 

[ & par  confcquenc  un  Maximum  ] f(dt : x*  ) , comme  il  eft  rc- 
quis.  Lc  calcul  cn  cft  le  memc  que  ci-dclTus;  on  doic  feulemcnc 
remarquer,  que  lc  corps  M etant  nui  cn  cettc  rcncontrc,  la  puif- 
fancc  T qui  cft  conftantc  , & que  i’on  peut  nomraer  i : m , cft 

toute  cmployee  i foutcnir  lc  corps  L ou  J\dt:  );  de  forte 

que  l’on  a cettc  proportion*  f(dt : xM"^' — = dx:  dj.  D’ou 

TTi 

Von  tire  encorc  1’egalite  priccdcnte  dy==xmdx:i/(i — 
comme  mon  Frere  la  trouvec  (*)• 

Vous  voyez , Monficur , qucllc  peut  avoir  ite  1’analyfc  qui  l’a 
conduit  a la  folution  qu’il  nous  donne  de  mon  Problcme.  II  ne 
faut  pas  etre  fort  attentif,  pour  y decouvrir  deux  detaucs  confidc- 
rables.  II  fuppofe  d’abord , fans  tondement , que  s’il  y a plufieurs 
figures  Ifoperimctres  chargees  de  poid»  en  ccrtaine  proportion  par 
dedans , ou  autour  de  leurs  circonfercnccs  , le  centre  de  graviti 
de  ces  poids  eft  plus  cloigni  de  1’axe  dans  ccllc  que  les  poids  au- 

roiene 


(»  ) dx : dy  — tnf(  d t : xm+l  ) , x 7”+ 1 . fort  dtdxddx  :(dr dx1) 


en  ditferentiant  fe  reduit  a ( dyddx 

dxddy):  dy1z=  mdt-  xm~^~ 1 ; ou , 

[mettant  pour  ddy  fa  valeur  — dxddx: 
dy  , qui  refulte  de  dt-=*J (dx1-\-dy1) 
conftantc  ] a drddx  : dy 1 = mdt : 


s/idt1 


'') mdx:  x 


m-J-I 


dont 


1’intcgrale  eft dt:  <J{dc dx')— 

Xm  ou  (dx:+dy1):  dy1  = x2m  , 

d’oii  l’on  tire  dy 


m . ..  ims 

x )• 
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roient  donne  a un  linge  ou  a une  corde , que  dans  toutes  les  au- 
crcs.  J’avoue  que  lorfqu’il  y a toujours  une  memc  quantite  de 
poids  , qui  agic  fucccffiyement  fur  quelque  madere  flexiblc  que 
cc.foit,  ccs  poids  doivent  fe  fanger  de  telle  forte  que  leur  centrc 
de  gravite  fc  trouve  Je  plus  bas  qu’il  (oie  poflible  > mais  dans  Ia 
fuppofition  precedente , la  quantite  des  poids  n’cft  pas  la  memc 
dans  les  differentes  figures  Ifopcrimetres » ou  quand  il  y en  au- 
toit  une  memc  quantite  , il  eft  impofiiblc  que  ccs  poids  feifant 
prendre  fuccefli vcmcnt  a Ia  madere  fluide  des  figures  differentes, 
puiffent  acquerir  ou  retenir  d’eux-memcs  cettc  proportion  ou  dif- 
pofuion  qu’on  leur  fuppofe.  Soicnt , par  cxemplc , deux  figures 
Ifopcrimetres  BTN  & BbtnN , dont  cclle-ci  renferme  un  cfpace 
BbntN  plus  grand  que  BTN  de  tout  fcfpace  B£/»N,  puif- 
qu’on  fait  que  les  Ifbperimctrcs  ne  font  pas  egales  ; qu’on  con- 
$oivc  i Ia  place  de  la  figure  BTN  un  linge  rcmpli  jufqu  a Ia  ba- 
fc  BN  de  quelque  liqueur  ordinaire  , & telle  que  lc  poids  de 
chaquc  filet  PF  foit  proportioncl  a la  longueur  PF , c’cft  le  fcul 
cas  poflible  dans  la  nature ; que  cettc  liqueur  agiflant  cnfuitc  li- 
brement  fur  lc  linge,  lui  fafle  prendre  la  figure  B£r»N  : Il  cft 
clair , qu’apres  cela , clle  n’ira  plus  qu’en  bn , & que  par  confe- 
quent  lc  ccntre  de  gravit£  de  fcfpace  btn  doit  bien  etre  plus  bas 
que  cclui  de  fcfpace  BTN ; mais  il  n’eft  nullement  6vidcnt  qu’a- 
joutant  par  deflus  cclui -la  la  portion  B£»N,  lc  ccntre  de  gra- 
vite de  tout  fcfpace  B£r /»N  loit  cncore  plus  bas  que  celui  de 
BTN , ou  de  telle  autre  figure  Ifoperimetrc  quon  voudra.  Je 
Toudens  memc  que  cela  eft  faux,  & que  Ia  figure  dentre. les  Ifo- 
‘perimetres , dont  le  centre  de  gravit£  eft  lc  plus  eloign6  dc  1’axe, 
n’cft  pas  ccllc  d’un  linge  rcmpli  de  liqueur,  mais  une  autre  que 
j’envelopc  dans  cettc  anagramme  , pour  donner  lc  loifir  a mon 
Frert  de  la  chcrchcr  aufli , s’il  vcut  perfuader  a nos  Lcffcurs  qu’il 
poflede  la  veritable  methode  pour  ces  Probl&ncs:  a'1  b‘  c J e* g‘ 
bi7  L6  m*  ri*  o*p7  qr1  sl  i7  v*.  (e). 

Jac.  Bcrnoulli  Opera.  O o o o o Cc- 

• / • Y • » r. 

t , **;  ; i * ' • * 'O  # i * 

( * ) Le  len*  de  cette  Anagramme  eft  celui-  d : Illa  nempt  [ figura]  qua  J i- 

Hllllt 


Num. 

LXXXVU 
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Lxxxvii  dependant  quoi  que  lc  centre  de  gravite  de  1’cfpace  abfolu  n« 
foic  pas  le  plus  bas  dans  la  figurc  du  linge  , on  peuc  du  moim 
conci  ure  que  le  centre  de  cctte  portion , qui  cft  rcmplic  par  la 
made  liquide , doic  etre  plus  bas  que  le  centre  d’une  portion  egar 
lc  qu  on  pourroit  coupcr  depuis  le  fommet  de  tcllc  autre  figurc 
lfbpcrimetrc  qu’on  voudra ; comme  cffcttivcmcnt  jc  lc  trouve  par 
mon  analyfc  : marque  indubitablc  de  fa  bonte  & de  fa  jufiefle. 
Et  c’cft  avec  cctte  limitation  qu’il  faut  entendre  ce  que  j’ai  dit  du 
centre  dc  gravite  de  la  Courbe  elafiiquc,  dans  les  Actes  de  Leip* 
i 'ic  dc  l’an  1654.  pag.  176.  * 

Ibid.  ?«v  L’autre  errcur  qui  fc  trouve  dans  1’analyfe  precedcntc  de  mpa 
Journal  du  frere , n’eft  pas  moins  confidcrablc.  Elie  confide,  en  ce  qu’il 
paR.^fii  ’ rnarcluc  diflancc  du  centre  de  gravite  des  poids  par  la  fomme 
Edit,  de  dc  lcurs  forccs  i & chacun  fait  que  cettc  diftancc  fc  determine  par 
j*o',Edu  k f°mmc  des  forces  appliquee  a la  fomme  des  poids , & qu’ainfi 
dc  Holi  cllc  ne  peut  fc  prpportionncr  a la  feule  fomme  des  forccs  , que 
lorfque  la  lomme  des  poids  dcmcurc  conflamment  la  memer  ce 
qui  narrive  pas  ici , comme  je  viens  de  lc  remarquer. 

Voila  donc  deux  faufletes  alTez  palpablc*  dans  un  meme  raifon- 
nement  ; mais  aufli  deux  faufletes  , dont  1’unc  redrefle  lautre  fi 
hcurcufemcnt , quellcs  font  trouver  dans  quclques  cas  la  verita- 
ble  foluuon ; quoique  ccla  ne  puifle  etre  que  1’cfFct  d’un  pur  ha- 
zard,  qui  ne  donne  pas  plus  dc  droit  a la  gloirc  d’avoir  reiiffi', 
quauroit  cclui , qui  pour  foutenir  quV/r  caillou  eff  de  la  pierre,t 
le  prouveroit  par  ce  raifonnemcnt : Tout  homme  ejl  pier  re ; Tout 
caillou  e(l  homme ; Deae  tout  caillou  e/f  pierre.  Marque  de  cela  , 
c’cft  que  l’on  peut  propofer  tel  Probleme , ou  l‘unc  des  faufletes 
venam  a celTcr,  Tautrc  nous  conduiroit  a une  conclufion  necet, 
faircment  faufle.  : comme  fi  l’on  propofoit  dc  trouver  entre  une 
infinite  de  Courbes  Iloperimetres  BTN,  BrN,  &c.  [ qui  fe- 
roient  toutes  cbargees  dans  lcurs  circonferenccs , en  forte  que  le 

poids 

num  anguli. tangentis  & applicata  cn-  quation  efl  dy  = x’  Jx:  */(** X4 

lo  appluata  proportionalem  bahet : par  *’  N*.  E VIXI.  pag.  yjj. 
ou  l’on  deiigne  !a  courbe  dont  l’c- 
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poids  dc  cha(}ue  portion  FC  fut  comme  Ia  portion  corrcfpondan-  lxxxvU 
te  de  la  bafc  PQ  ] ccllc  qui  a le  centrc  de  gravit6  de  ccs  poids 
le  plus  dloigne  dc  l’axc;  car  en  ce  cas  on  trouve  que  la  chainet- 
te  eft  une  parabole  , ainfi  que  jc  l'ai  dit  dans  les  Acies  dc  169 1 
au  mois  dc  Juin,  pag.  288  t>  au  licu  que  la  courbc  chcrchee 
doit  ccrc  un  ocrcle  ; parce  que  la  fomme  des  poids  etant  ici  com- 
me  la  fomme  des  PQ^ou  comme  la  bafc  BN , & par  confequenc 
la  meme  dans  toutes  les  Courbes  Ifoperimctrcs  , la  diftancc 
du  ccntre  de  gravite  des  poids  a la  bafe  eft  veritablcment  pro- 
portionellc  a la  fomme  dc  leurs  forccs,  c’cft-a-dirc,  a 'i/xdj,  la- 
qucllc  on  faic  n’ecrc  la  plus  grande  que  dans  le  Cercie.  1 

Mais  quoiqu’il  en  foit  de  rout  ccci , il  eft  fur  que  Ia  folution 
de  raon  Frere  generalcment  pariant  cfl  faufTc ; fur  tout , que  celle 
qui  regarde  1’arc  B C , l’cft  meme  dans  tous  fes  cas : ce  qui  me 
. confirmc  entierement  dans  la  pcrfuafion  ou  jc  fuis , que  1’analyfc, 
qui  l’y  a conduit , ne  peuc  ecre  differente  dc  ccllc  que  jai  rappor- 
tec , & qui  fait  trouver  fi  jufiement  fa  folution.  Tout  le  monde 
fait,  qu’il  eft  aflcz  ordinaire  quon  arrive  a une  meme  verite  par 
differentes  voyes ; parce  que  la  verite  n’eft  quune , & toujours 
fimple .-  mais  ic  faux  6tant  infini  en  nombre , il  eft  moralcmenc 
impoffiblc  qu’on  arrive  a une  meme  fauflete  par  deux  raifonnc- 
mens  aufii  plaufiblcs  5e  aufii  apparens  que  cclui-la.  Et  cefl  ccttc 
confidcration  qui  a donne  lieu  au  premier  des  trois  articles  du 
mois  dc  Fevricr  dernier  dc  ce  Journal  oii  jc  me  fuis  engag£  a 
■deviner  l*analyfe  de  mon  Frere  *.  Vous  jugcrcz,  Monficur,  fi  jc 
puis  avoir  bien  rcncontre. 

Au  refte,  il  y auroit  licu  dc  s^tonner , fi  une  analyfe,  aufii  d£- 
fe&ucufe  que  ccllc- Ia . n’ctoit  pas  fujette  a plufieurs  contradittions: 

Aufii  refi-elle  a plus  d’unc.  Premicrcmcnt  j’obfervc  que , fi  au 
licu  de  fc  reprefenter  la  Courbc , dont  fx~dj  eft  un  Maximum  > 
comme  un  linge , & celle  dont  f{  dt : x"  ) eft  un  Minimum , com- 
me une  corde , l’on  peut  touracr  la  chofe , en  fe  fervant  dc  la  coni 

O o o o o 2 fiderar  - 

■J-  N°.  XLII,  pig.  9 Ci-deflus  N°.  LXXXIII , pag.  8aa»’ 
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Num.  fidcration  de  la  corde  pour  cellc-la,  & du  linge  poor  cclle-ci;  & 
LXXXVil  ajors  on  trouvcra  jcs  foiutions  tr&s  - differentes  de  ccllcs  qu’on  a 
trouvecs.  Jobfcrvc  auffi  que  la  raifon  du  choix  de  mon  Frere , 
qui  a pretere  le  linge  pour  la  premi^re , a cte , fans  doute , par- 
ce qu’il  a vu  que , s’il  faifoit  autrement , la  folution  qu’il  trouve- 
roit  ne  raccommodcroit  pas  pour  le  cas  de  m=.  i , auquel  on 
fait  que  la  courbc  doit  etre  un  ccrcle.  Jc  ne  parlc  point  ici  dc 
ce  que  fuivant  ccttc  analyic , la  qualite  f{dt : xm)  dc  la  cour- 
bc chcrchee  dcvroit  pliitot  etre  un  plus  grand , qu’un  plus  petiti 
jc  remarque  fculcmcnt  que  ccttc  courbc  fc  peut  cncore  trou- 
ver , fi  on  la  confidere  comme  un  rayon  de  lumilre , qui  pafi 
fe  par  un  milicu  inegalcraent  tranfparent  , & dont  la  raretl  a 
la  hautcur  B G cft  comme  G H ; mais  qu’cllc  ne  s’accordc  avee 
cclle  qui  fe  trouve  par  la  confiddration  dc  la  corde  , que  lorf- 
que  G H cft  comme  une  fimplc  puiftancc  dc  B G ; ce  qui  cft 
peut- etre  caufc  que  mon  Frere  , apres  avoir  donne  la  Courbc 
dont  fpdy  cft  un  plus  grand , gcneralcmcnt  pour  tous  les  rapports 
dc  GH  a GB  , ou  dc  p a x , n’ofc  taire  la  memc  choic  dc 
f(dt:  p ),  & qu’il  fc  contente  dc  nous  dire  firoplcmcnt  qucllc 
cft  la  courbc  dont  f(dt : xm  ) eft  un  plus  petit ; bien  que  ccttc 
precaution  ait  ete  aficz  fuperflue  , & qu’il  eut  pu  nous  donner 
hardiment  tout  ce  qu’il  a trouve  fur  cette  derniere  fuppofition , 
1’analyfc  qui  s’y  fonde  ctant  tout  autrement  -evidente  que  cellc 
qui  prend  la  courbc  pour  une  corde.  II  faut  cependant  avouer 
qu’elle  n’cft  pas  plus  propre  que  les  autres  pour  faire  trouver  la 
courbe  dont  ftmdy  cft  un  plus  grand , ou  un  plus  petiti  puif- 
que  l’on  con^oit  aifement  que  les  longucurs  B F de  differentes 
Ifoperimetres,  qui  correlpondent  a une  memc  ,hauteur  BG,  ctant 
differentes , il  faudroit  que  les  GH  qui  y ont  raport , & qui  mar* 
quent  la  rarcte  du  milicu  , fufient  anili  differentes  a la  meme 
bautcur  BG  ; ce  qui  cft  abfurde.  Enfin  , Monficur , cela  eft  fi 
clair , qu’il  n’y  a pas  licu  dc  doutcr  que  mon  frere  n’ait  bien 
vu  & bien  connu  tout  cela.  Mais  le  moycii  d’y  remedier  i II 
s’etoit  deja  prccipite  de  publicr  par  tout  qu’il  avoit  trouve  la  ve- 
ritable  folution,  & ii  n’y  avoit  plus  moyeu  dc  s’en  dediret  lc 

- temps 
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tcmps  prclToic,  Ic  terme  alloit  expircr , & il  n’eo  avoit  pas  trou-  Num. 
vc  de  mcilicurc.  II  faloit  donc  publicr  cclle  qu’on  avoit,  malgre  11 

l’incvidcncc  & toutcs  les  contradi&ions  qui  s’y  rcncontrcnt. 

Deux  autrcs  Anagrammes , dont  pcut-ctre  on  donncra  un  jour 
la  clcf. 


a*4  b'  c" 
4"  b'c “ 


dl°  e‘*  f'g*  h1  *”  /**  rhtl  a'1 
d"e"f'  g7  bli'°  l7  m" 


**W  r’V’/4*  vS4x, 
o?  j>"  ?r"  t*°  u'°x\ 


NB.  Touchant  le  fetu  de  c es  deux  Anagrammes,  voiez  le  N°.  CIII, 
Articles  4 & 5. 


N°.  LX  XX  VIII. 

AVIS 

SUR  LA  REPONSE 

Infer ee  dans  le  Journal  du  23  Juin 
dernier  1698. 

T E n’ai  jamais  cru  que  mon  frere  poflcdat  Ia  veritablc  methode  Ibii. 

'd  pour  le  Probleme  des  llbpcrimecres  ; mais  mainrcnant  j’en  ^f  de^Pa 
doute  plus  que  jamais  , vu  la  ditficulte  qu’i!  taic  de  reparer  fur  ris,  H p. 
fes  folutions.  Car  cafin  pourquoi  nous  refuter  unc  chofe  11  - tot  . Edit, 
faite,  fi  ce  n’cfi  qu’il  ne  fe  fie  pas  lui-meme  a la  methode?  S’il 11  jl1, 
na  emploie  que  trois  mi  nutes  de  temps , comme  il  le  dit , pour  ten- 
ter , ‘commcncer , & achever  d'approfondir  toni  le  mjflcre , il  y a 
apparencc  que  la  revue  de  cc  qu’il  a trouve , ne  lui  cn  coutcra 

O o o o o j pas 
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LXxxvm  Pas  davantaSc;  d ai^curs  quand  il  y cn  mcttroit  le  doublc  , cft- 
' cc  que  fix  minutes , emploiecs  a cct  examen  , diminueroient  tant 
le  nombre  de  fes  nouvclles  decouvcrtes  ? Mais  quclque  peu  de 
peine  que  cela  lui  doive  donner , je  veux  bien  encorc  lui  faire 
grace  de  plus  de  Ia  moitil , en  le  priant  fculemenc  de  rctoucher 
cc  qui  concerne  l’arc  BF,  ou  du  moins  de  nous  dire,  s’j1  n’y  a 
point  de  faute  d’imprcflion  dans  fon  egalitc  dv  = ddj:  (d  /*  — 
djx  ).  II  fait  que  cela  fait  une  partie  de  ce  que  j'ai  demende',  [quoi- 
qu’il  le  diflimulc,]  & quainfi  il  cft  indifpcnfablcmcnt  obIig£  de 
reformer  fa  folution,  fi  cllc  cft  faufic,  comme  je  le  foutiens,  a 
moins  qu’il  ne  vcuillc  fe  defifter  de  fes  pretentions.  Autrement , 
fur  quoi  vcut-il  que  nos  Lcdeurs  fondent  leur  jugement , n’aiant 
vu  de  lui  ni  analyfe  ni  demonfiration  ? [ parce  que  peut-ecrc  il 
n’cn  ofe  donner.]  Je  declarc,  que  bien  loin  de  refufer  dans  touc 
cc  ditfcrcnd  1’arbitragc  de  Mr.  L H I b N I T z , je  veux  encorc  ac- 
cepter de  bon  coeur  ccloi  de  Mr.  Ic  Marquit  de  l’H  o s p i t a L & 
de  Mr.  Netton,  comme  de  tous  les  plus  excellens  Geometres 
de  cc  temps;  pourvu  qu’ils  vcuillent  furleoir  leur  jugement,  jufi- 
qu’a  cc  que  j’aie  parle  a mon  tour  , & que  j'aic  acheve  de  re- 
pondre  aux  deux  folutions  que  mon  Frere  nous  a donnecs  dans 
le  Journal. 

Je  ne  dis  rien  des  nouvcaux  Problemes  par  Iefqucls  mon  Fre’- 
re  tachc  de  faire  diverfion  dans  1’efprit  des  Ledcurs ; tant  parce 
que  n’aiant  pas  encorc  fatisfadion  fur  le  micn  , je  ne  m’y  crois 
pas  oblige , que  parce  qu’il  fcmblc  a’cn  vouloir  proprement  qu’a 
fon  Nonnemo.  Jc  ne  fais  fi  cclui-ci  nous  en  donnera  un  jour  la 
folution ; mais  je  fais  bien  qu’il  cft  homme  a le  faire  , & peut- 
etre  1’a-t  il  fait  deja.  Du  moins,  ji  l’on  cft  fage,  on  cn  demeu- 
rcra  la , & on  ne  le  pouflcra  pas  davantage. 
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EXTRAIT 

DUNE  LETTRE 

De  Monfieur  Bernoulli,  Profefleur 
de  Groningue  , du  22  Aouft  1698, 

Pour  fervir  de  Reponfe  d celle  de  fon  Fr£re 
Profefleur  a Bale  , inferee  dans  les 
Journaux  des  4 & 1 1 du 
meme  mois. 

COmme  les  dates  pourroient  itte  iei  de  quetque  eonjideration,  M.V.  0 J°"rntl 
croit  devoir  avertit  quii  a refu  cette  Lettre  de/  le  2 Septembre  ,^08  40* * 
dernier  , & que  les  vacances  du  Journal  nont  pas  pennis  quelte  Journal  dt» 
' punit  pliitot.  g.  Dcc. 

11  cft  bien  furprenant , qu’en  voulant  menager  une  perfonne , il  (e  P»g-  4 rr 
trnuvc  qu’on  1’offenfe.  Je  croyois  n’avoir  affaire  qu’a  un  Inconnu  ; je  ^a* 
prenois  toutes  les  mcfures  polfibles  pour  ne  point  donner  fujet  a mon  'l5>  ®S.PaS' 
Frfre  de  fe  plaindre  de  moi ; je  tachois  de  conferver  l’uniorr  & la  cha-  dc^Hoii'1* 
ritd  qui  doit  etre  entTe  deux  frdres ; Sc  je  me  trouvc  malheureufemcnt 
trompe : 1’extrait  de  fa  Lettre  , que  je  retjus  hier,  me  faifant  voir , que 
tant  de  mefures  & tant  d'cgards  pour  lui  n’ont  pu  1’empecher  de  s'in- 
tdrefler  de  toute  la  force  pour  cet  Incoi-.tu  , Sc  ne  prendre  parti  contre 
moi  , mais  d’une  manicre  fi  chaude  & fi  violente  , qu’il  n’y  a perfonne 
qyi  ne  voye  qu’au  lieu  de  cette  louable  dmulatiou  dont  je  me  flattoir, 
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K-m.  ce  n’tfl  qu’une  aveugle  envie  qui  le  conduit.  Cen  e(l  fait , fon  imagi- 
LXXXIX hatibn  ;plo's  forte  & :plus  vive  que  celle  de  ccs  pretendus  forciers  , qui 
croyent  fe  trouver  corporellement  au  Sabbat , l’a  feduit ; il  fe  laifle  en- 
trainer  au  torrent  de  fes.  vaines  cbnje&ures  j en  un  mot  , il  ne  paroic 
plus  donner  cours  a la  raifon  , ni  meme  en  etat  d’entendre  tout  ce  que 
je  lui  en  pourrois  allegucr.  Je  1’abandonne  donc  a fes  paflions ; Sc  je  me 
contenterai  de  faire  voir  au  Lefteur  l’abfurditc  de  fes  attaques. 

Mon  Frere  avoue  qu’il  n’a  point  encofe  vft  mon  analyle  ; cependant 
il  la  refute : etrange  manicre  de  refuter  ! Il  s'en  forge  d’abord  une ; il 
■K  me  1’attribuc  a /aux  ; il  y raifonne  i perte  de  vue ; il  eri  ddduit  des  ab- 

furdites,  des  contradidions , & je  ne  fai  quclles  niai feries  : il  n'en  faut 
pas  davantage ; il  efl  entete ; il  me  les  impute  toutes ; ce  font  des  fui- 
tes  de  ma  pretcuduc  Analyfe ; il  en  parle  dans  tout  le  cours  de  fa  Let- 
tre  pofitivement  comme  de  la  mienne,  & avec  une  aflurance  inconceva- 
ble.  Quelle  temerife!  Quelle  impudence  ! de  me  Vouloir  ipiputer  a ou« 
trance  une  analyfe,  qui  n'efl  point  la  mienne  , dont  i*  me  defens  , & 
que  je  dcfaprouvc  moi-meme.  Que  veut-il  davantage  ? Voila  toute  la 
force  de  fon  attaque  abattue  : Car  je  lui  nie  abfolument,  que  Tanalyfe, 
qu’il  entreprend  de  refuter , foit  la  mienne.  Il  me  femble  que  j’ai  ete 
meilleur  prophete  que  lui , en  ce  qu’au  XVC  Journal , pag.  176  * j’ai  (i 
bien  devine  fes  conjectures  j mais  d’oii  vient  qu’il  n’a  pas  I&  cet  en- 
droit-la  t J’y  dis  expreflement  que  ma  Methode  efl  direfte , geometri- 
que , & telle  qu'il  la  demande  ; que  celle  des  fluides  employee  adroite- 
ment  [ <5c  non  comme  mon  Frere  1’employe  ] conduit  a la  meme  ii  v6- 
ritable  folution.  En  verite  , s'il  avoit  lu  fans  prevention  tout  ce  que 
je  dis  en  cet  endroit , il  fe  feroit  epargnd  la  peine  d’e'crire  tout  fon  ga- 
limatias  , lequel  ne  me  touche  aucunement , & qui  n’efl  pas  plus  contre 
moi  que  contre  le  grand  Ture.  Je  palle  volontiers  fous  le  filence  tou- 
tes fes  grolles  exprefflons»  fur  qu’il  s’en  repentira  des  qu’il  reviendra  a 
foi.  C’eft  pcurquoi  je  ne  marreterai  qu’a  ce  qui  moblige  indifpenfable- 
ment  d’y  repondre. 

On  feroit  bien  mieux  de  fe  taire , que  de  prdtendre  nous  avoir  don- 
ne  quelque  ouverture  dans  cette  fcience.  Je  crois  que.  ces  ouvertures 
fe  font  donnecs  mutuellement ; & fi  nous  voulions  entrer  en  compte  , 
je  ne  fais  a qui  on  feroit  en  refle.  Je  prie  feulement  mon  Frere  de  fe 
rcilbuvenir  a qui  il  efl  redevable  de  la  premidre  Theorie  des  chainettes, 
de  laquellc  il  fe  fert  prefentement  en  Maitre  dans  toute  fa  Lettre  : les 
gens  qui  le  favent  fauront  qu'en  penfer  j ces  fortes  dc  reprochcs  fen- 
.tent  trop  la  vamte. 

*■  Mon 
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Mon  Frere  dit , pag.  £30.  que  It  flaifr  quii  avoit  tu  dabord,  de  vcir  Num. 
que /que  ccnfcrmhe  erue  ma  /c'utien  & la  /terne  , a ite  bien  * tot  fuivi  «foLXXXIX 
chagrin  de  vcir  fon  attente  Jrufiree ; icr/qutn  ayant  examine  toutei  let  cir- 
tonjianees  avec  foin  , il  a troute  que  Ia  / oluticn  de  fon  pnrnier  & prineif  al 
Froblime  etoit  iret  - defedueufe. 

S’il  a eu  du  plaifir,  plutot  que  du  chagrin , de  voir  quelque  confor- 
mitd  entre  ma  folution  de  fon  prtmier  Pioblfme  & la  fienne  , que  ne 
me  rend-jl  donc  juftice  for  ma  lolution  de  fon  dernier  Probleme , que 
|’ai  rtfolu  infiniment  au  dela  de  fa  condition,  & meme  dans  les  cas  qu’il 
tenoit  lui-meroe  pour  ddfefperds  ? Que  ne  t^moigne- 1-  il  la  joye  qu'il 
en  a ? Qui  eft -ce  qui  le  reud  fi  muet  ? Eft -ce  Fexces  du  plaifir  qui 
lui  lie  la  langue  ? 

Il  eft  ridicule  que  mon  Frere  fc  referve , pag.  83 1 , dans  fon  inten- 
tion  des  condilions  qu'il  na  pas  exprimees  > lavoir  que  fon  ini  en  t ion  etoit 
et  inviter  les  Ledeurs  d refoudre  fes  Froblimes , par  des  principes  de  pure 
Giometrie.  Pourquoi  n'a-t-il  pas  ajoute  cette  condition  des  le  commeu- 
cement  i Peut-  etre  pour  avoir  matidre  de  chicaner  enfoite.  Si  la  que- 
flion  eft  legitimement  rcfolue  , que  lui  importe  de  quelle  methode  on  fe 
foit  fervi  ? Il  a exigd  une  Solution  & non  pas  une  Methode : ce  n eft 
pas  que  je  n’aye  une  methode  diredle  & purement  gdomduique , quii 
verra  un  jour;  mais  il  fuffit  prdfenteroent  qu'on  vove  la  foiblefte  de 
•cette  refervation  mentale,  que  les  honndtes  gens  abhorreront  toujours 
comme  des  artifices  frauduleux.  S’il  eft  permis  *d’en  ufer  ainfi , je.  prou- 
verai  fans  peine  que  la  folution  de  ma  Bracbyflochrone  , donnee  par 
Monfieur  Neviom,  n’eft  pas  legitime  j parce  qu’il  n’y  a ni  ddmon- 
Araiion  , ni  analyfe , parce  qu’il  l’a  tirce  peut-etre  d'un  principe  mecha- 
nique.  11  ne  me  fera  pas  difficile  non  plus  de  faire  des  conjeffures , de 
. forger  une  analyfe  faune  j enfin  , de  demontrer  , par  1’argumcnt  de  mon 
Frere , que  Monfieur  N evTON  n’a  rencontre  la  ventd  que  per  le 
snoyen  de  deux  fauftetes  qui  fc  redrcftent  mutucllement.  Mais  je  fuit 
de  trop  bonne  foi,  pour  imputer  de  telles  pauvretds  a perfonne. 

Sur  la  fin  de  la  meme  page , mon  Frere  fe  vante  quV/  a refolu  tous 
tnes  Froblimes  , & en  tomes  letas  parties , jufqud  marquer  mi  me  un  endroit 
oie  je  pouvois  nictre  trompe  , en  prenant  des  courbes  differentes  pour  une 
mime.  Je  le  prie  de  me  dire  cet  endroit , & de  me  maiquer , non  ou  je 
puis  m’etre  trompe  , mais  ,ou  je  me  fois  trompe  en  enet.  De  plus  il 
n’a  pas  trop  a fe  glorifier , d’avoir  fetisfait  a tous  mes  Probldmes.  Dans 
les  Ades  de  Leipjic,  page  216.  ,an.  1697  { • ) , il  confefle  ingenument  , 
que  fa  folution . d’un  de  mes  Problemes , implique  une  raamfeflc  con- 
Jac.  Bernoulli  Opera.  P p p p p jtradic-. 

(O^.LXXV.  pag. 777. 


Digitized  by  Google 


844  ' Probe. eme  dksIsoperimetres.  - 

Num.  tradiftion : cela  s’appelle-t-il  refoudre  ? S’il  n’a  point  dautre  folution  r 
LXA.XIX  ^ ]„}  en  donnerai  unc  legitime , s’il  Ia  fouhaite  , Sc  meme  par  une  cour» 
be  geo  metrique ; ou  bien  qu’il  la  demande  a Monfieur  Leibniti, 
a qui  je  Tai  communiquee  il  y a plus  d’un  an  , & qui  l’a  trouvce  fort 
bonne. 

Page  833.  Mon  Frire  «'anoge  a tort  la  Theorie  de  la  preffion  de* 
fluide*  fuivant  la  perpendiculaire.^  II  y a long-temps  quelle  a 6t6  con- 
nue  de  Mdlieurs  Mariotte,  Wallis,  Newton,  Sc  dau- 
tres , qui  ont  ecrit  fur  cette  matiere ; mais  >1  lui  arrive  fort  fouv-ent  de 
venir  po/l  feftum  : C’eft  amfi  qu’d  croyoit  etre  le  premier  qui  put 

demontrer , que  le  Cercie  eft  la  plus  grande  figure  de  les  ifopcrimetres  , 
ignorant  que  Pappus  l’a  deja  fait  tres  gdometriquement.  II  fe  regar- 
doit  aufli  comme  le  premier  inventeur  des  Theordmes  pour  rexpie/fion 
des  ddveloppdes  dans  les  Spirales,  qu’il  fe  perfuedoit  mavoir  et 6 incon- 
nus , & long-tems  apres  que  Monfieur  le  Marquis  Je  l’H OSPIT4L  les 
avoit  rendus  publies,  &c. 

Jbii  4»*«  Dans  1’autre  membre  de  fa  Lettre,  page  837,  mon  Frire  foutient  »■ 
Journal  du  qu’,/  moralement  impojjible  quon  arrive  d une  mime  faiijfeti  , par  Jeux 
raifonnemens  auffi  plaujiblei  & aujfi  apparem  que  les  /iens.  Mais  pourquoi 
Efit.de*  n*eft-il  pas  auifi  moralement  impoflible , que  je  fois  arrive  par  deux  rai- 
Paris,  pag.  fonnemens  faux  i unc  meme  veriuS  ? C’eft  que  le  premier  1’accommode, 
7«j , Edit,  pour  fortifler  fes  conje&ures. 

de  Holi.  je  r€marque  dans  ce  qui  fuit,  un  paralogifme  femblable  a celui-ci  : 
Tout  caiilou  eft  pierre  i Donc  toute  pierre  eft  caillou  : lors  qu'il  dit  que  * 
fi  au  lien  de  fe  reprifenter  la  courbe  dent  fx|n  d y eft  un  Maximum  , com- 
me un  linge ; & celle  dont  f (dt : x")  eft  un  Minimum  comme  une  corde  , 
t on  peut  toitmer  la  chofe  , en  fe  fervant  de  la  cenjidrration  de  la  corde  • 
pour  celle- la. , & du  linge  pour  celle-ei ; Car  il  eft  bien  vrai  que  fi  f(dt: 
x»»)  eft  un  Minimum  t aufli  fxmdy  fera  toujours  un  Maximum  : mais  la 
converfe  ne  s’enfuit  aucunement  ; puifque  j’ai  trouve  par  mes  analyfes 
di  refles  & indireffes,  qu’il  y a des  courbes  ou  f x**  dy  fait  un  plus  grand, 
fans  que  pour  cela  f(dt:  xm)  fafTc  un  plus  petit.  Ce  paralogifme  de 
mon  Frire  vient  de  ce  qu'i|  n’a  pas  pris  garde,  que  fon  Proble'me  des 
ifoperimetres  fouffre  plufieurs  folutions  ; <3c  c’eft  pour  la  feconde  f"is 
qu’11  choppe  contre  ce  meme  dcueil : Mr.  Leibnitz  lui  ayant  trfs 
bien  objefld  la  meme  faute , quii  a deja  commife , touchant  la  courbe 
Paracentrique , lorfqu’il  croyoit  qu’il  n’y  en  avoit  qu’une.  C tft  ce  qui 
m’a  fait  prendre  la  precaution  de  dire  en  general , pag..  824  , qu’«t  peut 
toujours  trouver  une  mime  courbe , pour  a->e  i G H d y fajje  un  plus  grand, 
ou  un  plus  petit , & pour  que  fdt : G H fafe  riciproquement  un  plus  pe- 
tit f ou  un  plus  grand : pour  marquer  que  nuts  Brathyftochroncs  iaiisfont 
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loujour*  aux  Ifopdrimetres  ; mais  qu’il  y a d’autres  courbes  qui  y fatis-  Nam. 
fiunt  auffi , lcfquelles  ne  font  pas  des  Brachyflochrones.  LXXXIX 

Au  commencement  dc  la  page  838,  il  femble  que  mon  Frere  foit 
dans  la  pcnftc  , qu’en  faifant  m - — 1 , auquel  cas  on  fait  que  la  courbe 
doit  etre  un  ccrcle  pour  fxdy  Maximum  , elle  ne  le  foit  pas  de  meme 
pour  f (d  t : x ) Minimum.  Cependant  je  puis  prouver  par  une  dcmon- 
flration  fynthetique  , faite  a la  manidre  des  Anciens  , fans  faire  atten- 
tion  ni  a fon  linge  ni  a (a  corde  > quefft&ivement  le  cercie  a cette 
proprietd ; que  f(dt:  x)  foit  un  Minimum.  Je  ne  faurois  donc  pand- 
erer ce  qu’il  veut  dire  par  la  rui  fon  'du  choix  , que  je  -dois  avoir  tenu 
dans  cette  recherche ; puifque  c'efl  une  mdme  courbe  confideree  de  l’u- 
ne  & de  1’autre  faqon  : c’eft-a -dire , pofant  que  fxdy  foit  un  Maxi- 
mum, ou  que  f( dt:x ) foit  un  Minimum.  Je  ne  comprends  rien  non 
plus  dans  tout  ce  qu’il  dit  de  fon  linge  & de  fa  corde  ; & je  puis  di- 
te en  confdence  qu‘en  decouvrant  cette  belle  convcnance  entre  f(  dt: 

G H ) Maximum  , Sc  fGHdy  Minimum,  ou  entre  les  Problemes  des 
Brachyflochrones  & Ifochrones , je  n’ai  pas  plus  fongd  au  chtfon  de 
linge  & a la  corde , dont  il  fait  tant  de  bruit , qu‘aux  Lapons.  II  de- 
vroit  donc  rcconnoitre  par  cette  feule  ddcouvcrte  que  je  fis  , que  ce 
n’efl  ni  par  hazard  , ni  par  la  fuppofition  de  deux  fattiTetes  , que  j’ai 
rencontrd  la  verite  ; mais  que  c’cft  plutot  parce  que  j’en  poflede  la  vd- 
ritable  mdthode } & que  fi  dans  mon  premier  ecm  il  fe  glifla  une  fau- 
te  legere , que  je  corrigeai  fi  aifement  dans  le  fecond  , ce  n’etoit  tout 
au  plus  qu’une  faute  de  prdeipitation , qui  laifle  la  methode  fans  attein- 
te.  Si  je  ne  propofai  cette  proprietd  dans  le  premier  derit , que  pour 
la  fimple  puilTance  de  BG  , c’eft  parce  qu’il  nc  s’agifToit  que  de  repon- 
dre  au  Probldme  de  mon  Fure  , & qu’il  n’etoit’  pas  queflion  de  poufler 
ma  decouverte  plus  avant.  Mais  s’il  avoit  voulu  lirc  ce  que  je  dis  a la 
page  8i8,  ou  je  la  donne  pour  generale,  il  auroit  pu  fe  pafler  dc  fon 
injufle  peut-itre  & fufpendre  le  jugement  qu*il  tire  dc  fes  faufles  con- 
jeftures. 

Voila  , Monfieur  , tout  ce  que  j’ai  pu  remarquer  & la  hate  dans  la 
Lettre  de  mon  Frere  : touchons  un  pep  a 1’avis  qui  la  fuit  immddiate- 
inenr.  Il  me  reproche  d’abord  que  je  me  vante  de  n’avoir  emploie  que 
trois  minutes  de  temps  pour  tenter  , commencer  , (j  acbever  <f  approfondir 
tout  le  myflere.  Qu’il  prenne  la  peine  de  seflechir  un  peu  fur  ce  que  ces 
Probldmes  , publies  dans  les  Ades  de  Leipfie  au  mois  de  Mai  1697 , ne 
font  venus  a ma  connoiflance  que  fur  la  fin  du  meme  mois  ; que  ma 
Lettre  aflez  longue,  derite  a l’Auteur  de  YHiJloire  des  Ou irages  des  Sa~ 
vans , s’y  trouve  inferde  au  mois  de  Juin  fuivaut  ; que  l’Auieur  l'a  rc- 
tardde  , a caufe  de  la  Figure  qu'il  y faloit  faire  graver;  & que  fans  ce- 
la ma  Lcttrc  auroit  paru  des  le  meme  mois  de  Mai , ainfi  que  1‘Auteur 
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Num.  lui -meme  me  l’a  ecrit : combien  de  temps  me  reftoit-il  donc,  pour  j 
LXXXIX  avo;r  pf,  penfer  ? Si  mon  Frere  veut  confiderer  tout  ccla,  il  trooveia  , 
fans  doute,  qu  ii  n’y  a point  de  gafcouade  fi  palpable  qu’il  feroble  pen- 
fer  datis  ce  que  j’ai  dit  ; du  moius  il  verra  qu  ii  s’en  taut  bien  que  je 
n’y  aye  employe  les  trois  mois  qu’il  mavoit  accordes.  Mais  ce  font 
chofes  differentes,  que  d’inventer  une  methode,  & la  metire  en  prati- 
que, ou  d'en  fare  le  calcul : il  eft  quelquefois  facile  de  trouver  une 
methode , dont  1’analyfe  devient  pourtant  tres  - p^nible  & tr£s  - prolixe. 

Je  dis  donc  a mon  Frere  que  i’ai  bien  repalTd  , & plus  d‘une  fois  , fur 
ma methode,  parce  qu’il  s’agit  la  dexaminer  sil  n’y  a point  de  faux  rai- 
fonuement , mais  de  repafter  fur  la  folution  ou  fur  i analyfe , comme 
c’e(l  1’affaire  d’un  ecolier  que  dexaminer  s’»l  n’y  a point  de  faute  de 
calcul , il  n’eft  pas  befoin  que  je  m’cn  mette  en  peine , me  fiant  entiere- 
ment  a ma  methode  ; outre  que  je  foutiens , comme  tout  le  monde  le 
peut  voir  , que  ce  qui  concerne  l’arc  B F n’ell  quune  parti c disjonfti- 
ve , & non  copulative  de  ce  qu’il  a demandd.  Mais  qu’il  examine  bien 
fa  folution  ; peut-etre  que  fi  elle  eft  differente  de  la  mienne,  [ ce  que 
je  ne  fais  pas  encore  ] c’eft  elle  qui  eft  faufte  : il  n’eft  pas  infaillible.  Il 
commence  dans  cet  Avis  d’admettre  tout  ; il  n’y  a plus  que  Tcgalite 

dv  = d dy  : ( dtl dy1 ) qui  lui  faffe  de  la  peine.  Si  par  hazard 

fa  folution  touchant  la  fimple  puiftance  de  l’arc  BF  ou  d er,  confifte  en 

cette  egalitc  am  y tm *r* 1 , laquelle  donneroit  une  conftruftion  de  la 

courbe  fort  aifife  ; qu’il  fache  que  fa  folution  feroit  abfolument  faufte. 
Quoi  qu'il  en  foit , j’ai  bien  de  la  joye  de  ce  qu‘enfin  il  veut  bien  ac- 
cepter 1’arbitrage  de  Mr.  Leibnitz  ; je  fuis  aufti  content  de  celui  de  Mr. 
le  Merquis  de  l’H  ospvtal,  & de  celui  de  Mr.  Nstton  ••  s’il  • 
avoit  acceptd  plutot  cet  expddient  , il  auroit  pu  eviter  bien  d’inutiles 
de'bats.  Il  y a long- temps  que  j’ai  envoye  en  depot  a Mr.  Leibnitz 
toutes  mes  folutions  avec  anon  analyfe,  * <5c  mes  methodes  tant  direfles 
qiundirecles  , lefquelles  il  a fort  approuvees  <Sc  louees ; bien  loin  d y 
trouver  ces  fortes  de  fauftetes  , qui  en  fe  redrellant  font  rencontrer  la 
veritd.  Je  prie  donc  mon  Frere  d’envoyer  aufti  inceflamraent  les  fiennes, 
tant  mdthode  que  folution  6c  analyfe,  a Mr.  Leibnitz,  lequel  les 
rendra  publiques  toutes  a la  fois  , afin  que  nos  Lefteurs  , fur  tout  Mef- 
fieurs  nos  Juges , puiftent  les  confronter , les  examiner , & en  juger. 
Demeurons-en  la  aonc,  <5c  que’  mon  Frere  fe  taife  jufqu^-ce  que  nos  fo- 
lutions  & nos  methodes  aient  paru  : aulli  n’accepterai-je  plus  rien  de  lui, 
a moins  qu'il  n’ait  livrd  les  fiennes  a Mr.  Leibnitz,  & quVlles 
foient  publiees  avec  les  miennes  en  meme  temps , & en  meme  licu.  La 
judice  demande  auffi  que  fon  ami  inconuu  remette  le  prix  entre  les 

snain9 
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mains  de  quelqu’un  de  nos  Juges ; Sc  ii  le  fera , s’il  eft  homme  de  bien  Num. 

& d’honneur.  J’ai  ddja  dit,  & je  Ie  dis  encore  , que  je  n’y  pretends  LXXXIX 
rien  j mais  les  pauvres  y pretendent. 

Quant  aux  nouveaux  Probldmes , que  je  lui  ai  propofds , mon  Frere 
dit  que  cet  Inconnu  eft  homme  a les  refoudre,  & me  confeille  [ fi  je 
fuis  fage  ] d’en  demeurer  la , & de  ne  le  pas  poufler  davantage.  Je  fuis 
oblige  a mon  Frere  de  ce  confeil  : mais  il  me  perraettra  de  dire , que 
cet  Inconnu  [ quel  qu’il  foit  ] eft  trds  peu  fage  de  navoir  pas  accepte' 
un  defi  audi  avantageux  pour  lui  que  le  mien  , s'il  eft  vrai  qu’il  foit  fi 
habile  homme  , & qu’il  en  ait  deja  trouve  les  folutions  , comme  mon 
Frere  nous  1’afTure. 

P.  S.  Du  4 Oftobre , refu  entre  le  1 4 & le  2 o. 

Comme  je  n’ai  jamais  foutenu  , que  la  figure  et  entre  les  lfoperimltres , 
dont  le  centre  de  gr avite  ejl  le  plui  eloigne  de  taxe , & celle  d un  linge  rem- 
pli  de  liqueur , foient  une  mime  figure  ; Je  ne  vois  pas  pourquoi  mon  Fre- 
re s ecrie  en  l’air , & sefforce  tant  pour  prouver  leur  diverfitd  : cepen- 
dant  il  ne  m’a  pas  faki  tant  de  loifir  pour  trouver  celle -Ia  ; la  voici  ca- 
chee  [a  1’exemple  de  mon  Frere ] fous  cette  ariagramme. 

a’  b cl  d * e * s7  ll  m a1  pl  q'  rs  s1  t 4 v9  x1  y.  t 

Dont  je  donnerai  la  clef  apres  la  ddcifion  de  notre  differend , quand 
mon  Frere  aura  donne  la  fienne.  Pour  cet  effet , [ a moins  que  mon  Fre- 
re ne  veuille  faire  trainer  ce  procas  en  longueur  , ] il  me  femble  qu’il 
vaudroit  micux  le  remeare  au  feul  arbitrage  de  Mr.  Leibnitz  , ou  d'un 
autre,  fi  ce  grand  homrai,  tout  ddfintereffd  qu’il  eft,  lui  paroit  fufpeft. 

Pour  lui  oter  toute  cxcufe  & tout  foupqon  de  collufion  , je  mengage  a 
deux  chofes  tres-avantageufes  pour  lui  : la  premidre , que  je  m'en  tien- 
drai  a la  decifion  de  Mr.  Leibnitz  , quand  meme  il  decideroit  contre 
moi  : la  feconde  , qu’en  cas  qu’il  ddcidat  en  ma  faveur  , & que  mon 
Frere  ne  s’en  trouvat  pas  fatisfait , je  lui  permtttrai  d’en  appeller  au  ju- 
gement  de  Mr.  le  Marquis  de  lHospital  & de  Mr.  Nevtton  , tant 
s'en  faut  que  je  les  recufe.  Voila  deux  articles  que  mon  Frere  accepte- 
ra  infailliblement , s’il  ne  craint  deja  pour  fa  cadfe.  N’eft-ce  pas  afiez  de 
condefcendance , que  de  me  priver  de  mon  droit  d’appeller  pour  le  ce- 
der  entidrement  a mon  Frere  f 

i-  Le  fens  de  cette  anagramme  eft  vocetur  r , erit  pofitis  dt  aqualibus  dy 
celui-ci:  Si  /potitem  curva  quafttx  aquale  x fr  d x. 

P p p p p } N°.  XC. 
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P R O P.  XLVII. 

ATO  Numero  invenire  Logarithmum  fer  feriem 
[Fig-  «]• 

Intclligatur  fupcr  axe  SAo-  curva  quidam 
CB*i  ejus  natura: , ut  abfcifli  A R , AS 
[Ap,  Air]  crefcant  arithmetice,  dum  appli- 
cati RE,  SC  [ pt , <xx]  crcfcunt  vel  decres- 
cunt geometrice,  hoc  eit,  ut  i(ti  fmt  ut  Nu- 
meri, dum  illi  funt  ut  Logarithmi.  Vocabi- 
tur hic  Curva  Logarithmicu , cujus  hic  eft  proprietas , oflenden- 
Jac.  Bernoulli  Opera,  Q q q q q te 
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Ko.  XC.  te  Acut.  L E B N I T I o in  Att.  Lipf.  1 684 » p*  47  J » ut  Subtangentcs 
" ejus  omnes  AK  , RN,  pr  fint  atquales.  Applicetur  in  A reda 
AB,  & fumto  quovis  in  curva  pundo  E [•],  ducatur  reda  EI 
[»«]  parallela  axi  SA;  voccturquc  AB,  i;  Br  [Bi],jrj  adeo- 
que  AI  [ A/] , fcu  RK  [pi] , i+r;  nec  non  A R [ A pj  j, 
& conflans  curvae  fubtangens  b.  Dato  itaque  numero  RE  [o»] 
ejus  logarithmus  AR  [Ap]  fle  invemrur.  Quoniam  ex  natura 
generali  curvarum  , elementum  applicata:  EF  [npj  dx,  efl  ad 
elementum  abfcifls  FG  [?>]  dj , ficut  applicata  RE  [p«]  i tqrx, 
ad  curva:  lubtangentem  RN  [pr]  b , habebitur  d)=.b d x t 
(ir3z.v)=  [ Iradione  in  lenem  reloluta  per  XXXVI  & 
XXXVIII]  bdx  r±z  bxdx  4-  bxxdx  ± bx'dx  -+-  bx*dx  + bx'dx 
tcc.  idcoque  tada  fummatione,  j , hoc  efl,  AR[Af]=ix±: 
J b x1  + J bx*  rfc \b  x*  x*  bx*  &c.  quae  inluper  in  cafu 
fpeciali  BI  [B<]  =BA  = BD,  lcu  x=  1 , fit  b±\ l +\b-±z 
^b  -\-\b±ib  &c. 

Coroll.  f.  Identitas  hujus  Seriei  cum  illa»  quam  fupra  Prop. 
XL1 1 *,  pro  fpatio  Hyperbolico  quadrando  reperiimus,  de  mu- 
tua‘dependentia  & affinitate  inter  Hypcrbolam  & Logarirhmo» 
nos  admonet , perfpicuumque  facit , quod  liimtis  in  utraque  Fig.  1». 
N*.  LXXIV  & 1 *.  hujus , ipfis  BI  [ I’/]  arqualibus , fpatium  Hy- 
perbolicum  CBIO  [CB/o]  squetur  redangulo  fub  unitate  AB  & 
logarithmo  A R [ Ap].  Unde  porro  infertur,  quod  lurotis  utro- 
bique  AB,  At,  AD,  hoc  efl,  AB,  p*,rx  continue  proportiona- 
libus, quo  calu  ex  natura  Logarithmica:  / <r  dupla  fiet  ipfius  Ap, 
Ipatium  Hypcrbolict  m CBDQ  duplum  quoque  fit  ipfius  CB/o, 
indeque  CE  10,  o/DQ  Ipatia  futura  fint  aqualia. 

CoROLL.  i.  Quoniam  evidens  efl,  exiflen  e B I = A B,  hoc 
efl,  evanckcnrc  Al  lcu  RE,  logarithmum  AR  reddi  mfinirum  ; 
fequitur  & lericm  haimonicam  logarithmum  hunc  cxprimcnrcm, 
b + \ b t b \ b [ b t & e.  talem  cfle  ; unde  denuo  veritas 
Prop  XVI  t conltat. 

Coroll* 

* Pag.  7j;.  & feq..  t N°.  XXXV*  pag.  jgo.  feq, 
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Coholl.  j.  Dato  quovis  logarithmo  , 'puta  binarii  , detcr- No.  XC. 
minari  poteft  cx  illo  curva  fubtangcns  b ; cum  enim  pofita  B D 
= i = AB  , adeoque  AD  ==9x=  i , oftcnfura  fit  Ar  log-  • 
mum  binarii  cllc  = b — \b-\-\b — \b  &c.  = £in(t — i + 
i — i &c. ) erit  vicillim  b=  Log.  z:  ( t — J-br — I Jtc.)  (*  )• 

X L V 1 1 1. 

Ddto  Sinu  complementi  reperire  Logarithmum  Sinus  retti  per  fe* 
riem. 

In  eadem  Figura , centro  A per  B deferiptus  efto  circuli  qua- 
drans BH» , quem  produda  EI  fccct  in  H,  erit  AI , fcu  RE , fi- 
nus  arcus  H <r , & A R ejus  logarithmus  , cxiftcncc  videlicet  radii 
AB,  ceu  unitatis,  logarithmo  = o.  Ponatur  finus  complementi 
IH  = x,  ut  fiat  finus  redus  AI,  feu  RE,  = \/  (i  — x x)  . 
cjufque  elementum  E F = — xdx .-  y'  ( i — x x ) , erit , cx  na- 
tura generali  curvarum,  EF  [ — xdx:^(i — xx)]  ad  FG, 
elementum  log- mi  AR;  ut  RE  [\/(i — xx)]  ad  liibtangen- 

tem  logarithmica  RN,  qua  fit  i ; adeoque  FG  = xdx: 

( i — xx ) — [ per  XXXVI’]  — xdx  — x * dx — x ’ d x 

x7  dx  &c.  Quare  fumraando  , fient  omnia  FG,  feu  log- mus 
AR=  — Jx1 — — jx‘  — jx' — «x10,  &c.  negativus 
fcilicet,  quia  numerus  ejus  RE  minor  eft  unitate  AB;  at  fi  fiat 
pofitivus  Ixl  + Jx+  + |x‘-f-ix*  &c.  hoc  eft , fi  AR  transfera- 
tur ex  altera  parte  in  A p , erit  is  proprie  logarithmus  reda  p • , 
id  eft  [ cx  natura  log  - morum  ] tertia  proportionalis  ad  ip- 
fum  finum  R E & radium  AB;  qui  tamen  log-  mus  immediate 
quoque  reperiri  potuiflec  cx  valorc  numeri  fui  p (i — 

xx). 

Idem  etiam  D.  Leibnitius  Att.  Lipf.  169 1 , p.  180,  ele- 
ganter hoc  modo.- 

(•)  Atque  hinc  fupputare  licet  rum  BripgUnorum , efle  o.  43429448 
fubtangentem  Logarithmica  , ad  190J , &c.  polito  Logarithmo  dena- 
quam  conftrufta  funt  Tabula  vulgo  tii  — r I. 
extantes,  feu  Tabula  Logarithmo- 

Qqqqq  i Log. 


Digitized  by  Google 


No.  XC. 


DE  SERIEBUS 


s54 

Log-(f — x)— — y=  — .v — Ix1 — \x' — \x+ — f*‘ — pr‘&c.£  per 
Log.(i  + x)  = +7=+x — jxx  + jx* — iX*  + lx' — iXs  &c.$ pnec. 


Log  ( i — xx)  — [ cx  nat.  log.  ] 

Log.(l  — x)  + Iog.(i +x)= — .v*  — ix*  — 

LogV(i — x.v)=iIog.C  i xx)= — i.v*  — +x+  — g.v‘&c- 

Coholl.  Pofito  finu  complementi  HI  hujus  fig-  = BI  vel 
B/fig.  i*  N'.  LXXIV  , squabitur  rc&angulum  fub  logarithmo 
finus  re&i  AR  & radio  AB,  dimidio  cxccllui , quo  fpatium  Hyr. 
perbolicum  CBIO  iuperat  alterum  CB/o.  Patet  ex  Cor.  i. 
XLU*,  ubi  CBIO  — CB<o  leric  pradentis  dupla  cxprdTum  le- 
gitur. Cstcrum  moneri  potuilTct  ibi  , quod  fumta  z tertia  pro- 
portionali ad  i & x . fcu  polita  z = xx  , feries  illa  convertatur 
in  aliam  z + tz1  +i  z'  + i z* , & e.  qua  quoque  Ipatium  Hyper- 
bolicum,  puta  CBGM,  exiftente  BG  = e.  vel  xx,  innuitur. 
Hinc  enim  patet,  quod  CBIO  — CB<o=  CBGM;  & CBIO  — 
CBGM  fcu  MGIO  = CBui  adeoque  [cum  His  politis,  AI 
( i — x)  lit  ad  AG  ( l — xx)  ficut  AB  ( I ) ad  A/  (i+x)], 
quod  fumtis  AI,  AG,  AB,  Ai  utcunque  proportionalibus , fpa- 
tia  legmentis  IG , B / infillcntia  feroper  futura  lutu  aequalia. 

X LIX. 

Applicatam  curva  Catenaria  exhibere  per  feriem. 

Efto  Curva  n BA,  quam  Catena  ab  extremitatibus  fuis  libere 
fufpenla  proprio  pondere  format,  difia  Catenaria ; cujus  centrum 
A,-  vertex  B,  axis  ABD  , paramerer  AB  = • , ablcilTa  Ai=z , 
•&  applicata  A vel  Conlfat  cx  iis,  qua:  Aci.  Lipf  1691  , 

p.  174»  &c.  C)  hac  de  curva  memoriae  prouita  leguntur,  cle- 

men- 


* Pag.  7J7* 

(•>)  Oflenfum  eft  N°.  XXXIX. 

pag.  426 , polita  AB a , & Bi=x, 

«ne  dy=.*d  x ; -iax}- 


Pro  Bi  f x]  feribe  Ai AB  [t 

a ] , & e It  dy adi. : y/(  u 

a a)  ==  dz : \/  ( ii. 1 ) ubi  fla- 

tuitur  a — : 1. 
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mentum  applicat®  dy  efle  = dz:  y/  (zz — i ).  Hinc  ad  tollcn  -No.  xc* 

dam  furditatem  pono  y/  (zz — i)=/ z ; unde  fit  z 

{//  + !);  u , dz  = (tt I )dt : ltt , f (zz I ) = t — z 

= (//■ — i ):  U,  ac  denique  dz:  y/  (zz — i ) = dt:t. 

Quam  porro  fradionem  ut  in  feriem  convertam , facio  denomi- 
natorem  bimembrem,  fubftituendo  i + * loco  t,  & dx  loco  di ; 
critquc  dt : t (eu  dy  =dx  : ( i -f-.v)  = [ per  XXXVII J dx  — 

xdx-\-xxdx x'dx  -f-  x*dx  &c.  unde  omnia  dy  , feu  y , =x 

• — Jx!  + jx' — ix+  + jx!  &c.  Quoniam  autem  s = ( / r + 
i )•  1 t , hoc  cft , tt  = izt  — i , & / feu  i +x  = £ + \l  (zz 

— i ) » prodibit  x=z i y/  ( zz i ) — [ facta  / D = 

y/  ( zz — i ) ] B ; +<  D = B D i igitur  data  A i , z^  dabitur  BD, 
x,  indeque  / A,  feu  y , per  feriem. 

CottoLL  Ex  feric  inventa  collata  cum  Prop.  XLVII , li- 
quet , y ciTe  logarithmum  numeri  x ; unde  data  Logarithmica 
*BC,  cujus  fubtangens  =AB  = r,  punda  Catenari®  reperire 
proclive.  Cum  enim  z , hoc  cft  , A / vel  oA  [ S /u  ] = ( tt  -j-  1 ) : 
z t = i / + t ••  2 / , patet,  ablciftis  hinc  inde  logarithmis  aquali- 
bus Au-  [AS]  ordinatam  Catenari®  <r  A [S(t<]  femiflem  efle 
oportere  fumm®  duarum  ab  AB  xquidiltantium  ordinatarum 
Logarithmic®  <rx  & SC,  quarum  illa  =A  D = t,  h®c  ex  na- 
tura Logari'hmic®  = 1 . Atque  in  hoc  ipfo  confiftit'clcgantifi 
fima  hi.jus  Curv®  conftrudio  Liibmtiana  t quam  videfis  in  Acf. 

L>pf  1691,  p-  177  > feqq- 

L. 

Datis  Latitudine  loci  alicujus  in  curva  Loxodromica  er  angulo- 
Jthumbi  cum  Meridiano  j exhibere  Longitudinem  loci  per  feriem. 

[F,g-  *•] 

Lineam  Rhumlicam  feu  Loxodromicam  vocant  Niut®,  quam 
navis  fecundum  eundi  m venti  rhumbum  conflanter  incedens  in  fu- 
pcrficic  Globi  Tcrr-aqtici  dcfcribit>  adeoque  curva  eft,  qu®  om- 
nes Meridianos  eodem  angulo  obliquo  intcrfccat.  Incipit  h®c  ire 
./Equatore,  indeque  verfus  alterutrum  Polorum  oblique  receden- 
do, tandem  in  ipfum  Polum,  quem  infinitis  gyris  ambit,  deflnir. 

i Sumto» 


« 
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No.  XC.  Sunto  in  Fig.  t.  finus  fotus,  idcmquc  & radius  Aquatoris,  AC 
= i , BGD  Meridianus,  B & D Poli,  tangens  anguli  rhurabi- 
ci  = /,  H punitum  in  Loxodromica,  ejus  Latitudo  HC , finus 
Latitudinis  AE,  & finus  complementi  HE,  qui  vocetur  z,  Lon- 
gitudo vero  fcu  arcus  jEquatoris  inter  Meridianum  loci  H & 
principium  Loxodromica»  interceptus  dicatur  x.  His  pofitis , per 
illa  qua:  in  ?.  LipJ.  1691,  p.  284  , * oftcnfa  iiint  , Invenitur 
elementum  Longitudinis  dx  = — tdz:  zy/  { 1 — zz)i  ad  cu- 
jus tentandam  redudionem  pono  primo  z=  1 -•  p , unde  fit  d z 

= dp : p1 . dz:  z = dp  :p  , yj  ( l zz  ) = \/(  PP 1 )•*  * 

p , & denique  [dx ] tdz : zy/  ( 1 — zz)=tdp:  yj  { pp  — 1 ). 

Porro  quidem  memini , cjufdem  forma:  fuific  elementum  Catena- 
ria: in  pra-ccdentc  : pergo  ponere  ficut  ibi,  y/  {pp- — 1 )=g — q 

indeque  elicio  [ dx ] tdp:  yj {pp — 1)= tdq:  q,  ac  rurfum 

ftatuendo  g — i — r tandem  obtineo  [ dx  ] — / dq:  q-=t  dr : 

( 1 — r);  qua:  quidem  quantitas  etiam  immediate  elici  potuifiet 
ex  quantitate  — tdz:zyj {1  — zz  ) , fi  ftatim  fecifiem  *=(  1 
— ir):(i  — ir  + rr);  at  in  tales  hypothefes  incidere  ixpe- 
uumero  difficile  cft , nifi  jam  ufu  compertum  habeatur,  qux  for- 
mula: in  quas  transformari  pefiint.  Nota  , r = AC BI , ex- 

ccfiiii  nempe  radii  fupra  tangentem  femifiis  complementi  Latitu- 
dinis puniti  Hi  etenim  fuppofita  BI  = 1 — r,  dudaque  reda 
BH  , cum  fimilia  fint  triangula  HEB,  ABI , erit  HE£ aj  ad  EB 
[ 1 — y/ ( 1 — ex)]  ut  AB  [ 1 ] ad  BI  [ 1 — r]  ; unde  rcfultat 

z = ( 1 - — ir);  ( * ir  + rr)  . ut  oportet.  Converfa  autem , 

per  XXXVI  inventa  quantitate  tdr : (1 — r)  in  feriem,  habetur 
dx  = tdr  + trdr  -f-  trrdr  + tr'dr  &c.  & fada  fummatione  x = 
tr-\-\t  rr‘\-\tr'  + \tr*  &c.  Patet  igitur,  quomodo  ex  data 
tangente  femifiis  complementi  Latitudinis  inveniatur  Longitudo. 

Sciendum  autem,  elementum  Longitudinis  tdz:  z yj  ( 1 — 

zz)  adhuc  aliter  pofle  reduci , fiatuendo  nempe  y/  ( 1 — zz •)  = 
y ; hinc  enim  fit  z-=y/  ( 1 — jy)  , dz=. — ydy:  yl  ( 1 — yy  ) & 
[d x ] — tdz  : zyj  { 1 zz)  = t dy  : ( 1 — yy  ) = [ per 

XXXVI] 

+ N°.  XLII.  pag.  44^.  & feq. 
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XXXVI]  tdj  -f-  tyydy  + tj*dj  -\-tysdy  &c.  ac  denique  omnia  dx , No.  XC. 
fcu  x = ty  + j /j1  + J ty'  + ,ty7  Scc.  libi  perfpicuum  eft,  y (eu 
— **)=  A E finui  redo  arcus  HC;  unde  conitar  ratio 
definiendi  etiam  quafitum  ex  finu  redo  Latitudinis  , quemadmo- 
dum fecit  Dn.  Leibnitios  Att.  Lipf.  1 69 1 , p.  1 g 1 . fct  pa- 
tet , fi  in  calculo  , per  quem  ad  initio  memoratam  aquationem 
dx  = — tdz.:z,</(  1 — zz.)  perveni,  loco  quantitatis  indeter- 
minata ipfum  finum  redum  A E prae  finu  complementi  HE  fc- 
Icgiflfem , me  ftatim  ad  alteram  aquationem  immediate  in  feriem 
convertibilem  dx=.  tdyi^i — yy)  perventurum  fuifle.  Catc- 
rum  ex  eo  , quod  dua  inventa  feries  eandem  quantitatem  x de- 
notant , obiter  concludimus  , quod  fi  in  circulo  finus  cujuflibct 
arcus  A E dicatur  y , & AC — BI  cxccffus  radii  fupra  tangen- 
tem femifiis  complementi  vocetur  r.  perpetuo  futurum  fit 

=r+i r*  + f f'  &c.  Notamus  etiam,  fi  locus  H 
fit  in  iplo  Polo,  quo  cafu  r=  f =7»  fore  Xz=t  + \ /-f-  f / -J- 
ir&c.  vel  =t+\t  + it  &c.  quarum  ferierum  furama , cum 
fint  infinita  per  XVI,  docent  Longitudinem  loci  H quoque  in- 
finitam clTc  , adeoque , quod  dixi , curvam  Loxodromicam  infi- 
nitis Polum  gyris  ambire,  priufquam  in  ipfum  incidat. 

CotoLL.  i . Si  in  eadem  Loxodromica  , prater  locum  H , 
alius  fit  locus  nota  Latitudinis,  cujus  finus  redus  =v,  6c  ex- 
ceflus  radii  fupra  rangentera  femifiis  complementi  =/,  erit  fi- 

militer  ejus  longitudo  =/  x(v  + jv'  -f- J v'  &c.  ) vel  . / v ( > 

+ + &c  ) adeoque  differentia  longitudinum  utriufque  lo- 

ci erit  utriutque  ferici  differentia,  nempe  /x(yc/)'t/  + }(y  03 
‘V,)  + I(>,w3^,)&c.)  vel  /x(r  /s  J + w Pj  + ffr*  ^ s>  ) 

&c  ).  Hinc  fi  in  alia  quadam  Loxodromica  duo  concipiantur 
loca  Latitudine  cum  prioribus  convenientia  , erunt  , manentibus 
) & v , vel  r & s iifdem,  differentia  Longitudinum  ut  tangen- 
tes angulorum  , quos  Rhumbi  faciunt  ad  Meridianos.  Vid.  Aci. 

Ltpf.  169 1 , p.  181  , 8c  »85  *.  ' 

C08.0U.  ».  Ex  collatione  harum  ferierum.  cum  frriebus 

Propp- 

* N°.  XLII,  pag, 
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No.  XC.  pr0pp.  XLTI  t > XLVI  * , & XLVII , liquet  Problematis  con- 
venientia cum  quadratura  Hyperbolat  & logarithmis.  Spcciatim 
notamus,  quod  exiftente  fubtangente  Logarithroicar  =t , qui- 
fita  Longitudo  pundi  H fit  iplc  logarithmus  reda:  i — r , fcu 
B 1 , ut  patet  ex  XLVII;  vel  etiam  [ cum  D.  L e i b n l t i o 
loc.  cit. ] fcmifils  Log-mi  quantitatis  ( i+j);  ( t — y),  feu  DE: 
EB  , quod  fic  ofienditur  : 

Log.(i  +y)=+ty — \tyy+\ty'  — \ty'  +1  ty'  — *//&c.}  per 
Log.fi — -y)=  — ty  — \tyy  — \ty'  ^ty*—\ty'  — XLVI1' 

Log.((  i +;):(i  — y))  = 

Log.(  i+;) — log.(l — y)=uy  + \tf  + \ty' , &c. 

C o R o L L.  3.  Data  Longitudine  & Latitudine  loci,  dabitur 
angulus  rhumbi  cum  Meridiano;  cum  enim  x- =tx(r+  '3n+ 
t r’  &c.)  = rx(^  + f^s4-}^5  &c.)  erit  t:  1 = x:  r ■+■  i rr  + Jr* 
&c.  vel  y-\-\y'  +\y'  . &c.  id  eft,  tangens  anguli  quatfiti  ad  fi- 
num  totum  , ut  arcus  longitudinis  ad  log-mum  BI,  vel  femif- 
Icm  log-rai  (DE:EB);  adeoque  per  Coroll.  1 hujus,  ut  diffe- 
rentia duarum  longitudinum  ad  differentiam  duorum  Log- mo- 
rum BI,  vel  femi -differentiam  duorum  DE:  EB.  Intellige  hic 
logarithmos  acceptos  in  Curva,  cujus  fubtangens  = radio  = 1. 
Nota  , fi  defideretur  angulus  Loxodromica: , qua:  non  nifi  pofl 
unam  plurcfvc  integras  revolutiones  in  datum  locum  perducat, 
augendus  cft  arcus  differentia:  Longitudinum  integra  peripheria 
Aquatoris  cjufvc  multiplo. 

S c h o L 1 o N.  Ex  hadenus  didis  expeditus  habetur  modus  con- 
ftruendi  Scalam  quandam  Loxodromteam : Efto  in  Fig.  1 huj.  BMa1 
circumferentia  Aquatoris  in  gradus  fuos  & graduum  minutias  di- 
vifa  } harc  extendatur  in  redam  AS  axem- Logarithmicac  CB«s, 
ejufquc  divifionibus  ordine  ab  A adfcribantur  gradus  Longitu- 
dinum: 

t PaS-  7SS-  feq.  * Pag.  763.  feq. 
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dtnum : tum  fumto  indefinite  in  circumferentia  hac  pundlo  M , No-  xc- 
bifc&oquc  arcu  M»  per  redam  AT  occurreDtcm  tangenti  <tk  in 
T , ducatur  ex  T reda  TE  axi  A S parallela , fecans  Logarithrni- 
cam  in  E j ac  denique  ex  E demittatur  in  axem  perpendicularia 
ER  i pundoque  R adferibatur  numerus  graduum  in  arcu  B M : 
fic  habebuntur  etiam  gradus  Latitudinum  ; parataque  erit  Scala 
Loxodromica  , qua?  primario  inferviet  rhumbo  , cujus  anguli 
tangens  aquatur  fubtangenti  Logarithmica  (c).  Numeri  enim 
graduum  cujufvis  data  Latitudinis  in  Scala  flatim  a latere  afpc- 
dui  offerunt  refpondentes  Longitudinis  gradus.  Eadem  tamen 
etiam  cuilibet  rhumbo  prodefic  poterit , fi  fiat  per  Cor  oli,  i hu- 
jus , uc  fubtangens  Logarithmica , c qua  Scala  confiruda  eft , ad 
anguli  rhumbici  tangentem , fic  Longitudo  vel  differentia  Lon- 
gitudinum per  Scalam  inventa  ad  Longitudinem  vel  differentiam 
Longitudinum  qusfitam  {*)  i adeo  uc  Scala  cjufmodi  in  ufum 

Nauta- 


( • ) Nam , quia  dx  — tdr : (i — r), 

feu  x:  t = — log.  ( i r)  , 

vel  N (x  : t) i r , ubi  x 

eft  arcus  longitudinis  , & I r 

tangens  femiflis  complementi  latitu- 
dinis, vcluticT  vel  RE  , fi  latitudo 
lit  BMj  erit,  pofita  t tangente  an- 

{;uli  rhumbici  aequali  fubtangenti 

ogarithmicae,  Nx RE.  Sed  RE 

numerus  eft  cujus  AR  logarithmus. 
Igitur  AR^x;^:  arcui  longitu- 
dinis refpondentis  latitudini  B M. 
Itaque  aferibatur  punfto  R numerus 
graduum  arcus  B M , & habebitur 
Scala  loxodromica  pro  rhumbo,  cu- 
jus anguli  tangens  t aequalis  eft  fub- 
tangenti logarithmicar. 

( Quamobrem  Canon  jam  fup- 
putatus  Tangentium  artificialium,feu 
Logarith.  Tangent,  erit  Scala  loxo- 
dromica numerica,  pro  angulo  rhum- 
Jac,  BcrnonlU  Opert, 


bico  , cujus  tangens  eft  o.  4342944 ; 
haec  enim  eft  fubtangens  logarithmicae 
ad  quam  computatus  eft  Canon  Brig- 
gianus  (Not.  a,  pag.  833).  Sed  unita- 
tes hujus  Canonis  funt  radii  partes 
centies  centum  millefimae  , feu  o. 
000000 1.  Quamobrem  fi  velis  uni- 
tates exprimere  gradus  , [ fic  enim 
partes  peripherire  exprimi  folent  ] , 
aut  quod  fatius  eft,  fi  velis  Tangen- 
tes artificiales  , refe&is  ad  dextram 
quinque  notis  , exprimere  gradus, 
quoniam  gradus  unus  eft  radiipars 
0.00174333  &c.  augenda  eft  Tan- 
gens anguli  rhumbici  O.  4342944 , 
in  ratione  o.  001  ad  o.  00174333 
dcc.  & habebis  0.7379869^®  tan-* 
gens  eft  anguli  370.  9.42".  At  fi 
velis , quod  magis  ufitatum  eft . Tan- 
gentes artificiales,  refeflis  aa  dex- 
tram quatuor  notis  , exprimere  mi- 
Rrrrr  nuta 


Digitized  by  Google 


' 


96o  DE  SERIEBUS 

Vo.  XC.  Nautarum  Circino  proportionis  infculpta , & linea:  partium  «qua- 
lium , quae  Longitudinum  gradus  rcprsrfcntarent  , juxta  polita  , 
Inrtrumcntum  foret  omnium  forfan , qua:  Nauta:  hadenus  trada- 
runt , compendiofillimum  & utiliflimum.  Sed  dc  his  fads.  ( d ). 

MONITUM. 


ANTE  fifU A M pergamus , Leftor  advertere  pote  fi  , quod  hucufi 
que  in  dffcrcntialtum  fiummatione  pro  quovis  elememto  femper  ejus 
tmegr ale  purum  feu  abfolutum  fubflituimus , velut  x pro  dx,  Jxx 
pro  xdx  At  fi  ire  ipfitm  volumus » hoc  minime  ejje  perpetuum  p 

quanquam  enim  una  eademque  quantitas  x non  nift  unum  habeat 
different iale  dx , idem  tamen  dfferentiale  dx  infinita  habet  integra- 
lia , unum  quidem  purum  x , reliqua  admiflionc  quantitatum  con- 
fiant ium  affetta  x -j-  a , x b &c.  quorum  in  fummationis  negotio , 

pro  re  nata » nunc  hoc  , nunc  illud  /eligendum  e fi , neque  adeo  fine 
prafinti  hallucinationis  periculo  indificriminatim  femper  purum  adfu- 
mi  potefi.  Refiat  itaque  . ut  ad  vitandum  fi  opulum , quem  commu- 
nem fere  ejfe  video  omnibus  iis , qui  calculum  hunc  incautius  tra- 
dant , fubjiciamus  adhuc  ejus  rei  exemplum  in  uno  ait  er  ove  Proble- 
mate . e cujus  enodatione  Lettori  conflare  pojfit , undenam  . (fi  quibus 
erit  erit  s dignoficatur , quid  pro  quovis  femper  elemento  fummando  fiub- 
fiitui  conveniat. 


LI. 

Exhibere  longitudinem  Curva  Parabolica  per  ficriem.  [Fig.  3.  ] 

Fingamus  BCD  curvam  elTe  Parabolam,  cujus  vertex  B,  axie 

BG,  latus  redum  =a , abfeifla  BG  = x,  applicata  GD j , 

ipla  BCD  curva  =s  ; proinde  elcm.  FG  vel  CH d* 

PH  =djt  & CD  [y'  ( d x1  -fidf  ) J = ds.  Erit  ex  natura 

curva: 


nuta  prima  longitudinum  ; quoniam 
minutum  unum  e(l  radii  pars  o. 
0002908882  &c.  augenda  eft  tan- 
gens anguli  rhumbici  o.  4342914  in 


ratione  o.  0001  ad  0. 000290882  &c. 
& ea  fiet  1.263311.^  &c.  quse  tan- 
gens eft  angtflj  Ji».  ?8'.  9". 

) Vide  Num.  lequentem.. 
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curvas  dx  = jy ; hinc  difterentiando  ddx=  i ydy,  quadrandoquc  No> 
aadxx  \_d*ds'  — dddy1  ] ; — 4yydy* , & fada  cranfpontionc  dddsx 
= dddy'  + 4 jjdf , cxtradaque  tandem  radice  dds=.dy  yj  (44  + 

4 yy).  quas  quantitas  cft , de  qua  fummanda  agitur.  Ad  furdita- 

tem  primo  eliminandam  pono  y/(44  4 yy)  = z i y , fiet 

dd=^=zz — 4 zy , & y = (zz a*'):  4*  ; hinc  dy=(zz  + 

44)  dz : 4**  . nec  non  [e. — sji]  ^(44-f-  4 y y)  = {z  z-\-  d d ) : 
tz,  adeoque  [ xds]  dy  yj  (44  4-  ^yy)  =(x.+  -J-  iddzz  + d*  )dz. 

8 [ membris  feparatim  pofitis  ] i zdz  + J dddz : z -f-  j 4 Ve: 

x.' , de  quorum  nunc  fummis  difpicicadum.  Hunc  in  finem 
confidero  relationem  , quam  habet  aiTumta  litcra  indeterminata 
z,  ad  ordinatas  curvas  noftrx , camque,  ex  fada  hypothefi  yj  (44 
-4-4 )))=*■ — cognofeo  talem  die  , ut  exiftente  ; = o, 

z non  pariter  evanefeat , fcd  fit  = 4 , & quod  crclccntc  y eo 
fortius  crefcerc  debeat  z ; quapropter  cxtenfa  concipiatur  ipfa  z in 
retia  EK  a pundo  E , & fit  prima  EA , quas  nafccnti  y rcfpon- 
det , =4,  ultimaque  z,  quas  refpondet  ultimxj,  feu  applicatas 
GD,  cfto  EK.  Tum  fiuere  intclligatur  ab  A ad  K indefinita 
reda  AL  vel  KM , asqualis  ubique  1 g zz  [ intcgrali  fcilicet  puro 
primi  membri  izdzj  , minimaque  adeo  in  A & = t?44,-  fic 
ipfum  Ruentis  lineas  incrementum  fiet  \zdz,  & omnia  incremen- 
ta quas  capit  linea , dum  ex  A movetur  in  K , rcprxfentabunt 
omnia  J zdz,  quas  ordinatis  y a minima  [0]  ad  ultimam  [GD] 
ordine  rcfpondcnt  , hoc  eft  quas  pertinent  ad  curvas  parabolicae 
portionem  rcdificandam  B D.  Conftituunt  autem  omnia  il- 
la incrementa  , ut  liquet,  non  integram  KM  fcd 

exedTum  tantum  ejus  fupra  redam  AL  [^44]  hoc  cft,  KM 

AL  feu  uC  zz  — 44).  Integralc  igitur  primi  membri  \zdz. 

quod  huc  quadrat,  cft  rj(.ce. — 44).  Similiter  pro  inrcg>ando 
tertio  membro  \d*  dz\z'  , fingo  z extendi  in  reda  NP  a pun- 
do N , primamque  qux  nafccnti  y refpondet  efle  N O =4  , & 
qux  refpondet  ultimx,  NP;  hinc  Ruere  concipio  ab  O verfus  P 
quantitatem  igd*:zz,  ceu  integralc  purum  ipfius  \d*dz:z' , pu- 
ta redam  OR  vel  PQ.  qux  proin  maxima  erit  in  O & =1^44, 
indeque  verfus  P decrcfccc  > decrementa  itaque , qux  patitur  linea 

Rr  rrr  1 OK, 
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Jio.  XC.  O R , quoufquc  pervenit  in  P Q , denotabunt  omnia  dementa 
j a^dz  : z'  , qua  portioni  curva:  parabolicae  BD  rcfpondent : fed 
omnia  illa  decrementa , ut  apparet , non  efficiunt  redam  P Q_fca 
rgd*:zz,  verum  potius  OR  — PCLfcu  i ?44 r^d*:zzi  qua- 

propter integralc  tertii  membri  'fd*dz : z'  huc  pertinens  = ig  ( dd 

— d*:zz),  fummaque  adeo  primi  &c  tertii  [/J i d*dzt 

Z1  ) ] = Tf  (ZZ 44)  ij  (44 d*  : Zz)  = I?(«.4 4*).-  ZZ. 

Rcftat  intermedium  adhuc  membrum  expediendum  \dddz:z. 
Hoc  cum  abfolute  fummari  nequeat , in  feriem  converto  , po- 
nendo prius  z = 4 + 1 , ut  denominator  fiat  bimembris  ; hinc 
enim  fit  \aadz:  z=.\dadt : (4  4-0  — [ per  XXXVII]  \*dt 

— \tdt  4-4  ttdt:  d — \ t'  dt:  d a &c.  & fada  fummatione  , 
f({dldz:z)  = \(dt  — }//-f-  j/‘ : 4 — i/4  ••  4*  4-  f t' : 4 ' &c  ) 
Nota , quod  hic  pro  quolibet  lerici  termino  fubltituam  ejus  in- 
tcgralc  purum,  quoniam  ex  aquatione  z=d  + t colligo,  quod 
exiftente  z = d [ hoc  cftjf  = o]>  ipfa  t , ut  & quantitates  fluen- 
tes omnes  , — , — , — — &c.  quoque  fint  = 0 , id  cft,  quod 

4.1  4.  z 4 }4 

ha:  a o fluere  fcu  incrementa  fumere  occipiant ; hinc  enim  mani- 
fefte  liquet , omnia  ipfarum  crementa , nempe  omnia  i adt , j tdt 
&c.  ipfis  quantitatibus  ultimis  \at,  ‘ftt  &c.  aqualia  fore.  Quod 
idem  quoque,  fi  quis  examinet,  in  omnibus  pratccdcntium  Propp. 
exemplis  contingere  obfervabit , indeque  concludet , rede  a no- 
bis fadum  , quod  ibidem  inter  fummandum  pura  lemper  inte- 
gralia  aflumferimus , tametfi  ejus  rei  rationem  diferte  non  adjece- 
rimus. Sed  revertamur  ad  propofitum  : Inventa  fumma  medii 
membri  \dadz\  z , fi  celiquorum  fumma:  fupra  reperta  adjician- 
tur , emergit  fumma  omnium  f\  zdz  4 • f(k  dddz : z ) 4 -J\  i d*dz  : 

z*  ) . hoc  cft  , ds=h  ( z 4 44) : zz  + \(dt  — i tt  4-?*’ : 4 

i/4.‘4J  &c  ) & fada  divifione  per  4,  longitudo  curva  / fcu  BD 
= is (z4 — 44):4zz4-i(4  — }«:  44-]/’ : 41  — i/4:4!  &c.J 
qua  denique  pofita  4 = t = 4 . & z = 44-/  = 8 , fit  4-  r 

— 14-j  — i4-J&c.  unde  cum  fit  hoc  cafu  j'  = i(zz — aa)\z 
I , & x =}} : 4 = *i , fcquicur , quod  exiftente  latere  redo 

Paraboiat 
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Parabola;  4 , Sc  abfcifla  B G T$,  aut  applicata  GDI,  longitudo  Xc* 
curva;  parabolic*  B D atquctur  r?  + i — I + t — i + j &c. 

Coroll.  Ex  fcric  collata  cum  XLII , curvam  parabolicam 
cum  fpatio  hypcrbolico  inter  afymptotas  comparandi  modus  in- 
notefeit.  Sufficit  monuilTe. 

LI  L 

Reftificare  Curvam  Logarithmicam  per  feriem  & aliter.  [ Fig.  1]« 

Infiflat  axi  SA<r  curva  Logarirhmica  CBx,  cujus  ordinata  AB 
= 1 , fubtangens  AK=4,  alia  quatvis  applicata  RE  [pi]  = z, 
cjufquc  elementum  EF[«^]===</z;  quzritur  redificatio  portio- 
nis curva;  BE[B*]?  Quoniam,  per  XLVII,  elementum  ab- 
fciffz  AR  [Ap],  nempe  FG  [<py]=bdz : z . erit  EGl  [EF1-!- 
FG*  ] = dz1  -{-bbdz1 : zz  = (zz  b b)  d z1 : zz , indeque  ele- 

mentum curva:  E G [ t y ] = dzyj  ( z z -f-  b b):  z = [ terminis 
fradionis  per  y/  (zz-{-b  b)  zque - multiplicatis  ] ( zzdz-\-bbdz)  : 
z \/  (zz  + W)  = zdz:  yj ( zz  + bb)  -f-  bbdz : z y/ (zz-{- bb)  , de 
quorum  lummationc  hic  quzritur.  Prioris  membri  integralc  pu- 
rum cft  y/  ( zz  + bb ) , quod  [ ob  primam  z = A B = 1 ] inde 
a y/  (1  +bb)  decrefcere  [ crcfccrc  ] intelligitur  ad  ufquc  yj  ( zz 
-{•bb);  adeo  ut  omnia  ejus  decrementa  [incrementa]  huc  qua- 
drantia, Cea'J\zdx:  ^(zz-{-bb  ))  fint  =y/  ( 1 -{-bb) yj  (zz-f- 

bb)  [ y/ (zz  + b b ) — >/  (1  +bB)~\  boc  eft  . zquatia  differenti® 
duarum  in  B & E [«]  tangentium  redarum  BK  & EN  [»r]i 
Pofterioris  membri  bbdz:  z y/(zz  + bb)  integralc  , quoniam  ita 
planum  non  cft,  przvia  redudione  inveffigare  conor  , eaque  fi- 
mili  huic , qua  , fupra  Prop.  L , pro  curva  Loxodromica  fui  ufus,. 
cum  in  elementis  analogiam  quandam  obfervem.  Pono  itaque 
primo  z = bb  : p , eoque  mediante  transformo  bbdz:  z y/  (zz- 1- 
bb  ) in  — bdp  : yj  (bb  -\-pp) ; deinde  facio  \/(  bb -{-/>/> ) =/>  -\-q  , 
five  p = ( bb  — i indeque  elicio  [ bbdz:  zy/(zz+^)] 

• — bdp:  yj  (bb  -{■  pp)  = bdq  : q . quod  per  XLVII,  elementum 
effc  cognofco  abfeiffa;  cujuldam  in  Logarithmica , quam  tandem' 
ita  determino.-  Quoniam  p = (b  b — y 7 ) : 2 q,  & zz=.b b : p %y 

Rrrrr  3 fiet. 
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XC.  fict  \bbq : (U qq),  ficut  viciflim  q = { — bb-fi-b  cj (rx 

-f -bb)):  z\  & quia  prima  x = AB  = i , crit  qua  huic  rcfpon- 
dct  prima  q=  — bb-\-b  ^ ( i -\-bb).  Pro  conftrudione , abt 
cindo  in  tangente  BK.  partem  K * = K A , in  ordinata  A B par- 
tem B V = B * , & in  V ftatuo  V X parallelam  ipfi  A K ; pari 
modo  in  tangente  n [idem  imaginatione  fupple  in  NE]  fumo 
fr  = »f>,  hinc  »v  = fr,  & duco  vx  parallelam  rp;  quo  pado 
condat  fore  V X = prima:  q = — b b -\-b  ^ {i  +bb)  t & vx 
- — ultima:  q = ( — bb  -\-b  ^ ( zz  -f-  bb ))  : z.  Quocirca  Q amba 
VX  & vx,  vel  etiam  loco  harum  fola  quarta  proportionalis  ad 
VX,  vx  & AB  [qua  fit  SC  vel  <rz]  applicetur  Logarithmica , 
erit  intercepta  applicatis  VX  & vx  axis  portio,  vel  etiam  ipfi» 
AB,  SC  [r*]  interjeda  portio  AS  [A:]  [ex  natura  enim  cur- 
va aqualis  utrifquc  intercipietur]  =f(bdq : q) , id  cft  , omni- 
bus bdq : q , fcu  omnibus  bbdz : zf  (zz  + bb)  , pro  portione  cur- 
va BE  [Bt]  rcdificanda  inlcrvicntibus.  Et  quoniam  pofita  dif- 
ferentia inter  AB  & SC  [o,x]=x,  refegmentum  axis  AS[A<r] 
s=bx  bxx  + \bx' ±\b  x*  , &c.  per  XLVII  , crit  huius 
poltcrioris  membri  integrandi  bbdz:  zf  (zz-\~bb)  fumma  etiam 
per  feriem  reperta.  Additis  itaque  amborum  fummis  fient  omnia 
EG  [<>] , fcu  longitudo  curva  BE  [Bi]  = i/ ( i + bb  ) cr> 
bb ) 4-^.vzt:  i b xx-\- \b  x'  z±z\ b x*  Sec.  = differentia 
tangentium  B K & EN  [ t * ] una  cum  refegmento  axis  A S 
[A«r]. 


E n I M E T P A. 

I. 

Vm  Torculari*  noftratia  publica , quibus  mujlum  quotannis  e 
^ racemis  exprimitur,  cenft flant  in  pragrandi  arboris  trunco  pro • 
pemodum  horizontali  > cujus  una  extremitas  fulcro  firmata  premen. 
dos  racemos  excipit , altera  perpendiculariter  in  cochleam  feminam 
excavata  cft , qua  cochleam  marem  recipit , ingenti  infertus  fatoma- 

te 
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te  humj  jacente  inllruElam . & circumagendam , donec  facoma  humo  No.  XC. 
levatum  fuerit : guaritur  , quid  fentiettdum  de  jurgii s inter  Domi- 
num racemorum  & Dominum  torcularis  frequenter  oboriri  folitis  , 
quorum  ille  facoma  in  aere  pendulum  altius  elevari  impenfe  petit . 
hic  anxie  vetat  ? 

Rcfp.  Uterque  ridicule  : cum  onus  etiam  fefquipedali  a terra  in- 
tervallo fublatum  haud  quaquam  majorem , quam  pollicis  tantum  la- 
titudine ab  eadem  dtvulfum  , vel  racemis  vel  torculari  vim  inferat. 

I I. 

Bacillus  teres  & gracilis  [Fig.  4.]  ita  notatus  in  C,  ut  fumtis 
continue  proportionalibus  AB , AC,  AD,  gravitas  ejus  ad  gravitatem 
fpecificam  alicujus  liquoris  fe  habeat  ut  B D ad  A B ; fi  extremitate 
Jua  A ita  fufpendatur  e filo , ut  altera  extremitate  B libere  pendeat 
intra  diclum  liquorem , immergetur  eidem  ufque  ad  notam  C:  modo 
per  altitudinem  f unci  i fufpenfionis  id  liceat.  (*). 

III. 

Unde  talis  bacillus  per  totam  longitudinem  rite  divifiss  novum 

(*  ) Etenim  fi  bacillus  AB, filo  in 
A fufpenfus,  & parte  fui  BC  in  li- 
quorem merfus,  quiefeat , necefle  eft 
aequilibrium  dari  inter  binas  vires  , 
quibus  inftar  veftis  , hypomochlio 
exiflente  in  A,  furfum  deorfumque 
urgetur.  Altera  eft  ipfius  bacilli  pon- 
dus , quod  deorfum  tendens  in  E , 
bacilli  medio,  applicatum  fingi  po- 
teft  : altera,  nilus  liquoris  bacillo 
gravioris  , & partem  immerfam  BC 
furfum  propellentis,  qui  nifus  in  F 
puntto  bifecante  BC  applicatus  con- 
cipi debet.  Sunt  igitur  hae  vires  inter 
fe  , ut  earum  diftamiae  ab  hypome- 
ehlio^:  hoc  eft  , ut  AE  ad  AF  ita  ni- 
fus  liquoris  ad  pondus  bacilli.  Eft 
vero  nifus  liquoris  ad  pondus  par- 


quod - 

tis  BC , ut  gravitas  fpecifica  liquoris 
ad  fpecificam  bacilli  gravitatem , id 
eft , ut  AB  ad  BD.  Et  pondus  par- 
tis BC  ad  pondus  totius  bacilli  ( quia 
teres  eft)  ut  BC  ad  AB.  Igitur  ex 
xquo  BC  ad  B D ut  nifus  liquoris 
ad  pondus  bacilli  ( feu  AE  ad  AF). 
Et  dividendo  , BC  ad  CD  ut  A E ad 
EF,  vel  ut  2 AE  ad  2EF , id  eft  . ut 
AB  ad  AC  ( nam  EF  — ^ EB  — BF, 
& 2EF  — 2EB  — 2BF=AB  — 
BC  = AC.  ) Quare  AB  ad  AC  , ut 

BC  ad  CD,  & ut  AB B C ad 

AC CD , feu  AC  ad  A D.  Sunt 

igitur  AB,  AC,  AD,  continue 
proportionales.  Vide  Pboronomiam 
Hermanni  , Lib.  II.  Sed.  L Cap.. 
3.  Prop.  14.  pag.  I J9. 
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No.  XC  quoddam  genus  exhibet  Inflrumenti  Hygroflathmici  , quo  gravitates 
liquorum  examinari  filent . Gallis  Pete  - liqueur  didis. 

IV. 

Vulgares  machinula  qua  huic  ufiti  infirviunt  , conftfluntque  in 
bulla  quadam  vitrea  inffrutta  collo  cylindrico  oblongo  & gracili , hoc 
defeci u laborant , quod  divifiones  colli  aquales  habent.  Ha  enim  ad 
denotandas  aquales  gravitatum  differentias  , verfus  bullam  in  pro- 
portione harmonica  decrefiere  debent.  ( k ). 

V. 

Sic  etiam  arcus  circulares  , qui  fiapis  bilancium  applicari  filent, 
docente  Cl.  STTJRMJO  in  Collegio  Curiofo  rart.  f,  Tent.  14. 
Phatnom.  4 , perperam  in  partes  aquales  dividuntur.  Anguli  enim 
examinis  & fiapi , quos  fuperpondia  aqualiter  aucla  efficiunt , tales 
funt , ut  differentia  tangentium  ipfirum  eadem  proportione  a fiapo 
decrefiant , qua  in  praced.  Corollario  , partes  colli ■ Inflrumenti 
hygroflathmici  a fumrnitate  verfus  bullam  diminuuntur  ( c ). 

VI.  Dan- 


(fc)  Sunt  enim  ejufdem  corporis 
diverfis  liquoribus  innatantis  partes 
immerfse  inverfe  ut  liquorum  gravi- 
tates fpecificae,  docente  Hydrofta- 
tica.  Itaque  {i  liquorum  gravitates 
ponantur  crefcere  in  progreffione  a- 
rithmetica  , id  eft  , per  differentias 
aequales  , decrefcent  partes  Inftru- 
menti  in  progreffione  harmonica. 

( • ) Sit  AB  [ Fig.  y ] bilancis  ju- 
gum, A & B pondera,  DCF  (capus, 
C punftum  fufpenfionis  , Ff  arcus 
circulari  fcapo  applicatus.  Jam  fi 
pondera  A Sc  B lint  aequalia , cen- 
trum gravitatis  eorum  biiecabit  ju- 
gum AB , quod  in  horizontali  fitu 
confidet.  At , fi  fuperpondio  aliquo 
pondus  alterutrum  , veluti  B , au- 
geatur , transferetur  centrum  gravi- 


tatis in  £,  Sc  jugum  inclinabitur  in 
a b,  ut  E centrum  perveniat  in  e in- 
fra punftum  fufpenfionis  C , Sc  fca- 
pus  fitum  obliquum  dCf  obtineat. 
Sumpta  Cd  pro  finu  toto , de  tangens 
eft  anguli  dCe , vel  FCf  quem  fcapus 
& examen  comprehendunt.  Sed , ex 
natura  centri  gravitatis  B:  A = A E: 

BE , Sc  compoti.  B -J-  A : A AB  : 

BE,  Sc  pondus  A , atque  jugum  AB 
data  funt.Igiturpars  BE  fummx  pon- 
derum A Sc  B reciproce  proportiona- 
lis eft.  Crcfcente  igitur  pondere  B, 
vel  fumma  A B , per  aequalia  fu- 
perpondia ipfi  B addita,  decrefcent 
panes  BE  vel  be  in  progreffione  har- 
monica. Igitur  differentiae  tangen- 
tium de  erunt  differentiae  progrclfio-. 
nis  harmonicae. 
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Dantur  aquationes  locales,  quas  unica  Utera  indeterminata  in- 
greditur. Tales  funt  addx  = dx*  , zxddx  = dx‘  , &c.  quarum 
illa  Juo  fenfu  locum  ad  Logarithmicam  , hac  ad  Parabolam  inclu- 
dit (4). 

VII. 

Davidis  Gr.EGOR.II  Analyfis  curva  Catenaria , nupero  A&orum 
Lipfienfium  Julio  inferta  , oportune  offendit , fieri  utique  pofje , ut 
quandoque  per  inevidens  & falfum  , plaufibile  licet  , ratiocinium 
ad  veram  conclufionem  perducamur. 

VIII. 

Refponfio  Anonymi , menfe  Jun.  1697  » art-  *3  » Diarii  Bcroli^ 
nenfis  exhibita  , ad  argumentum  pro  poffibili  at  er  ni  tat  e mundi  in- 
ter proxima  noflra  Difputationis  Corollaria  t ventilatum , nullius 
efl  pretii. 


( * ) j! quatio  2xddx  = dx1  in- 
duat hanc  formam  2 ddx : dx dx: 

x,  8c  integrando,  erit  2/  ( dx  ) Ix, 

aut , addita  conflante  / ( dy 1 ) la 

homogeneitatis  gratia , 2 1 (dx) ? 

Ix  + / ( dy ) la,  vel  revertendo 

a logarithmis  ad  numeros , dxl== 

xdy 1 : a , aut  dx^(  a:  x) dy  , 

vel  adx\\J ux dy , atque  inte- 

grando rurfus , i\jax  — -y  vel  y-\-b, 
quae  efl  ad  Parabolam. 

./Equario  autem  x ddx d x1 , 

cum  reducatur  ad  ddx : dx ■ dx:  x, 

erit,  integrando  & conflante  l(dy) 
— — la  addita , l (dx  ) — . Ix  — — la 


+ 1 ( dy  ) , vel , quia  logarithmorum 
aequalium  aequales  funt  numeri,  dx 
— xdy:  a,  aut  a=zxdy  :dx , ad 
Logarithmicam  , cujus  fubtangens 

~ Sed  addx—dx'  ita  reducitur; 
ddx  : dx  = dx:  a,  integrando  & 
fublata  conflante  / (dy)  > fit  /(  dx) 

l(dy)  = x : a , aut  redeundo 

ad  numeros  dx : dy  = N(  x : a)  , 
feu  dyx=.  dx:  N (x:a)  atque  y — 
b aa:N(x:  a),  rurfus  ad  Lo- 

garithmicam , cujus  fubtangens  — a* 
fed  invcrfo  quodam  fitu  pofitam. 

f N°.  LXX1V.  pag.  76*. 


FINIS. 


fuc\  Bermlli  optr*. 


S?ssj 


( 868  ) 


N°.  X C I. 

JACOBI  BERNOULLI 
CIRCINUS 


PROPORTIONUM  NAUTICUS, 


Scala  Loxodromica  infruflus , 
bujufque  Fabrica  mire  facilis. 


AdaFruJ. 
LipJ.  l<Sj>9. 

Fcbt.p.pi, 


GEomctrs  Problema  dc  invenienda  Longitudine  pun&i  in 
Loxodromia  ex  ejus  data  Latitudine  , eo  quod  tranfccn- 
dens  c(Te  & a fummis  Secantium  dependere  animadver- 
terent, haud  aliter  quam  approximando  folvcre  funt  afTueti , ad- 
hibitis eum  in  finem  Mappis  quibufdam  fcu  Tabulis , quas  Lati- 
tudinum crefcentium  vocant,  ex  additione  plurium  Secantium  fatis 
operofc  conflrruftis.  Solus  hadenus  rem  accurate  confecit  omni 
fcientiarum  laude  cumulatiflimus  Vir  Dnus.  Leibnitius,  fed 
calculi  laborem  non  fuflulit , Problemate  quippe  ad  Logarithmos 
Sinuum  veriorum  nondum  fupputatos  rcdafto.  Vide  Atta  Lipf. 
1691  , Menfe  Aprili,  pag.  i8t.  Data  nuper  occafione  , cum 
pofitionibus  quibufdam  de  Seriebus  infinitis  * conferibillandis  oc- 
cuparer, in  modum  incidi  confequendi  qua-fitum  abfque  ullo  la- 
bore i animadverti  enim  , Scalam  Loxodromicam  in  Logarith- 
morum  , qua;  vulgo  proflant.  Tabulis  ita  jam  paratam  haberi, 
ut  inde  non  tam  calculo  erui , quam  exferibi  folummodo  opus 

habeat, 


* N°,  praeccd.  Prop.  L,  p3g.  855  & fcq. 
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habeat.  Modus  talis : Notentur  in  columna  A arcus  Latitudi-  No.  XCI. 
num , fcu  partes  quadrantis  ordine  per  Angulos  gradus  graduumve 
minutias  a e ad  90°  [ fufficit  in  adjun&o  laterculo  rem  exhibere 
in  denis  gradibus.  ] His  in  columna  B rcfpondcant  totidem 
partes  fcmiquadranris  a 4 j * ad  90° , differentiis  progredientes , quas 
fint  femifles  differentiarum  columna;  A.  Horum  pofteriorum  ar- 


A 

Grad.  Lat. 

B 

C 

Grad.Long. 

0 

45 

0 

10 

50 

7.61  86} 

20 

55 

M-47732 

30 

60 

23.85606 

40 

*5 

33-13*75 

jo 

70 

43-8934* 

60 

75 

57-19475 

70 

80 

75.36812 

80 

85 

105.80482 

90 

90 

Infin. 

. 

1 

cuum  exlcribantur  in  columna  C Tangentes  artificiales  , dempto 
a fingulis  Logarithmo  Sinus  totius,  quo  pa&o  parata  erit  Tabel- 
la , fignificabuntquc  prima:  ad  finiftram  nota:  numerorum  co- 
lumna: C , gradus  Longitudinum  integros , & quinque  reliqua:  ad 
dextram  punftulis  difcrcta:  graduum  partes  centies  milletimas. 
Rcfpicit  autem  ha:c  Tabella  primario  Loxodromiam  , cujus  angu- 
lus cum  meridianis  eft  3 70.  9'.  41“,  («)  fcd  aliis  interim  quibuf- 
libet  Loxodromiis  facile  accommodabitur,  fi  fiat,  ut  7579869, 
tangens  anguli  pra:di&i , ad  tangentem  dati  alterius  cujulvis  angu- 

Sss  ss  * ii 

(* ) Vide  N9,  pracc.  Prop.  L.  £ch<&.  pag.  8;8,&  8;?. 
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No.  XCI.  liRhumbici,  fic  Longitudo  e regione  dat®  Latitudinis  in  Tabula 
reperta  ad  Longitudinem  quarfiram.  Ut  vero  & hujus  operationis 
moleftia  leventur  imperiti  Nauta:,  poterit  ex  ifta  Tabella  Scala 
confici,  caquc  pofthac  cum  linea  Tangentium  Circinis  proportio- 
num infctlpi , hoc  fere  modo  : Linea  partium  aequalium  repra:- 
fentet  gradus  Longitudinum  corumquc  partes ; huic  adjungatur  a- 
lia , fi  lubet , parallela , qua:  gradus  Latitudinum  comprchendac , 
& cujus  divifiones  fic  infatuantur , ut  decimus  gradus  Latitudinis 
refiponJeat  7.  61865  gradui  Longitudinis ,'  vicefimus  Latitudinis 
1 5.  477 3 2 gradui  Longitudinis,  & confequenter , prout  ex  later- 
culo apparet.  Tandem  etiam  in  utrumque  Infirumenti  crus  pro- 
jiciatur Scala  Tangentium  cum  fuis  divifionibus , cjulque  locus  , 
qui  incidit  in  370.  9'.  41",  afterifmo  notetur.  Ufus  hujus  Circini 
proportionum  talis:  Sit,  exempli  gratia,  infatuta  velificatio  in 
Rhumbo  quinto,  hoc  cft,  in  angulo  5 6°.  1 j',  a »o’  Latitudinis 
parallelo  ad  ufquc  40““  & quarratur  Longitudinis  evariatio  : Su- 
mo in  Scala  Latitudinum  intervallum  zo  & 40 , illudquc  didu- 
ftis,  quantum  fatis  cft , Infirumenti  cruribus  in  linea  Tangentium 
aftcrilmis  applico  ; mox  in  hac  linea  difiantiam  accipio  intec 
numeros  5 6°.  I j'  utriufque  cruris,  camque  in  lineam  partium  s- 
qualium  transfero;  in  qua  fic  abfeindet  optatam  Longitudinum 
differentiam,  qux  cft  34.  85*73  feu  34°-  Ji'*  35".  Poteft  vero 
etiam  eadem  facilitate  convcrfum  Problematis  hujus  expediri , & 
ope  talis  Circini  proportionis  ex  datis  Latitudinibus  duorum  lo- 
corum inveniri  angulus  Rhumbi , & fi  qua:  folent  alia  his  affinia 
inter  Nautas  Problemata  agitari ; unde  vix  aliud  fimplicius  & ad 
praxin  accommodatius  adminiculum  in  ufum  horum  Hominum 
excogitari  polle,  facile  quis  fibi  perfuadeat, 


N°.  xcn. 
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JACOBI  BERNOULLI 
QUADRATURA 

ZONARUM  CYCLOIDALIUM 

demonjirata . 

OMnia , qua;  circa  Quadraturas  fpatiorum  cycloidaliura  in-  ABaErud. 
veniri  poflunt . una  Cycloidis  proprietate  dudum  deteda  L>pfl699‘ 
nituntur , & ex  ea  tam  aperte  fluunt . ut  Viri  celeberrimi  *p  ,p'417 
Hugenius  & Leibnitius,  qui  duo  ejus  Tegmenta  quadra- 
runt, non  potuiflent  non  pari  facilitate  extera  omnia  Tegmenta 

& Teftores  quadrabiles  reperire,  fl  animum  intendere  voluiflent.  / 

Cum  enim,  ut  vulgo  notum,  BL  xquetur  arcui  circulari  AL» 

& Tpatium  externum  A B N Tegmento  circulari  ALI,  poterit , 
proprietatis  hujus  ope  , Tpatium  cycloidicum  quodvis  imaginabile 
eo  reduci , ut  non  nifi  figura:  rcftilincae  & Tegmenta  quxdam 
circularia  habeantur  ; idcirco , ut  Tpatium  fiat  quadrabile  , illi 
tantum  termini , qui  ex  Tegmentis  circularibus  conflant , mutuo 
Te  dcftruerc  Tunt  fingendi , & nihilo  xquales  ponendi  [ quod 
fundamentum  Toluriunis  efl  ] ; e qua  deinde  Tuppofltione , quan- 
titates aflumrx  facile  determinantur.  Quxritur  ex.  gr.  quanta: 
fint  afliimendx  rc&ce  HK,  HI,  ut  Zona  IKDB  quadraturam 
admittat:  Pono  HA=<*,  HK  = x,  HI=z,  KM=/, 

IL  = ^,  AM  vel  DM — s , AL  vel  BL  = /j  erunt  fetiore* 

AHM  = i a s , & A H L = i <*  t i adeoque  Tegmenta  A K M 
[ADOj  = AHM — = & AI  L. 

SitSl  3 [ABN]. 
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Ko.xcii.  £ ABN ] = A HL  — IHL  = i at — Igz.  Sed  fegraentum 
cycloidicum  ARDs=  K.O — ADO  = RO — A K M r — ■ 
ARx(KM  + MD)  — AKM=ARx(|RM  + AM)  — 
AKM  = (4  — x )x  (p  + s) — ias  + ipx  = ap — ipx  + 
i as — xsi  & pariter  legmentum  alterum  AIB=4^  — \tjz 
+ J 4 t — z t;  ac  proinde  zona  I K D B = A I B — ARD  = 
a/] i qz  — ap  + ipx+  J at zt  • — \as  + xs  ; ubi  li- 

quet, quatuor  priora  membra  denotare  figuras  mere  redilincas; 
folafque  quantitates  reliquas , quas  ingrediuntur  t & / , impedi- 
re quo  minus  zona  (it  quadrabilis : facio  ergo  has  arquales  nihi- 
lo, ut  fit  ^ 4 / — z t — 1 4 s + x s = o » ubi  fi  pofucro  t ha- 
bere ad  s rationem  quamcunquc  [ numeri  tamen  ad  numerum  , 
ut , uno  arcuj  dato , alter  geometrice  conflrui  poflit , ] femper 
habebo  aquationem , qua* , litteris  t & s eliminatis  » relationem 
ipfius  z ad  x patefaciet;  nempe,  fi  t = is,  fiet  zz=.\a  - f-Jx; 
fi  t = 3 / , habetur  z = g a + j x ; fi  t = 4 s , erit  z=  J a + 
\x , & fic  perpetuo  in  eadem  progreffione  (*).  Cumque  etiam 
ex  data  reda  H K , finu  nempe  complementi  arcus  A M , per- 
vulgata analyfi  reperiri  poflit  finus  complementi  arcus  dupli  , 
tripli , quadrupli , &c.  poterit  adhuc  z in  aliis  terminis  inveniri  ; 
nempe  fi  t — 2 s ; erit  z = ( 1 x x — aa) : a;  fi  t = 3 s , z 

— ( 4 x’  — 3 aax):  a a ; fi  / = 4*  , z = ( 8 x * 8 aaxx 

4-4*):  4' , &c.  (k)  qui  valorcs  cum  fuperioribus , finguli  cum 
fingulis , collati  , novas  porro  aquationes  fubminiftrabunt  , per 
quas  ipfa  quoque  x,  feu  HK.,  determinabitur. 

Atque  ad  eundem  modum  infinita  alia  fpatia  quadrabilia  detegi 

pol- 

+ &c. 

(k)  Vide  Num.  X C V 1 1.  Jam 

vero  1 4 -f-  J x = t = ( 2xx 

44)  : 4,  dat  ax  1 \ aa  , 

vel  x = ( 1 8*  Et  y 4 

-f-  j x = Z = (4*’ ]aax)  : aa 

dat  iaxJ  — io  aax  — 4’  : — o,  &c. 


( » ) Nam  cum  ponatur  J at zt 

• 'i as  -f-  xs  — o,  vel  (4 2z)  t 

= (4 2*)j,  fi  fiat  t=ns  [h 

denotante  numero  quovis  integro  ] 

erit  ( a 2 t)  « = 4 ax , unde 

efl  z = (n 1)4.-  2n  -f-  x .*  w , hoc 

eft.fi»  — 2,t,=  44-f-Jx;fi»  = 
3 * t — f 4 -j-  jx;fi  »r=4,i=|4 
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poliunt  Sic  rcpcriri  poteft  , cx.  gr.  fe&or  quadrabilis  D A B rc-  Na.XCII. 
ais  AB.  AD  comprehenfus,  vel  zona  BDLM,  arcu  cycloidali 
B D & circulari  L M intercepta , quas  quidem  perpetuo  fedtoria 
dupla  eft  ( * ).  Exiftente  namque  H K leu  x = j x + J asj  33, 
vel  x===4\f^t  vel  3 zx4 — 3ix4xx — a'  x+  = o ->  &c. 

& adumto  arcu  AL  vel  duplo,  vel  triplo,  vel  quadruplo  . &c. 
ipfius  A M , erit  fubinde  fedtor  B A D =—  triang.  H A L * 
triang.  HAM , & zona  differentia:  triangulorum  dupla  ( 4 ). 

Methodum  vero  tam  facilem  haud  alia  fini  pandere  volui  , 
quam  ut  Frater,  exemplo  meo,  ad  paria  pratftanda  incitatus,  mei 
quoque  Problematis  Iioperimetrici  promilfam  analydn  tandem  a* 
liquando  nobis  impertiat. 

Videatur  Nus.  XCV. 

( * ) Nam  feftor  B A D = fegm.  iftiut  dupla. 

ADBA fegm.  A D A , de  zona  (d)  Ut  tam  zona  quam  fe&or 

BDLM  =fp. ABLMA <p.  fint  quadrabiles  , pone  terminos 

ADM.  Eft  autem  fp.  ABLMA  du-  _»  te,  -J-  sx}  quos  ingrediuntur  t de 
pium  fegm.  ADBA,  defp.  ADM  /,  arquales  nihilo , & erit  tz  — sx, 
duplum  fegm.  A D A.  Etenim  fp.  vel,  fi  fiat  t=^nt,  z=x:n,  nec 

ABLMA  = A N B I ANBDA  non  fedor  = J — J ap  = JHAL 

AMLI  = ANBI  — 2AMLI  } HAM.  Sit  n = 2,  erit  Jx«= 

£ quia  A N B D A = A M L I ] t.  — ( 2xx aa  ):  a } unde  eft  qxx 

(a — z)  (t-f-q)  — — * »+•<7*-=  ax  — — 2 a a — O,  cujus  radix 

aq tz.  Sed  fegment.  ADBA  x—  { <*  — 3 3*  Sit  »1  = 3,  eft 

^ ANB  — fp.  ANBDA=  ■ * = t = ( 4*’  — - 3 tax  ):  aa,  un- 
ANB  — AMLI  = J aqr—  , tz.  Pa-  de  habetur  I2x’  = toaax,  vel  x = 
riter  fpat.  ADM  = ap  — — s x , Sc  a\]\.  Fac  »='4 , erit  1 x— = z — 

fegm.  ADA  = \ap Jrx.  Ideo  (8x4 8 aax  x+a*):  a' , feu 

zona  BDLM^ao — tz ap  32 x4——  32<*<xx  —•*<»'*  -F4*4 

+ rx,&  feflor  ABD  = aq  — O , &C. 

**p -{-isx.  Illa  igitur 


n*.  xcin, 

1 
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N°.  XCIII. 

: JACOBI  BERNOULLI 
SOLUTIO 

PROPRIA  PROBLEMATIS 
ISOPERIMETRICI, 

Propofti  in  A ilis  Lipf.  menf.  Maio  1697. 
pag.  214.  (*) 

Ad*  Erui,  Um  genuina  folutio  hujus  Problematis  nondum  a quoquam 
Lipf.  1700.  y A fuerit  exhibita , eam  hic , donec  fuo  tempore  fcquatur  ana- 
jun.p.»fii.  jygj  ^ curiolo  Lc&ori  in  fequente  Tabella  contemplandam  Mo , 


(•)  Problematis  illius,  quod  in- 
ter prajllantilfimos  Geometras  Ber- 
noullios  agitatum  cll  fatis  diu  , 
Solutionem  communicavit  Johannes 
cum  Leibnitio,  menfe  Junio  163)8, 
cumque  Noller  illam  fuam  Solutio- 
nem a°.  1700  publici  juris  feciflet , 
Alter  ad  Acad.  Reg.  Parifinam  So- 
lutionem fuam  tranfmilit,  Jan.  1701, 
fub  ligillo,  tum  demum  aperiendo, 
cum  Frater  analyfim  dediffet.  Hanc 
vide  N°.  XCV  ; Jobannit  vero  Solu- 
tionem in  Adis  Acad.  Parif.  1706. 
Deinde  Taylorus  in  Methodo 
increm-oP»  1715,  idem  Problema  fuo 


more  folutum  dedit.  Sed  a°.  1718 
Joh.  B e r n o U4l  l l illud  argumen- 
tum refumens,  multo  elegantius  & 
limplicius  rem  expofuit ; quam  eo- 
dem fere  tempore , eadem  prope  me- 
thodo traflavit  Hermannui» 
Tandem  Eulerus  , an.  17? 2 & 3?, 
in  Comm.  Acad.  Petrop.  Tom.  VI. 
hoc  idem  Problema  latifltme  accep- 
tum folvit  , Sc  in  Tom.  VIII,  qui 
dum  haec  feribimus  ad  nos  defertur, 
idem  excquitur,  facillima  ufus  me- 
thodo , cujus  fpecimen  dederamus 
N°.  LXXV,  Nota  a,  pag.  770  , 
quamque  ideo , quia  praeoccupavit , 
• accep- 
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m qua  litteras  m & b pono  defigaare  quantitates  conflantes,  x &N.XCIII. 
y coordinatas  curva;  quaefit*,  / ipfam  curvam  , p quantitatem 
quamcunquc  datam  per  x,  5c  q quantitatem  datam  per  /:  (k). 

Si 


acceptam  ipfi  referendam  agsiofcimus. 
Nunc  fatis  erit  , fi  aequationes  Ta- 
bellae fequentis , quanta  poterimus 
brevitate  , demonflremus  , fecundum 
D.  Job.  Beenoolm  methodum 
pofteriorem. 

( * ) Etfi  Problema  quod  N°. 
LXXV  univerfaliter  folutum  elt , 
cum  Ifoperi  metrico  aliquid  habeat 
affinitatis  , in  eo  tamen  differunt , 

3uod  illud  unicam  compleftatur  con- 
itionem , inveniendi  frit,  curvam  , 
cujus  funftio  aliqua  propofita  fit  Ma- 
ximum , vel  Minimum : illud  vero 
infuper  exigat  ut  curva  quaefita  fit 
datae  longitudinis.  Quare  non  fatis 
eft  hic  fpeftare  duo  curvae  elementa, 
ut  N°.LXXV  faftum  eft  : Non 
pollet  enim  conditio  7<rs  plifit  fer- 
vari , cum  nequeat  efie  [ Vid.  fig.  A 
ibid. ] CG  + GD  = CL  + LD. 
Sed  omnino  confideranda  funt  tria 
curvae  elementa  , qualia  funt  hic 
[ fig.  A <Sc  B ] BC , CD , DE , quae 
tribus  infinite  vicinis  BF , FG  , GE 
fint  aequalia,  & infuper  talia,  ut  illo- 
rum funftio  propofita  fit  fimili  fun- 
ftioni  illorum  aequalis;  quo  fiet , ut 
haec  funftio  fit  Maximum  , Mini- 
mumve.  Id  vero  duplici  ratione 
concipi  poteft : vel  [fig.  B ] ut  lin- 
gula elementa  BC , CD , DE  lingu- 
lis BF , FG  , GE  fint  aequalia  ; fin- 
gendo nempe  BC  dt  ED  circa  po- 
los B,  E gyrari  incipere  , dc  venire 
in  litum  B F , E G , talem  ut  fit 
J4C.  BcrnouUi  optr*. 


FG  = CD  : Vel  [Fig.  A]  , ut  ae- 
qualibus manentibus  abfeiflarum  [vel 
ordinatarum]  elementis  QR.RS, 
ST , fingantur  punfta  C & D fluere 
in  F & G , juxta  reftas  R O , S P ; 
adeo  ut,  quanto  breviores  funt  reftae 
BF,  EG  reftis  BC,  ED  , tanto  re- 
fta  FG  longior  fit  refta  CD.  In  u- 
traque  autem  hypothefi  , binae  con- 
ditiones , ifoperimetri  altera,  altera 
funftionis  maximae,  dabunt  binas  ae- 
quationes , exprimentes  relationem 
inter  CF  dc  DG  [ Fig.  A ] , vel  in- 
ter Ca  dc  Gb , vel  Fa  dc  Db  [ Fig. 
B]  , ex  quarum  aequationum  com- 
paratione deducetur  aequatio  curvae 
ABCDE. 

Inquiramus  itaque  llatim  quid  fe- 
rat conditio  ifoperimetri , dc  primum 
in  fecunda  hypoth.  [ Fig.  A ].  Si 
centris  B,  K,  E deferibantur  arcus 
Fa,  Cc,Dd,Gb,  dc  ex  aequalibus 
BCDE-^=BFGE  auferantur  aequa- 
lia Ba-f-KC-f-K  D + Eb=BF 
-j-Kc-f-Kd-f-EG,  remanebunt 
aequalia  C a -f-  D b =,  F c-f-G  d; 
unde  eft  Fc  — Ca  = Db  — Gd. 
Sed,  fi  CF  fumatur  pro  linu  toto, 
erunt  Fc  , Ca  finus  angulorum  FCc, 

CFa  , vel  CDO , BCN , & Fc 

Ca  differentia  horum  finuum.  Et,  fi 
DG  fumatur  pro  linu  toto,  erunt 
Db,Gd  finus  angui.  DGb,  GDd; 

vel  D E P , C D 0 , & Db Gd 

differentia  horum  finuum.  Ergo 

quoniam  Fc Ca  — Db  — - Gd, 

T 1 1 1 1 «« 


Digitized  by  Google 


PROBLEMA 


S-/6 


Si  | erit  quantitas 

i. 

t. 

3- 

dy—pdx:f(aa p p) 

fpdy  Maximum 
&/V/.^)Minimum 

dy—(* p)dx:y/(ixp — rpp)  o 

fpdy  Minimum 

dy  = apdx:  y/{(  bb — ad)  pp 2 aabp-{-  a 4) 

f{dt:p)  Maxim. 

4. 


erit  produdum  ex  C F in  diff  fi- 
nuum  angui.  BCN  , CDO  aequale 
produdo  ex  D G in  di#,  linuun 
ang.  CDO,  DEP , quae  produda 
fervant  uniformitatis  legem  ; eun- 
dem enim  litum  habet  Tineola  C F 
inter  angulos  BCN  dc  CDO , quam 
lineola  D G inter  angulos  CDO  , 
DEP.  Quamobrem , cum  politis 
abfcillis  A Q , A R,  &c.  = x,  ordi- 
natis QB,  RC,  &c.  = y>  curva 
AB,  ABC,  &c.— r,  fit  CF  = 
ddy,  linus  ang.  BCN  vel  CDO  = 
d y : dt , & differentia  linuum  ang. 

BCN,  CDO  = d^;  conditio 

ifoperimetri  dabit,  politis  dx  con- 

flantibus , ddy.  d-jt  = conflanti. 

Et  limiliter,  politis  dy  conflanti- 
bus, habebitur  ddx.  d — conftan- 


dt 


ti. 


Sed  in  prima  hypotheli  elementi 
dt  conflantis  [ fig.  B ] , fi  centro  K 
defcribantur  arcus  Cc,  Gg  j cum 
fit  C D = F G , erit  quoque  Fc  = 
Dg.  Igitur  triangula  Fdc,  Deg , 
quae  funilia  funt,  ut  liquet,  erunt 


aequalia,  ideoque  Fd=»De,  feu  ab 

— a F b D b e.  At , fi 

fumatur  Ca  pro  finu  toto,  erunt 
ad,  aF  tangentes  angulorum  aCd, 
aCF,  vel  iplis  aequalium  CDO, 
BCN  , & a d a F eft  harum  tan- 

gentium differentia.  Sed,  fi  fuma- 
tur Gb  pro  finu  toto,  erunt  bD, 
b e tangentes  angui.  bGd , bGe , aut 
iplis  aequalium  DEP,  CDO,  & 
bD be  harum  tangentium  diffe- 

rentia. Igitur , propter  ad  — ■ aF  =* 

b D b e , erit  produdum  ex  C a 

in  diff.  tangentium  ang.  BCN, 
CDO  aequale  produdo  ex  G b in 
diff.  tangentium  ang.  CDO,  DEP. 
Itaque  cum  lit  C a = ddy,  & tan- 
gens anguli  BCN  vel  C D O 

dy : d x , atque  differentia  tangen- 

. ,dy  . 
tium  =d2~x>  conditio  jfoperrmetri 

dabit , politis  dt  conflantibus  , ddyX 

d =r  conft. 
dx 


Et  limiliter  offendi  poflet,  ex  ea- 
dem figura,  quod,  pontis  pariter  dt 

conflantibus , fit  ddx.  d ~r  conft. 

Inquiramus  nunc, quid  ferat  con- 
ditio 
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4. 

dy=adx  :y/{pp a a) 

f(dy-p)  Maxim. 
& fp  dt  Minim. 

f- 

6. 

dy=(p — *)dx:f(  iap — a a) 

f\dy:p)  Minim. 

Jj  = adx:y/(bl>  — ibp+pp aa) 

fpdt  Max. 

T t ttt  1 


ditio  altera  funftionis  cujufpiam  ma- 
ximae vel  minimae,  percurrendo  ca- 
fus  omnes  in  Tabella  Autoris  enu- 
meratos. 

I.  Si  Max.  vel  Min.  debeat  efle 
fpdy , feu  fumma  fundionis  cuiusvis 
pabfciflae  [/BH]  duftae  in  elem. 
BN  vel  HI  ordinatae  j erit  [ fig.  A] 
ex  natura  Maximi , / BH.  HI-4-/CI. 
IL+/DL.  LM=/B  H.  Hi-f- 
/ F i-  i 1 -+-/G 1.  1 M , feu , demptis 

utrinque  communibus  ( /B  H - 

/CI).  Ii=f/CI— /DL).  Ll, 
quae  aequatio  uniformitatis  legem  fer- 
vat , cum  I i eodem  modo  fe  habeat 
rcfpeftu  BH  & CI,  ac  Ll  refpeftu 
C I Sc  DL.  Eft  autem  / BH — . 
/CI  = <fp,  Sc  Ii  -=ddy.  Quare 
conditio  propofita  dat  ddy.  dp=~ 
conflanti , politis  nempe  dx  conflan- 
tibus. Sed  in  eadem  hyp.  conditio 

ifoperimetri  dabat  ddy . d^j-{  

conft.  Data  efl  igitur  ratio  inter 
d y 

ddy.  dp  Sc  ddy.  d -j- , feu  inter  dp  Sc 


't 


Sit  ratio  haec  a:  1.  Ergo 


ad  j f =dp , Sc  integrando  ady:  dt 

p-t~c,k\iady*=(p+c)dt.  Quod 


fi  mavis  aequationem  inter  elementa 
coordinatarum  dx  Sc  dy , quadrando 
habebis  aady 1 =* (p-f-c)1  dt 1 — , 
(p+02^*1-f~  ( p c )l dy1 , feu 

+ *a 

(p+r)2)*  In  qua  formula  univer- 
lali , fi  ponas  conflantem  arbitrariam 
c — O,  habebis  i“.  aequat.  Tabellae. 

Si  vero  ponas  c= a,  habebis 

2'“.  Utrum  Curva  inventa  det  fpdy 
Maximum  vel  Minimum,  [ praeflat  e- 
nim  utrumque  pro  diverfa  ratione 
<*  ad  c ] quomodo  agnofeatur  docet 
Nofler  N°.  XCVI.  Probi.  I. 

Inde  etiam  derivantur  seq.  4 & f 
Tabellae.  Nam  fi  f(dy:p)  debeat 

efle  Max.  vel  Min.  pone  a a:  p . 

p,  Sc  erit  fpdy  Max.  aut  Min.  atque 
ideo  dy  = ( p -f-  c)  dx:  \!(aa  — . 
( P “H  c Y ) = ( * * ••  P ~h  c ) dx: 

d («“* + ==(«+• 

pc)  dx.y/(pp (a  + pc)1).  Quae, 

ponendo  c = O , dat  arq.  4 ; fed  y , 
ponendo  r„ I, 

II.  S Maxim,  vel  Minim.  dtbet 
efle  fpdt  , feu  fumma  funftionis 
f BH  ductae  in  BC  elem.  curvae  ; erit 
ex  natura  maximi,  /BH.  BC-f-f  CI. 
CD+/DL.  D E =/BH.BF  -f- 
/F  i.  FG  -f- /G  I.  GE  , feu  , demptis 
communibus  /BH.  Ca — /CI.  Fc=«, 
/CI.  Gd — /DL.  Db,  Sed  funt  Cs= 

BN 


> 


N.XCIII. 
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7- 

dj  — qdt:y/\44  + qq) 

fqdy  Maxim. 

& fydq  Min.  vel  Ma*- 

8. 

dy  = (4 q)dt:y/(bb—*14q+qq) 

fqdy  Min. 

& jydq  Max.  vel  Min. 

9- 


BCCF'FC-cSCF>GD= 


CO, 


-£°GD,  & Db  = GD  , quibus 
fubftitutis  habetur  aequatio  unifor- 
mis <&  ordinata  ( ?^/BH-^P /CI) 


DP 


‘BC 


CF  = (9g/CI-^/DL)GD 


DP 


CD 


DE 


Eft 


BN 


autem  CF  = ddy,  &^/BH 


CO 


- k/bh — cS  /CI 

d 1—2.  Quare  conditio  pro- 

dt 

polita  dabit  ddy.  d ~~  = conft. 

Sed  ifoperimetri  conditio  dat  ddy. 

d i?  = conii.  Data  igitur  ratio  eft 
d t 

inter  ddz&dii.  sit  ratio  haec 
dt  dt 

l : i , & erit  bd  = d , atque 
dt  dt 

integrando,  conflante  addita,  bdy  : dt 

==pdy:  dt- 4- 4 , vel  bdy pdy 

— adt ; quadrando  ( b p)*dyl , 

= a a df  = aadx1  -f-  aady1 , unde 

fit  ,=h  dy  = *dx : y/  ( ( b p )l 

*a  ) , quae  efl  aequatio  6,  degene- 
rans in  4 , fi  facias  b = 0. 


Inde  vero  fluunt  aeq.  3.  & i.  Nam 
fi  f(dt  : p ) debeat  efle  Max.  vel 
Min. , pone  44 . p — p , & erit  fpdt 
Max.  vel  Min.  ideoque  *dx: 

y/((  b — P)1  — » *)  = Adx:y/((b 

a a : p)1 44 ) = apdx : \/  ((  bp 

44  )*  a*pp  ) , quae  eft  aeq.  J , 

degenerans  in  i , ubi  fit  b=0. 

Ubi  tamen  notandum  aequationes 
3 & 6,  non  ad  Maxima  fpdt  & 
J(  dt : p),  fed  ad  Minima  pertine- 
re. 

III.  Si  Max.  vel  Min.  debeat  efle 
fqdy,  id  eft,  fumma  funftionis  cujuf- 
vis  q arcus  AB  [/AB]  duftae  in 
elem.  BN  ordinatae  , erit  [ fig.  B ] 
ex  natura  MAximi,  / AB.  BN]. 
/ABC-  CO+/ABCD.  DP  = 
/AB.  Bn  -+-  /ABF.  Fo  4-/ABFG. 
Gp,  feu  / A B.  ( B N — B n ) -f- 
/ ABC.  (CO  — Fo)  + /ABCD. 
(DP  — Gp)  = o=/AB.  Ca 
— /ABC.  ( Ca-J-Gb)  -+-  /ABCD. 

Gb,  aut  denique  (/ABC /AB). 

Ca  = (7 A B C — /ABCD  ).  Gb . 
quae  eft  aequatio  ad  legem  Uniformi- 
tatis ordinata.  Haec  vera,  quia  Ca 
= ddy,  & /ABC — /AB  = dq,  dat 
ddy.dq=  conft.  politis  nempe  dt  con- 
flantibus. Sed,  in  eadem  hyp.condi- 

tio  ifoperimetri  dat  ddy.  d^~  = conft. 

dx 

Quare 
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9. 

0 

dj  =4  d t : \/  (4  4 + q q) 

Ady.  q)  Max. 
icfxdq  Min.  vel  Max. 

10. 

dy  = (47 bb)  dt-b  i/(bb I4q- k-qq) 

Ady-q ) Min. 

1 1. 

dy  = adt  :y/  {aa-\-bb ibq  -f-  qq  ) 

fx  dq  Max.  vel  Min. 

Ut  folutioncs  reddantur  gcncraliffim®  , obfervandum , in  ( e ) 
omnibus  ilhs  aquationibus  litteras  />  & q augeri  minuive  pofle 

T 1 1 1 1 3 quan- 


Quare  data  ratio  ell  inter  dq  & d 

dx 


Sit  haec  4 : i. 


Igitur  ad^  = dq} 
dx 


vel  integrando  , conflante  addita  , 
ady  : dx  = q-\~  e,  vel  ady  = qdx -j- 
edx.  Haec  aequatio  limpliciflima 
compleftitur  7 & 8.  Nam  quadran- 
do , efl  a ady1  = (5-f-f  = 

(q  + cydt1 U + c)1  dy‘.  I- 

gitur  ^dy=(q+e)  dt=  \J(aa 
■4-  (?  + r Y )•  Qu*  > facias  t =Ot 
abit  in  7,  & in  8 fi  facias  r=  — 4, 
& 44  -f-  cc  = bb. 

Et  ex  7 derivatur  9,  pro  q fubfli- 
tuendo  aa:  q , atque  8 reducitur  ad 
IO , feribendo  bb  ■■  q pro  q . 

IV.  Si  Max.  vel  Min.  debet  efle 
fydq,  hoc  efl,  fumma  produfti  ex 
AH  [y]  in  dq,  differentiale  fun- 
flionis  cujufvis  arcus  AB  [<//AB"|, 
erit  [ fig.  B ] ex  natura  Maximi,  AH. 
df AB4-AI.  df ABC  + AL. 
<//ABCD  = AH.  df  AB  + Ai. 
df  AB¥  + AI.  <f/ABFG , feu  [ quia 
ABC  = ABF,  & ABCD== 
ABFG  , demtis  utrinque  communi- 
bus] Ca.  df  ABC  =.  Gb.  «f/ABCD, 


hoc  efl  [ quia  Ca  = ddy , &c  df  ABC 
=zdq]ddy.  dq=  confl.  pofitis  dt  con- 
flantibus. Sed  in  eadem  hyp.conditio 

dat  ddy.  d~?  =;  confl. 
dx 


ifoperimetri 


Itaque  data  efl  ratio  inter 


dqbdiy. 


Sit  haec  4 : 1.  Ergo  dq  = ad  -•? 

dx 

atque  integrando , addita  conflante , 

q -f-  c = ady  : dx  vel  qdx  -f-  cdx ■ 

ady,  au*  eadem  efl  ac  fuperior. 
Unde  eft  quod  *q.  7 & 8 dant,  non 
modo  fqdy , fed  Si  fydq  Max.  vel 
Min. 

Pariter  vero , fi  feribas  x pro  y , 
invenies  curvam  , cujus  funftio  fxdq 
efl  Max.  vel  Min.  defignari  per  *- 
quationem  qdy cdy  =adx,  qu* 
compleftitur  9 & 10  Tabellae.  Nam 
quadrando  ^-f-e  )*  dy-  =aadxx 

• aadi1  — a ady1  vel  dy  = adt: 

yJ(aa-\-( qu*  efl  9 , 
fi  c = o,  Ii  vero  fi  e=i b. 


(*)  Id  non  fatis  univerfaliter  ve- 
rum efle  jam  dudum  animadvertit 
D.  Joh.  BerNOULLI.  /Equatio  , v. 

g- 


/ 
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N.  xcill.  quantitate  quacunque  conflante  e ; eaque  ratione  id  effici , ut  cur- 
va inventa  non  cantum  conditioni  praferipta:  fatisfaciat,  fed  datas 
quoque  Eat  longitudinis  : exempli  gratia , loco  primz  aequationis 
dy  =pdx : >J  {d  d — ff  ) fubfiitui  potefl  dy  =(  f c)  d x : 

^ {dd — pp — icp — c c)  vel  etiam  ifta  , dy=:(p — c)  d x : 
ij  ( dd  — pp  + icp  — ct ) ,■  quibus  curva?  denotantur  , qua:  Ma- 
ximum fpdy  comprehendunt,  infuperque  determinatam  longitu- 
dinem, camquc  pro  quantitate  litterae  c majorem  minoremve, 
obtinent. 

Sciendum  etiam  cfl,  reperiri  poflfe  aequationes  curvarum,  qua- 
rum fpdy , fydj,  &c.  cfl  Maximum  Minimumve,  cum  quantita- 
tes , qua:  litteris  phy  delignantur , non  tantum  fimplicicer  data: 
funt  per  x vel  t , fed  etiam  promifeue  ex  x & j , vel  t & y 
compofit«e.  Hoc  fini  fumo  difFcrentiale  ipfius  p [ confidcrando  y 
indar  conflantis]  quod  voco  mdx,  facioque  r=/mdx  & deni- 
que dy  = r d x : ^ ( dd  — rr);  quo  pa£lo  habebo  aequationem 
curva:,  cujus  fpdy  efl  Maximum.  (d)  Similiter  fi  diffcrcntiale 

ipfius 


g.  quam  primae  fubdituit  Noder , 
dy  — (p-4-O  d*-  y/{dd — (/> 
-f-  c Y ) , dabit  quidem  fpdy  Maxi- 
mum vel  Minimum  ; non  vero /(  dt: 
pj,  cui  convenit  dy  = apdx  : y/((  ty 

a1)1 a2pl  ) a priori  diverfa  , 

nili  quando  illic  c,  liic  b funt o. 

Dedimus  autem  , in  Nota  fuperiore, 
pro  lingulis  cafibus  aequationes  com- 
pletas. 

(a)  Si  p (it  funftio  ipfarum  * 8c  y 
quam  delignabimus  ile  /AH  dt  HB, 
tunc  , ubi  fp  dy  debet  ellc  Max.  vel 
Min.  erit  [ fig.  A ] ex  natura  Maxi- 
mi ,/AH  dt  HB.  HI  +/AI  dt  IC. 
IL  + /-ALdfLD.  L M = 
/AH  (f  H B.  Hi  -f- /Ai  & iF.il-f- 
/Al&lG.  IM,  quod  reducitor, 
demptis  communibus,  ad  (/Ai  t^iF 


— /AH  & HB  ).  Ii  — (/Ai  dt  i F 
— /AIdrIC).  IL  = (/AldtlG  — 
/AidtiF).  L1  — (/ AldtlG  — 
/ALdtLD).  LM,  quae  debitam 
fervat  uniformitatem.  Iraque  cum 
/Ai&iF — /AHdrHB  fit  difie- 
rentiale  funftionis  p,  fi  dp  ponatur 
z=mdx  ndy  [ quia  p datur  in  x 
& yi  erit  (/Ai  & iF — /AH  dt  HB). 
Ii  = ( mdx  -f-  ndy  ) ddy  — mdxddy 

-\-ndyddy.  Sed  (/AidtiF 

/A  I dt  I C ).  I L defignat  proHuft um 
ex  I L [ d y ] in  dilferentialc  fun- 
flionis  p ita  fumptum,  ut  x manen- 
te [ ed  enim  I C = i F ] y augea-  • 
tur  quantitate  ddy  [Nam  Ai  dum 
fit  AI , incrementum  ed  Ii  = ddy  ], 

hoc  ed  (/Ai  dt  iF /AI  dt  IC  ). 

IL  » nddy.  dy  =.  ndyddy.  Quare , 

id 
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ipfius  f [lumta  femper  y conflante]  vocetur  ndt,  fiatque  t» — N.XCIII. 
fndt,  ac  dy  d t : y/  (aa+w) , prodibit  curva,  cujus  Jqdy 

eft  Maximum.  (e  ) Efto,  exempli  gratia,  p~y/  (xx +y  y) , hoc 
cft,  fupponendum  Gc  in  fig.  * applicatam  PZ  vel  GH  aquari. viAFlRI. 
chorda  BF , erit  differentia  ipfius  />,  xdx  : \/(xx+yy).  Curva  N.Lxxxii'. 
igitur,  M)\iifdys/{xx+yy ) cft  Maximum , fit  dy  ~{rdx 

V(  aa  - — rr ) =]  dxf  7--*^*--  :y/(aa (fxdx — )*  )j  nj. 

...  J y(xx+J))  VV  W^x+yy)1 

hilquc  ad  omnimodam  Problematis  rcfolutioncra  deeft  , pratee 
artificium  feparandi  quantitates  indeterminatae  a fc  invicem  , 
quod  profequi  inftituti  noftri  non  cft.  Dantur  vero  etiam  cafus, 
ubi  nec  opus  cft  feparatione , nempe  cum  littera  y non  amplius 

ingre- 


id  quod  conflanti  aequale  ponendum 

efl,!  eft  mdxddy-\-ndyddy 

ndy  ddy  = mdxddy.  Ergo  , cum 

conditio  ifoperimetri  det  ddy.  d — 

dt 

= €00(1..  erit  inter  mdx  & d^- 

dt 


ratio  conflans , quae  fi  dicatur  a:  1 , 

habebimus  mdx ad  -r-  & inte- 

dt 

grando  r {fmdx~\  =.  ady  :dt , vel 
ady  — rdt,  atque  quadr.  a ady'=*  rrdt1 
- — zrrdx-  4-  rrdy1  , ac  denique  dy 

= rdx : y'  (aa r r ). 

( * ) Pariter  fi  q defignet  /ABerAH, 
fitque  fqdy  Max.  vel  Min. , erit  [fig. 
B ] ex  natura  Maximi , (/ABdrAH). 
HI  4.  (/ABC  dr  AI).  IL  + 
(l/ABCD<?  AL).LM=  (/ABcfrAH). 
Hi  + (/AB  F & Ai  ).  il  4- 
(/ABFGcrAl).  1M  , quae  aequatio 

reducitur  ad  ( /A  B C & A I ■ 

/ABcrAH ).  1 i (/ABCdrAI  — 

/ABFcfrAi).  IL  = (/\BCD  & AL 
— /ABC<<rAI).Ll— (/ABCD^AL 


— /ABFGtfrAl ).  LM  , quae  uni- 
formis eft  in  utroque  membro.  A- 
nalytice  autem  redditur  fic.  Quo- 
niam /AB  6"  AH q data  in  r & 

y , erit  (/ABCtfrAI  — /ABrfrAH). 
Ii  ==  dq.  d dy—  ( mdy-\-ndt)  ddy 
- — : m dy  ddy  -\-ndtd  dy  , atque 
(/ABC  & AI  — /ABF  &A\ ).  IL 
= mddy.  dy  — mdyddy.  Quare  id 
quod  conftans  ponendum  eft  , nem- 
pe (/ABCdrAI  — /AB  <Sr  AH  ).  Ii 
— (/ABCdrAI— /ABFdrAi.)  IL, 

erit  = mdyddy -f-  ndtddy 

mdyddy  = ndtddy.  Sed  conditio  ifo- 
perimetri dat  ddy.  d ^=conft.  Erit 
dx 

itaque  data  ratio  [*.i  ] inter  ndtddy  Si 

ddy.  d ^ , vel  inter  ndt  Sc  d . Un. 
dx  dx 

de  eft  ndt  ==  ad  Si  integrando 
dx 

v = ady:dx,  vel  ady=^v  dx. 
Quadrando  a ady'-  = vtidx1  — nr  tdt* 

vvdy* , atque  tandem  dy  = vdt : 

\f(  4<*4-t)t>). 
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H. XClil.  ingreditur  differentiate  ipfius  pi  vclut  fi  ponatur  ^ = (x*-f -yy);* 
vel  = (xx  +yy  — by)  : at  &c.  hoc  enim  in  cafu  atquario  cur- 
v®  non  erit  diverfa  ab  ipfa  dy  = xxdx:  f (x*  — x+);  fic  ut 
hinc  concludamus,  eandem  curvam  BFN  Problemati  fatisfaccrc, 
five  applicatam  PZ  quadrato  applicata;  PF,  five  quadrato  chor- 
da; BF , aut  infinitis  aliis  modis  proportionari  fupponamus  ; pa- 
riterque  etiam  in  aliis.  Obiter  hic  noto,  quod  Frater  mentione 
hujus  curvi  fadla  in  Ephem.  Gall.  (f ) a (Terit , illam  ejfe  , quam  re- 
fert linteum  a pondere  liquidi  expanfum . quam  ego  quoque  mea  Eia - 
ftica  attribuam.  Dicendum  potius  fuiffet  , efle  Elafticam  , quam 
ego  quoque  afferam  figura  lintei ; quandoquidem  , poft  dcmonftra- 
tionem  a me  in  Actis  Lipf.  ( f ) exhibitam  de  Elaftica , nemo  du- 
bitare pofiit  ; cum  contra  de  figura  lintei  id  aliter  hucufquc  non 
conftiterit,  nifi  quod  illud  fatpe  numero  affirmaverim  in  Attis, 
co  jam  tempore  , quo  Frater  adhuc  longe  diverfum  fentiebat. 
Sed  gaudeo,  Geometris  veritatem  allerti  mei  paulatim  agnofei. 

Quod  Minima  concernit  , qua;  Tabula;  inferui . hoc  noto  pe- 
culiare ; quod  quamquam  eadem  fit  curva  , qui  Maximum  fp  dj 
& Minimum  f\dtxp ) fuppeditat,  illa  tamen  curva  priore  priro- 
gativa  in  genere  duntaxat  figurarum  Ifopcrimctrarum , altera  ve- 
ro in  ordine  ad  omnes  omnino  curvas  potitur  ( h ).  Secus  fc  res 
habet  cum  Maximo  fpdy  & Minimo  f(dt:p):  praeterquam  enim 
quod  non  datur  Maximum  f(dt:p),  quod  tale  fit  in  ordine  ad 
omnes  curvas , hoc  quod  tale  tantum  cft  inter  figuras  Ifopcrimc- 

tras , 


(f  ) N°.  LXXXII.  pag.  816. 

( * ) N°.  LXVI.  pag  <S4o.  feq. 

( fc  ) Quia  fcil.  in  aequatione  uni- 
verfali  pro  f(.dt:p)  Minimo  vel 

Maximo,  dy  = ap  dx:  f ((  bp 

aa  )l aap  p),  fafta  eft  b = 0 ut 

degeneret  in  dy  = pdx : f ( a a 

p p').  Sed  b : t erat  ratio  inter 

d & d-f  [ Vid.  Not.  b.  Art.  II  ] 

pdtdt 


Idem  igitur  faftum  eft  , ac  fi  po- 
fuiflemus  (impliciter  d^  = 0 , vel 

= conft.  id  quod  juxta  Reg. 

pdt 

N * . LXX  V,  Not.  a , pag.  771,  fup- 
peditat curvam  quae  inter  omnes  dat 
f(.dt:p)  Minimum. 
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tras , eidem  curvx  non  competit,  cui  Minimum  quadrat  fpdy , 
dc  ex  Tabella  liquet.  Quemadmodum  etiam  non  cxiitiraanduui 
cft  , curvam  illam  , qua;  uno  in  fttu  toinimuh  fpdy  fubmimf- 

trat , in  alio  exhibere  Muximum , five  , duas  priores  1 abulx  hu- 
jus aquationes  defignare  politiones  tantum  diverfas  unius  ejuf- 
demque  curvx ; quanquam  in  cafu  p t=  x utraque  conveniat  cir- 
culo. Ratio  cft , quod  fi  per  p potentia  quxdatn  intelligitur  ip- 
fius  x,  pro  exponente  habens  fradionem  , cujus  numerator  cft 
nnitas,  denominator  numerus  quilibet  n,  curva  aequationis  dy  = 
( 1 — p)  dx:  f ( 1 p — pp)  perpetuo  mechanica  cft  & a quadra- 
tura circuli  dependet  [ (olo , quem  dixi  ; cafu  excepto , ubi  * 
= 1 , ] cum , obfervante  Fratre  ( 1 ) , illa  , qua;  aequationi  dy=z 
p dx:  V ( 1 — pp)  refpondet , fit  altcrnatim  algebraica  : reperio 
( k)  enim  fi  »=  z , applicatam  y alterius  curvx  fore  = (^+1) 

V(ip — pp) — f(dp:\/(ip pp));  fi  » = 3.  J for 

+P+l)j{*P — PP) /(3  dp:y/{ip — pp))i  fi  » = 4. 

y = (/’  +PP  +'/.  + '/) s/(ip  — pp)  /(  v dp  : s/{ip  — pp)), 

&ge- 


0)  N°.  LXXXII.  pag.817. 

(k  ) Etenim,  fi  p = xl'  n , erit 

x =.  pn  Se  dx npn  1 dp,  quo 

fubllituto  , erit  y [ J (( 1 — p)  dx  : 

y/  C zp-pp))  ] = »/<(  pn~l-pn)dp: 

y/(2p  — pp)).  Sed  (A)  — nf{pn dp: 

V(2P — pp))=p  ” 1y/(2p — 

PP)  (2» 0/(P  M 1 dp  : 

\J( 2 p pp  )),  ut  facile  liquet. 

Ergoy—nf(pn  1 dp:  s/ (2  p~ 

ppj)+pn~~l  d (2 P — pp)  — 

(an i)Kpn~'dp:  v/(  2 p pp  )) 

feu  ( B;  y — pn  1 y/(2 p — pp)  — 
J ac.  Ber  mulli  Opera. 


pn~'  dP : v/(  2 p - pp)). 
In  aequat.  B,  pro  ultimo  termino  , 
lubftitue  valorem  ejus  deduftum  ex 
aeq.  A , in  hac  feribendo  n — I pro 

n , Se  habebis  ( C ) y (pn  1 

+ Pn~ 2)\l(2P PP) (2« 

~l)f(Pn~2dp.W(2p-pp)). 
Hic  iterum  mutando  ‘erminum  ulti- 
mum juxta  aequat.  A,  habebis  ( D) 

+,«+2L3,-J, 

y/ (2 p pp)).  Atque  ita  pergen- 

do, invenies  eandem  Seriem,  quam 
hic  tradit  Nofler. 

» 

Vup  uu 


N.  XCIII. 


I 
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i , n 

+ P 


t , n — 3 , , n — 4 
+*P  + 


& generaliter  y=  (/> 

JfCf"  ufquc  ad +e)v/(V — PP)~~  /W/>V  ( ip 

— />/>),  fumendo  nempe  <*== , * =- 

i»— 3. 1« — J.  in — 7 


n — i.n — 3.  n — 4 


& e — 


n » n — i.n — 3 

i» — 3.  in — 3.  i» — 7 3 


n — i.  n — 3.« — 4, 


I. 


pdx 


Inftituta  jam  collatione  inter  aequationem  dy=.dxfr~  (1 

— )*)  a Fratre  menf.  Dee. 1697  (l)  exhibitam,  & meam 

dy  =^=pd  x:  \/ ( i — />/)  hic  traditam  i facile  cft  animadvertere, 
utrique  convenire  non  pofle , nifi  cum  p fimplicem  potcftatcm 
denotat  ipfius  x , qui  quidem  ipfifiimus  ille  cafus  efl , quem  ego 
initio  propolueram  ’•  adeo  ut  fi  ejus  folutione  Frater  acquieviftct , 
neque  extendere  Problema  latius  voluiflet , cztcraque  diflimulaf- 
fet,  quod  concernit  arcum  B F , fi  ve  Maximum  fydy,  nunquam 
certe  in  paralogifmi  fufpicioncm  apud  me  madidet  ; quando- 
quidem folo  hoc  fuperpondio  , quo  fuam  Solutionem  generalio- 
rem efficere  voluit , vitium  methodi  fuz  mihi  prodidit  ; fieque 
etiam  iis , quz  in  fe  alias  proba  erant , pretium  ademit. 

Dico  diflimulandam  fuifle  omnino  partem  Problematis  , quz 
fpeftat  arcum  B F ; quippe  quz  de  illa  profert  generaliter  fallunt, 

neque  zquatio  legitima  huc  pertinens  cft  dy  = dxf^—£-  : 

q J X 

v'  ( 1 — (/ )*  ) i uti  per  verba  fua , D'ou  il  efl  evident , &c. 

innuere  velle  videtur;  nec  etiam  dy  = qdx:\/(i- — aq);  fed 
potius  juxta  Tabulam  zq.  7.  t ydt:  qu®  ah 

illis  non  modo  plane  diverla  cft  , etiam  quando  per  7 fimplex 
denotatur  poteftas  ipfius  t , verum  quoque  curvas  rcprzfcntat , 

quz 


(>)N°. LXXXII.  pag.  818. 
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qu*  primam  mechanicarum  clafiem  nunquam  excedunt,  qualif-  N.XCIII. 
cunque  fatuatur  relatio  algebraica  inter  t & q ( " ) ; praeterquam 
quod  omnes  re&ificationcm  admittunt,  tangensque  anguli,  quem 
iplae  cum  fuis  applicatis  conftituunt , quantitati  q femper  propor- 
tionatur  ( D ).  In  fpecic  obfervarc  pofiumus , fi  q potentiam  de- 
notat ipfius  t , cujus  index  eft  fraftio  pro  numeratore  habens 
unitatem  , & pro  denominatore  quemvis  numerum  n , conftru- 
dionem  curvat  ope  folius  Logarithmica;  perfiti  pofic  , una  coor- 
dinatarura  x & j femper  exiftente  algebraica  & altera  mecha- 
nica ; idque  alternatim  juxta  ordinem  numerorum  i , t , 3 , 4 , 

&c.  quos  litcra  n fignificarc  poteft.  Rcperio  enim  , ( 0 ) fi  harc 

V u u u u t deno* 


(m)  Etenim,  quamadmodum  ex 
aeq.  *dy  = (q-\rc)dx,  deduximus 
Nota  b , Art.  III  ,dy  = ( q-^-c  ) dt: 
>J  |-(  j-f-c)1  )>  pariter  deduci- 
tur dx=  adt : \/ C «4  4-  ( q- f-e )‘  ). 
Igitur  fi  ad  ablcifiam  communem  t , 
deferibantur  duae  curvae  , quarum 
ordinatae  fint  ( q c J ; ( 44  -f. 

C?  + r)l)>  & 4 :^(aa-i-(q4~ 

c j1)  erit  area  prioris  proportiona- 
lis ordinatae  y , pofterioris  ordinatae 
x curvae  quxfitx. 

( D ) Haec  tangens , quae  eft  dy  : 
dx  aequatur  quantitati  a. 

Igitur , quia  Nofler  facit  hic  c = 0, 
tangens  proportionatur  ipfi  e. 

( 0 ) Etenim  , fi  ftatuas  t = q , 

& dt  = nq  * dq  , erit  dy  [ qdt : 

i ( 1 +« )]  =».  n<\di  ■ y/(  » + n )• 

Sed  eadem  ratione  qua  ufi  fumus 
N».  LXXXII , pag.  817  , Not.  e , 

invenies  y , feu  nf(qndq  : V^l-H?)) 

-f"' V(«+B)—  (n-i)f(qn-2dr. 


( I + ??!))•  Igitur  y feu  fumma- 
tio  ipfius  qndq : ^(i-hqq)  pendet  a 

fummatione  ipfius  qn  2dq:  y/(i  ■+■ 
qqj,&  eodem  argumento  naec  pen- 
det a fummatione  ipfius  q n ^ d q: 
y/(  i-{-qq),&c.  Quare  tandem  de- 
veniemus vel  ad  qda:  ^ ( 1 -+-;?)» 
quod  integrabile  eft  & = \/  ( 1 -f- 
qq),  vel  ad  dq  : \J(  I -J-  qq  ),  quod 
pendet  a Logarithmis  feu  quadratu- 
ra Hyperbolx.  Iftud  accidit , fi  fit 
n par  ; illud  fi  impar.  Ergoy  alge- 
braice  reperitur  fi  » impar , per  Lo- 
garithmos  fi  «par.  Verum  x [adt.- 

V(  *+*?)]  = nqn~ldq : y/(l  +qq) 
pendet  a Logarithmis , fi  w impar, 

quia  tunc  n 1 eft  par : algebraice 

vero  determinatur , n « par  , quia 

tunc  n 1 eft  impar.  Ceterum, 

eadem  methodo  , quam  adhibuimus 
Notak,  Series  Audoris  noftri  fa- 
cillime inveftigattir. 
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denotet  numerum  imparem  , for  e ) = (/  f — aqn  | * + 

bq”  * cq”  7 &c.  ufquc  ad  ±t)  y/  ( i + qq)>  & fi  pa- 

rem  7 = (7  — +^7  — f 7 • &c,... 

..^=e)v/(i  + 77)z^/(e//f:v'Ci+7?))>  fumtis  , 


1.  » — 3.  » — 1.  n — 3.» — f 


■2.  » 


2.  »■ 


4-» 


& e = 


n I . n 3 . n 3 .... , . 2 

n 2.  n 

4.  n 

6. 

• • • • • I 

n — l.n 

l.n 

I 

• • • • • • 3 

n l.n 

4 .n 

6, 

2 

pro  priore  hypothcfi , vel  e — 

pro  pofteriore  3 ne  quid  dicam 

de  altera  coordinatarum  x,  qua:  eodem  modo  per  q definietur. 
Sumta  igitur  reda  quadam  indeterminata  , qua:  vocetur  q , per- 
fpicuum  eft  inveniri  per  illam  pofte  x &c  y , unam  algebraicc  & 
per  logarithmos  alteram  , longitudinemque  curva:  t femper  fo- 
re = 7". 


Memoratu  porro  digna  funt , ut  alia  prartcrcam  ; Quod  una 
cadcmquc  curva  eft  , qua:  ( in  diverfis  pofitionibus  ) fimul  & 
Maxim.  fqdy  & Max,f\dj:q ) fuppeditac  (p)i  Quod  eadem 
quoque  exhibet  Minimum  Maximumvc  fjdq  vel  fxdq  ( Mini- 
mum , fi  crcfccntibua  x,  y & t crcfcit  q ; Maximum , fi  decrefcit:) 
& Quod  denique  Catenaria  privilegio  inter  alia  non  contemnen- 
do plura  comprehendit  Maxima  Minimaque  ; nempe  Maxima 
dy.x),  ft dy,  f(dj:  t),  fjdt , fxdt;  Minima  ftdj,fxdt , 
fy  dr , prout  ex  arquatiouibus  4,7,  8 , 9 » n elucet  , qua: 
omnes  in  cafu  p = x,  & q=t  curvas  huic  conveniunt  ( 1 ); 

Ca:tc- 


( * ) Nempe  cujus  aequatio  eft 

dy  = qdt  :\/(  aa-\-qq  ) iive  d x 

adt : s/{  aa  -\-qq  )}  aut  dy  = a d t : 
^/(44-f-fj)  Uve  dx  = qdt:yj(aa 
.+  M )■ 

( q ) Cujus  aequationem  N°, 


XXXIX  oftendimus  efle  dy  — adza 
^/(  2 at.  -}>«.),  vel  pro  z feribendo 

x 4 , dy  = adx : v/(  xx 44  ) » 

aut  etiam  dy  =adt:  v' (44  4*  u)>. 
nec  non  dx  wm,  tdt : )/  ( aa + tt  )> 


Digitized  by  Googl 


I S O.P  ERIMETRICUM. 


887 


Caterum  non  pofTum  quin  moneam,  fupcrfiuam  Fratrem  opc-N.XClll. 
ram  impendiffe  quaerendis  radiis  curvatura;  fcu  ofculi  Tuarum 
curvarum  > quippe  quod  jam  dudum  in  otitis  Lipf  a me  foe- 
tum fuerat  ; czfcribcnda  tantum  fuifient  qua;  habentur  menf.  Jun. 

1694  i P-  267.  Tcq.  ( * ) cum  ha;  curva;  nil  fint  nifi  totidem  di- 
verfx  fpccics  mearum  Elafticarum. 

Hxc  ad  priorem  Solutionem  fraternam  , qua:  menf.  Dcc.  1*57 
( * ) comparuit , notanda  fuerunt.  Quod  alteram  Solutionem  , 
feu  prioris  potius  corregionem  menf.  Apr.  1698  (*)  infertam 
concernit  , notum  me  rogaffe  Fratrem  , ut  illam  iterata:  revi- 
fioni  fubjiceret,  ipfum  vero  in  hunc  ufque  diem  nondum  ex- 
orari fe  palfum.  Quapropter  ejus  hic  vices  fupplco , Le&ores- 
que  noftros  moneo , conjefturas  has  fecundas , quoad  Maximum  fpdy 
rc£ic  quidem  , at  haud  aque  feliciter  quantum  ad  Maximum 
fqdy  cclDfle ; locoque  xquationis  dq  [vocando  7 quod  ipfi  eft 
=ddy  :(dtl — dy1  ),  feribendum  fuifie  dq=addy : dx  , 
fumpto  elemento  non  ipfius  curvae  dt  , fcd  ordinata  dx  pro 
conflanti;  quod  ex,  aquatione  7” ‘.Tabula  mea  facile  offenditur: 

Aquatio  eft  dy^qdt:  <J(aa-\-qq)  ; hinc  fit  dx\_\J{dtl 

dyl  )J=adt : ^ (aa-\-qq)-,  adeoque  dy:  dx  = q:  a,  hoc  eft 
ady  = qdx  , & differentiando  addy  = dqd  x , five  d q = 
a ddy : d x,  Q.  E.  D. 

( ' ) N°.  LVIII.  pag.  582.  &.£eci.  ‘ ( 1 ) N°.  LXXXII. 

( ‘ ) N°.  LXXXIV. 


Vuuuu  3 NVXCIV. 
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JACOBI  BERNOULLI 

NOVA  METHODUS 

Expedite  determinandi  radios  ofculi , feti  cur- 
vatura , in  curvis  quibufvis  algebraicis. 

AQnErud.  m m Ethodus  h*c , ncc  in  radicum  squalitate , ncc  in  Thco- 
Novp7jo°8  |\/l  rematis  noftns  Jun.  Ati.  1694  * exhibitis  fundata,  led 
X ▼ JL  fingulari  quadam  eruta  ratione  t » radium  curvatur*  in 
omni  curva  algcbraica,  citra  ullum  diftcrentialium  adminiculum, 
generaliter  exhibet;  idque  tanta  facilitate  & promtitudinc,  ut  ni. 
hil  polfit  expeditius.  Sufficit  enim  pro  lingulis  aquationis  ter- 
minis, c vcftigio  & nullo  prsvio  calculo,  alios  quofdam  1’ubfti- 
tucrc,  prout  c mox  dicendis  patebit. 

Efto  curv*  cujufvis  algebraie*  [ cujus  utique  tangens  inventa 
fupponitur]  abfcilTa  AB  = x,  applftata  BC=^,  5c  fubnor- 
malis  B D = z.  , [ qu*  omnes  dat*  funt , ob  datum  C pun- 
£lum  , ] & fit  inveniendus  radius  olculi , fcu  curvatur*  C E. 

Regsla.  Aquatione  tota , qu*  curv*  naturam  exprimit , 
ad  unam  partem  conllituta;  & deleto,  fi  adfit,  termino,  quem 
neutra  indeterminatarum  x & y ingreditur;  reliquorum  finguli  , 

in  quibus  reperitur  fola  x , reprsfentcntur  pcr/.vw;  in  quibus  fo- 

hy,  pcrgyM,  & in  quibus  reperiuntur  jun&im  -v,& y , per  hxrj-t 

deno- 

# 

* N*.  LVIII.  pag.  y78. 579.  f N°.  CIII.  Art.  XXII.  XXIII.  XXIV. 
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denotantibus  , nempe  , litteris  /,  g , h , terminorum  fuorum  eo-  N.XCIV. 
efficientes , 6c  literis  m,  n,  r,  s exponentes  potcftatum  ipfarum 
x & y-  Tum  vero  fiat  fra&io 

in  cujus . ; . ; numeratore  ....  denominatore 

iS  Cf**1  ^ 3 C + mfxm  1 z, . +(»» — mm  ) fx m 1 yy 
<=  \gy”  r I y — »gjn  + (»  — nn)gyn  1 zz 

o.  ^ hx y ^ ^ rh>f'~“l y*  z +(r — rr)  hxr  1 y 

— shx  y'  +(s—mjj)hxryi  1 zz 

irsbxr  1 y s z 

hoc  eft,  loco  data:  atquationis  fxm+gyn  + hxr y =»0  [que 

forma  eft,  ad  quam  omnes  referuntur,  ] feribatur  ( mfxm  ** 

ngyM  + *hxr  lys  — shxrys) : (+(/»—*»»)  fxm  1yy  (» — n») 

gyn~lzz  + {r  — rr)hx  r—lys+l  + ) hxT y*~x  zz  — 

irshxr  1 ysz) ; quo  fa<fto,  ut  denominator  fraflionis  ad  ipfius 
numeratorem,  fic  erit  CD  ad  radium  ofculi  qu&Tnum. 

E x E M p L.  I.  Aquatio  pro  Parabolis  omnis  generis  cft  x — y* 

= o.  Conferatur  x cum  fxm . & — yn  cum^r”;  cric/=t  ,m 
= i , g = — i , 5c  »^=»;  quibus  valoribus  fubftitutis  refultat 

fra&io  ( z-\-nyn) : {{nn — n)yn  lzz)  — {z-\-nx):({nn  — n)y*  Zc~) 

— [ob  nyn  !2=i,  ex  natura  Parabolarum  ] (c  + wx): 

((/» — i )z)  j unde  ( n — i )2:z  + m = CD  : CE,  five  2.'«  + 

»x  = CD :(» — i)CE;  quod  propter  fubtangentem  Parabola:  BF 
= nx , hanc  facillimam  Conftruftionem  fuppeditar.  Ex  punifto 
F , ubi  tangens  CF  fecat  axem , excitetur  axi  perpendicularis  FG, 

cui 
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K. XCiv. cuj  occurrat  produ&a  DC  in  G,  erit  DG==(«—  i)  CE; 

adeoque  CE=  — — DG. 
n n — i 

ExempL.II.  Sit  aquatio  curvae  y'-\-x'+  xxy — xyy  + 4* — 
44y  + 44  x — 4xx  + 4yi  = o.  Negle&is  4 ’ & collatis 

+y ' cura  gyn , habetur & »=} 

+x'  ...  .fxm /=  i &c  m = 3 

+xxy  . . . hJj*  . . . . h=.\  >r-=:i>s-=z\ 

—xyy..\.hJryt.  . . .h= — i ,r=i  , /=  i 

n ' 
— 44y....gy g = 44,»z=l 

+ 44X..;fxm.  . . . fz=  44 , m =—  I 

—4xx...fxm  ; ' : ; ; /— — 4,m=i 

+*yy»"‘&yM  * •/=*»»=* 

quibus  ubique  furrogatis  , exurgit  fraftio  ( — 3 y,  + 3*x*-  + 

2 xyz x xy yy  e,  + 1 xyy  + a 4 y + 44z z axz, I4yy  ) : 

( 6yz,z,  — 6 xyy iy' 4 xyz.  + ixzz,  + +yyz  + I4yy  — i4z,z,). 

Dico  hujus  dcnorainacorcra  ad  numeratorem  fc  habere  ut  CD 
ad  quaefitam  CE. 

O b s E R.  v.  I.  Cum  data  fit  relatio  inter  x , y , z , fcu  AB, 
BC,  BD  , CD;  poterit , ejus  ope , femper  una  plurcfve  harum 
quantitatum  e fractione  eliminari  , eoque  quxfitum  in  terminis 
plerumque  fimplicioribus  exhiberi ; ut  fupra , in  Exemplo  I , con- 
tigir. 

O b s e x v.  IT.  Non  opus  cft , ex  data  aequatione  tollere  prius 
fradtiones  & furditates , quando  ha:  fimplices  duntaxat  potcllatcs 
quantitatum  x & y innuunt.  Tantundem  enim  eft,  ex.  gr.  44  :x 

atque  44X  1 , \Jax  atque  4l:lxl  'l , *^xyy  atque  xl’*y1'*  , &c. 

.Obsexv. 
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Observ.  III.  Imo  nunquam  illas  tollere  cft  opus,  ctiamfiN-xCIV. 
ligna  radicalia  binomia  & multinomia  involvant.  Non  minus 
enim  aflignari  poteft , quid  pro  talibus  in  fra&ionc  fit  fubftitucn- 

dum.  Sic  fi  habeatur , in  arquatione , quantitas  furda  nyJ (xm+a  ), 
brevitatis  caufa , difta  p ; ejus  loco  , in  numeratore  fradlionis 

furrogo  ( mxm  : npr‘~~'1 , in  denominatore  repono  + ((»» 

mm ) xm  1yy  ) : npn  1 + (( n 1 } mmx 1 m lyy)  .nnp 1 1 , 

pariterque  etiam  in  aliis. 

Observ.  IV.  Haud  abfimili  methodo , tangentibus  invenien- 
dis Regula  pratfcribi  poteft , quanquam  eadem  vulgari  quoque 
differcntialium  Calculo  haud  difficulter  eliciatur.  Sit  rurfum  da- 
ta «quatio  fxm  + gyn  + hxr j + * — o.  Dico  fore  fubnorma- 
lem  BD  = l—rhxr~ */  ):  {+ngf—l+shxrjs— l) ; 

fubtangentem  BF =( — ngy” — shxry'):  x-\-rhx  y ) ; 

fegmentum  axis  AF  = ( — ngy* — shxr ys — mfxm  rhx  ) : 

( + mfxm  1 _j_  rhxr  */)  i cui  Regula:  fimilcm  in  primo  Ac. 
torum  anno  exhibuit  Nob.  D.  TschirnhaUS , nifi  quod  ipfe,  in 
ordinanda  a:quationc,  ad  maximam  poccftatcm  y refpicere  jubeat* 
quod  hic  non  eft  necefic.  Sufficit  quod  omnes  termini  a:qua- 
tionis  ab  una  parte  collocentur. 

Atque  haec  funt  , qux  publico  hac  vice  impertiri  lubuit.  Eo- 
rum veritatem  qui  examinare  velit , Regulam  noftram  tentet  in 
variis  curvis , de  quorum  radiis  curvatura:  per  alias  methodos 
jam  confiat  : qui  vero  in  artificium  inventionis  ipfum  curiofius 
inquirit , hoc  fibi  ad  folvendum  , velut  aenigma , proponat ; do- 
nec folutum  dedero  ipfe. 

Vide  Num.  CI1I.  Art.  XXII.  XXIII.  XXIV. 


Jdc.  Btrnoullt  Optra, 
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N°.  XCV. 

JACOBI  BERNOULLI 
QUADRATURA 

ZONARUM  CYCLO IDALIUM 
PROMOTA; 

Problema  item  centri  gravitatis  Seftoris  [olidi 
Cycldidici  folutum. 

Confer.  Num.  XCII. 

A£U  Erud.  /'“'V  Ucmadmodum  Problema  fcdionis  angularis  in  ratione  de.; 
Ztpf.  1700.  f 1 terminata  numeri  ad  numerum,  algebraicum  cft  (*)j  fcd 
D«e.p.jji.  indefinite  in  data  ratione  quacunque,  tranfccndcns : ita 

quoque  Zona:  cycloidales  quadrabiles  , qualis  IKDB , [ Fig.  1 ] al- 
gcbraice  quidem  determinantur,  ficubi  ratio  arcuum  AM  & AL 
datur  in  numeris;  indefinite  vero,  & generaliter,  nulla  arquatio- 
nc  algcbraica  fintta  exhiberi  poflunt ; quamvis  interim  Problema 
facillime  confirucrc  liceat , hoc  modo : Sit  AC  portio  cycloidis , 
A vertex , A H axis , A Qjquadrans  circuli  genitoris , H centrum 
circuli.  Fiat  A P perpendicularis  & squalis  ipfi  AH,  datoque  in 
ea  ubivis  pundo  G,  bilecetur  GP  in  R , ac  jundat  H G ducatur 
parallela  reda  RS.  Trajeda  porro  indefinite  reda  CEF  paralle- 
la 


(*)  Vide  Num.XCVII. 


Digitized  by  Google 


QUADRATURA  ZONARUM  CYCLOIDALIU M.  89? 

Ia  ipfi  HQ,  quae  fccct  cycloidcm  in  C,  circulum  genitorem  in  No.  xcv. 
E,  & axem  in  Fi  abfeindatur  in  H Q quarta  proportionalis  ad 
AH , AG  & CE , qua:  fit  H T : centro  T , radio  circuli  genito- 
ris , deferibatur  arcus  circuli  fccans  cycloidcm  in  duobus  punflis , 
quorum  remotius  ab  axe  fit  V , per  quod  tranfeat  refla  V N , 
parallela  ipfi  HQ  & produfta  in  O,  ut  fit  NO  = HF;  erit  O 
ad  curvam  quandam  OSP  , qua  rcftam  RS  fccabit  in  punfto 
optato  S : hinc  enim  fi  demittatur  in  axem  S K parallela  H Q , 
cique  abfeindatur  arqualis  HI , ac  per  K & I agantur  refla:  K D 
& IB  , itidem  parallcls  ipfi  HQ,  quteque  fcccnt  cycloidem  in 
D & B,  circulum  genitorem  in  M & L,  erit  & zona  IKDB 
quadrabilis,  hoc  eft,  aequalis  triangulis  rcflilincis  HAL — HAM 
+ IAL  — KAM  ; & arcus  AM  ad  AL  in  ratione  data  AG  ad 
AH,  ut  requirebatur , Dcmonftrationem  , qute  intcllcfla  no  lira 
analyfi  p.  417,  A.  1699,  ( b)  neminem  latere  poteft , addere  fu- 
perfedeo.  Inventio  porro  fe&oris  lolidi  IBAD,  [ Fig.  2.]  oriun- 
di ex  convcrfione  lcflori»  plani  SA  B circa  axem  AI,  qui  cen- 
trum gravitatis  habeat  algcbraicc  determinabile , calculum  requirit 
prolixum  magis,  quam  arduum.  Salvo  enim  hujus  errore,  repe- 

Xx  xxx  z rio 


(b)  Vide  Nurn.  XCII.  Ex  quo  li- 
quet Zonam  IKDB  ede  quadrabi- 
lem,  fi  arcu  AMad  arcum  AL  exi- 
flente  ut  1 ad  m,  ratio  ipfius  HI  [x] 
ad  ipfam  HK  [x]  exprimitur  per  ae- 
quationem t = ( n — 1 ) 4 : an-f-x : 
n.  Utrumque  autem  hic  exequitur 
nofter.  Primo  enim  , fi  ponas  AG 
ad  AH  [4]  ut  1 ad  n,  cum  fit  AH: 

AG [ n : 1 ] — • CE  : HT  , erit 

HT CE : ».  Duflae  autem  TV  , 

HX , cum  fint  aequales  radio  atque 
adeo  inter  fe',  inter  parallelas  VN  , 
CF , abfeindent  aequales  V X , H T. 
Eft  igitur  VX=  CE  : n.  Sed  . ex 

nat.  Cydoidis  , VX are.  AX , & 

CE  are.  AE.  Igitur  AX:  AE 


t : n.  Harc  igitur  eft  curvae  PSO 

natura  , ut  fumpta  HF NO  , fit 

arcus  A E ad  arcum  A X ut  n ad  1. 
Itaque  cum  fit  HI=SK,  erit  AL 
ad  A M ut  n ad  X.  Deinde  cum  fit 

AP AH a , & AG 4 : n , 

erit  PR=GK  [ femidiifcrentia  ip- 

farum  AP  , AG  ] ( n 1 ) 4:2«. 

Et  cum  fit  H \ : AG  [ n : 1 ] — • 

H K [ x ] : K Y , erit  K Y ==  x .•  n , 

adeoque  SK ( n 1 ) 4 : in 

x : Eft  autem  SK  = HI t.  I- 

gitur  t ( n 1 ) 4 : 2n  -f-  x : n. 

Ergo,  ex  demonftr.  N°.XCII, 
Zona  IKDB  quadrabilis  eft  & aequa- 
lis aq J qz  __  ap  -p-  J px  feu  HA. 

IL iHI.IL — HA.  KM  4- 

JHK 
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XCV.  rio  quod  , pofita  A H = i , fumtaque  A K = i + V » » & K 1 
diftantia  centri  gravitatis  Sc&oris  a vertice  A,  fit 

futura  (.?+  ( 6 + )°  >/  i)  ( )• 

■HK  KM  = aHAL — HIL — (*)  Vide  Num.  CIIL  Art. 

aH  AM  + HKM  — HAL  + IAL  XXXI. 

— HAM  — AKM. 


mxcvi. 


Digitized  by  Google 


N°-  XCVI. 

Q.  D.  O.  M.  B.  V. 

A N A L Y S I N 

MAGNI  PROBLEMATIS 

ISOPERIMETRICI, 

In  A£tis  Erudit.  Lipf.  menf.  Mai.  1697. 
fropojiti. 

Sub  prasfidio 

» * . ' I 

JACOBI BERNOULLI 
Math.  Prof.  & Academiae  p.  t.  Redtoris , 

publice  defendendam 
• Sulcepit 

Job.  Jacobus  Episcopius,  BafiL 

Ipfis  Calendis  Martiis  1701. 


Edita  primum 

B A S I L E JEy 
17OI. 

Et  in  ABis  Erudi/.  Eipf.  Mai.  1701.  pag.  2ij, 
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INCOMPARABILIS 

VIRORUM  QUADRIGAE, 

Dn.  MARCHIONIS  HOSPITALII, 

Dn.  GODOF.  GUILIELMI  LEIBNITII, 
Dn.  ISAACI  NEWTONI, 

Dn.  NICOLAI  FATII  DUILLERII , 

Principum  Mathematicorum , 

Nominibus  illuflriffimis , 

Analyfin  fuam  devota  mente  infcribit , 
aequiflimis  Cenfuris 
demifle  fubjicit, 

Pr<ejes. 


ANA- 
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ANALYSIS  n.xcvj 

MAGNI  PROBLEMATIS 

ISOPERIMETRICI. 

% 

AGNUM  Problema  appello , non  tam  ob  fol- 
vendi  difficultatem  , [ et  fi  tantam  . ut  certare 
facile  poffit  cum  difficillimis . ] quam  quod  ad 
provehendos  Scientia  fines  , novasque  regiones 
lufirandas  viam  nobis  aperit.  Cum  enim  ce- 
tera huc  ufque , feu  in  materia  , feu  in  ab- 
ftratfo  , propofita  & agitata  Problemata  i» 
primi  fecundique  gradus  dijferentialibus  fubfi . 
fiant  ■,  hoc  unum , limitibus  quafi  tam  arclis  circumfcribi  nefcium  , 
in  ait  i orem  penetrat  elementorum  clafiem.  Neque  Problematis  na - 
tura  pati  videtur , ut  via  reperiatur , qua  fine  tertii  gradus  diffie- 
tXntiis  abfolvi  poffit  ( * ).  Et  quemadmodum  aquatio  f impliciter 

diffie- 

(’)  Vide  tamen  N°.  XCIII , Nota  b , pag.  87 J.  feq. 
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N.  XCVI.  differentiatis  txurgit , cum  unius  particula  curva  /itus  ad  axem  ex- 
penditur : nec  non  aquatio  differendo  - differentiatis  . cum  duarum 
particularum  mutua  ad  [e  invicem  inclinatio  confideratur  , [ quo- 
rum illud  contingit  , ubi  data  Curva  affectio  Tangentes  duntaxat 
refpicit ; hoc , ubi  offculi  feu  Curvatura  conditionem  complebitur  : ] 
ita  confentaneum  e{t , ut  ad  tertias  delabi  differentias  neceffum  fit . 
cum  trium  particularum  curva  inter  fe  mutua  relatio  fpcclatur ; tot 
enim  , non  pauciores  , ffoperimetria  conditio  requirit  : multiplicatis 
igitur  objectu , perplexitatem  augeri  quid  mirum  ? Hanc  autem  fe- 
liciter fuperaturis  , arduique  Problematis  analffin  methodice  exhi- 
bituris , opera  danda  cfl  ut  generalia  feparentur  a /pedalibus  , il- 
laque  his , 7 heorematum  lemmaticorum  in/lar  > pr amittantur , 

Ad  rem. 

THEOREMA  I. 

In  qualibet  Curva , fi  plures  applicata  contigua  fe  mutuo  fcquan - 
tur  , quarum  prima  feu  minima  vocetur  x , vel  x /impliciter  , 
proxime  major  x"  , tertia  x"' » quarta  x"",  &c.  erit  x"=  x 
dx,  x*'=:x  + 2dx  + ddx,  x""=  x-f-  3dx+  3 d d x +ddd  x, 
numeris  fcil . terminorum  ordine  exprimentibus  coejficicntes  pote- 
Jlatum  binomii.  Si  vero  applicatarum  maxima  dicatur  x , proxi- 

me  mtnor  x , / equens  x , crc.  erit  x = x dx  , x = x 

2dx  + ddx  > x""  = x — 3dx  + 3 ddx  — dddx  , /ignis  infuper  + 

& alternat im  fe  excipientibus  , ut  in  pot  effatibus  apotomarum. 

Non  fecut  fi  applicatarum  di  ferentia  prima  ordine  vocentur  d x' 
[ vel  d x ] , d x" , d x"' , dx"' , &c . erit  dx"=  dx^iddx,  dx"* 
- — dx  ± 2ddx  + dddx,  dx*','==dx±  3ddx+  sdddx  dr  ddddx. 
Et  fi  earundem  differentia  fecunda  defignentur  per  ddx'  [ddx]  , 
ddx",  ddx",  &c.  erit  ddx"  = ddxdr  d dd  x , ddx"'=:ddx 
xdddx  + ddddx.  ( fignificat  •+■  in  priore  & — in  posteriore 
hqpoth. ) 


De- 
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N.xcvr. 

D E M O N S T R A T 1*0. 

x*  = x rt  dx.  dx"  ==  dx  :±:  ddx.  ddx"  = ddx  ± dddx. 

x"'^xa±dx"=i f=fc  2 dx+ddx.  dxwz=dx"^cddx"=uix±:  1 ddx+dddx 
x ""  =.  x " dt  dx " = x dr  3 dx  -f-  3 dn  ddx. 

E.  D. 

Simili  modo  , fi  abfciflx  ab  applicatis  portiones  axis  ordine 
vocentur  y'  [y],  y" , y'">  y""  , &c.  oftcnditur,  fore  y"=y±dy , 
ym  =y  z±zidy  + ddy  , yM  =y  z±=  j + 3 ddy  rfc  dddy  j ut  & dy" 

= dy  d=  ^ " = </y  dr  iddy  -j-  dddy.  Et  fi  rcfedls  portiones 
ipfius  curvat  dicantur  zf  [*],  z," , x!" , & e.  fore  z"=zzi=  dz , 
z'" =z±  tdz-{~ddz , &c.  nec  non  dz  = dz  ± ddz  , dz"'  = 
dz  dt  iddz  + </</</.£ , &c.  Intellige , nifi  forte  differentia:  primae 
quantitatis  variabilis  y vel  z,  ponantur  squales  ; quo  cafu  altiorcs 
ejus  differentis  omnes  evanefeunt. 

Nota,  fupponi,  quod  crcfcentc  vel  decrcfcente  quantitate  va- 
riabili , crefcant  vel  dccrcfcant  firaul  omnes  ejus  differentis  : 
quanquam  enim  plerumque  fecus  accidit , id  tamen  calculum 
non  turbat , nec  aliud  infert , quam  differentias  quafdam  fuppo- 
fitionis  noftrs  cfle  negativas ; cum  negative  crefcerc  dccrelccre 
fit  , & contra.  Qus  autem  differentis  in  quovis  particulari 
Problemate  negativs  fint , qus  pofitivs , abfoluta  demum  ana-  • 
lyfi  definietur. 

THEOREMA  II. 

Data  fit  pofitiene  refla  AT,  [Fig.  1 ] extraque  illam  , in  di- 
verfis  di  flant  iis  , punfla  quatuor  B > F , G , C , per  qua  tranfieant 
re  Cia  B H , FK,GL,  CI  perpendiculares , & BX,  FY,  GZ 
parallela  ipfi  A T.  Tum , fixis  manentibus  extremis  punflis  B & 

C , reliqua  F , G moveri  incipiant  fuper  datis  pofitionc  reflis  F K , 

GL;  hac  tamen  lege , ut  fumma  trium  jungentium  reflaram  BF  -+■ 

Jac.  Bernoulli  Opera.  Y yy  y y FG 
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N.  XCVI.  F G + G C msneat  conflant  & eadem  : erit  fluxio  momentanea 
punflt  F ad  fluxionem  momentaneam  punfli  G > hoc  efl , incremen~ 
tum  vel  decrementum  refla  KF  ad  decrementum  vel  incrementum 
refla  LG , ut  differentia  inter  duo  priora  ad  differentiam  inter  duo 
poflcriora  trium  folidorum  fub  C Z , B F > FG  > flub  GY , BF , GC  » 
cr  fub  FX , FG,  GC  ( b ). 

Ut  Theorema  exprimatur  fymbolice  , funto 

BX  = / I FX  =p  BF  = f 

FY=*  GY=?  FG=/  - 

GZ=»  ! CZ  = r GC  =u 

• nec  non  H B - — b adeoque 

KF  =f=b+p  df=dp 

L G==g=b-\-p-\-q  dg  = dp  + dq. 

Dico  , fore  df:  — dg  — rst  — qsu : qsu  — ptu. 

Demonstratio. 

Partim  propter  triangula  rc&angula  RXF . F7G , G ZC ; partim 
ob  punfta  fixa  R & C,  ac  per  hypothcfin;  habentur,  fcquentcs 
Fex  squalitates  : 

BX1  + FX 1 =BFl.  id  eft  ll  +pp=  ss 

F7*-\-  G7l  — FG1 mm  + qq  — t t 

CZ1  + C Z1  =GC1 nn+  r9r  = uu 

F7  -\-G  Z = conft. 

FX+G7-\-CZ  = confi. 

BF+  FG  + GC  = conii. 

unde , 

(*)  Hoc  Theorema  idem  eft  cum  Not.  b,  de  conditione  squalis  peri- 
eo  quod  demonftravimus,  N°.XLIII,  metri , juxta  fecundam  hypothefin. 
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unde  i differentiando  > emergunt , pro  fluxu  indeterminato  pun-N.XCVI. 
florum  F,  G,  aquationes 

I.  / dl  +pdp  =sd s IV.  dl  + = o 

II . mdm qdq z=t d t V.  dp-+-dq dr  = o 

III.  ndn  +rdr=udu  VI.  ds-\~dt-\-du  — n 

pro  quibus , in  cafu  hujus  Theorematis  , ob  fluxum  punitorum 
F,  G in  redtis  KF , LG  [qui  reflas  BX.  FY,  GZ,  feu  /,  m , 

»,  invariaras  relinquit,  iplafque  proin  dl.  dm.  dn  cum  tota  *- 
quationc  IV  evanclcerc  facit]  feribenda, 

I.  pdp^^sds 

U.qdq  — tdt  V.  dp  + dq  + dr±=o 
Ulrdr=udu  Vl.ds  + dt  + du  = o 

Cc  ut  fex  tantum  diffcrcntialia  & quinque  aquationes  remaneant, 
quarum  beneficio  quatuor  ex  illis  omnifariam  tolli  , & reliquo- 
rum duorum  ratio  ad  invicem  inveniri  potell.  Nam  ex.  gr.  per 

VI,  habetur  du  = — ds dt  & per  V,  dr  — dp  — dq\ 

qui  valores  in  IIIloco  dr  & du  fubftituti,  faciunt  dt  = (rdp 
•\~rdtj  -uds):  u i & hic  loco  dt  lurrogatus  in  II,  producit  ds 

= ( r‘dp  -f-  rtdq qudq ) : tu;  qui  denique  pofitus  pro  ds  in  I, 

exhibet  ( ptu  — rst)dp—(rst — qsa)dq;  unde  dp:  da  — . 
rst  — Vu  •'  PtM  — rsti  nec  non  componendo  dp : dp-\-  dq  [ hoc 

cfl,  df:  dt\  ===rst  — qsu:  ptu qsu,  feu,  variatis  fignis 

fecundi  & quarti  termini , d f;  — dp  — rst  — qsu : qsu  — ptu. 

&F.D. 

THEOREMA  III. 

Ponantur,  qua  in  procedenti , rurfumque  (anima  re  clarum  BF-j- 
FG  + GC  constanter  moneat  eadem  i fed  fluant  punita  F , G in 
f tripheriis  circulorum  fuper  punlits  fixis  B,  C defer iptorum , fecum 

Y y y y y z ducen- 
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N. XCVI.  ducenti a rectus  K F , LG;  erit  incrementum  momentaneum  refla 
KF  ad  decrementum  momentaneum  refla  LG  , aut  vicijjim  decremen- 
tum illius  ad  incrementum  hu)us , ut  differentia  inter  duo  priora  ad 
differentiam  inter  duo  pofleriora  trium  /olidorum  fub  B X , F Y, 
CZ  ; fub  B X , G Z , G Y , & fub  F Y , G Z , F X (‘). 

Hoc  cft  in  fymbolis,  erit  df : — dg  = Imr  — Inq:  Inq 
— nmp , 

Demonstratio. 

Durante  fluxu  punttorum  F , G in  peripheriis  circa  B , C 
cum  invariatz  maneant  Anguis  B F,  FG,  GC,  fcu  s,  t,  u; 
cvancfcantque  adeo  ds . dt,  du , una  cum  zquatione  VI  Theo- 
rematis prxccd.  exterat  ibidem  pro  fluxu  pun&orum  indetcrmir 
nato  repertx  xquationes  ad  has  quinque  reducuntur  : 

I.  Idl  +pdp  = o 1 V.  d l+dm-\-dn=o 

II.  mdm  q d q = o V.  dp+dq+dr  = o 

III.  ndn-\-r  dr=o 

Per  V habetur  dr  — — dp  — dq,  & per  IV,  dn = — dl — dm; 
quibus  valoribus  fubflitutis  in  III  . fit  </«»=( — rdp  — rdq 
— ndl):n;  & hinc  in  II,  <//:=( — mrdp — m r d q -f-  nqdq} : 
mn.  indeque  tandem  in  I.  {mnp — Imr ) dp  = (lmr — lnq)dq-, 

quare  dp  : dq  = / m r Inq : mnp  — Imr ; & componendo  dp  .* 

dp  -\~dq  [ df:  d g J = Imr  — Inq  ■ mnp  — Inq;  fcu  df: dg  = 

Imr  — Inq : Inq  — mnp.  p, 

(*)  Redit  hoc  Theorema  ad  id  pothefim  N°.  XCIII,  Nota  bi 
quod  dcmonftravimus  de  conditio-  pag.  876. 

Jie  ifoperimetri  , juxta  primam  hy- 


THEOr 
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N.XCVI. 

THEOREMA  IV. 

lntelligantur  in  quilibet  Curva  ABD  quatuor  ordinatim  applica- 
ta contigua  HB , KF , LG,  IC,  intervallatis  aqualibus  & infini- 
te parvis  HK  > KL,  LI  difireta,  & intercipientes  Curva  portiun- 
culam BFGC;  quarumque  [ fi  vis]  prima  Jeu  minima  HB  voce- 
tur x.  ficut  AH,  y,  & AB,  z.  Tum  vero  mutetur  paululum 
curvedo  portiuncula  BFGC  fluxu  pun florum  F,  G J uper  applicatis 
fuis  KF , LG ; fic  tamen  ut  longitudo  particula  inter  extrema  pun- 
cta fixa  B , C non  mutetur.  Erit  incrementum  aut  decrementum 
applicata  KF  ad  decrementum  vel  incrementum  applicata  L G , ut 
4-dz'ddx-f-  dz*dddx — dxddx'  ad  + dz2ddx  + zdxddx1. 

Demonstratio. 

Cafus  hic  eft  (pedalis  Theoremati*  fecundi  , a quo  non  dif- 
fert, nifi  quod  hic,  ob  infinite  propinqua  pun&a  B,  F,  G,  C 
redhe  BX,  FX,  BF,  &c.  feu  l,  p,  s , caterarque,  confidcrcn- 
tur  ut  infinite  parva,  abeantque  refpettu  Curva  in  differcntialia 
feu  elementa  dy . dx,  dz , &c.  Unde  per  Theorema  I , quantitas 
tes  ha  fient 

BX  feu  / = dy  — dy 

FY . . . m==dy"z=dy  -f-  ddy 

GZ  ...»  = dy'z=  dy  + iddy  + dddy 

FX  feu  p d x' dx 

G Y . . . q = d si’  dx  + ddx 

GZ  . . . r = dx  * ===  d x -F  2 ddx  + dddx 

BF  feu  s — dz  — dz. 

FG  . . . t s=  d z,'  — dz  -f-  ddz 
GC  ...» ; dzf dz.  -f-  ?■  ddz,  -f-  dddz 

Yyyyy  3 Solida 


Digitized  by  Google 


ANALYSIS 


9°4 

N.  XCVI.  Solida  vero  ex  illis  rst » qsu , ptu , quorum  differentia;  > vi  Theo- 
rematis fecundi , quxfitum  exhibent , multiplicatione  inveniuntur , 
ut  loquitur: 

r d x + iddx  -f-  dddx 

st dz1  -f-  dzddz 

, rst  =.  dxdz  + idz1  ddx  + dz1  dddx 

4-  dxdzddz  -J-  2 dzddzddx 

u dz,  -f-  tddz  + dddz 

qs  = dxdz  + dzddx 

qsH  = dxdz,1  -f-  idxdzddz  4-  dxdzdddz 
4~  dz,'  ddx  4-  idzddzddx 

u dz,  4"  1 ddz  4-  dddx, 

p t = dxdz  4-  dxddz 

p tu  = dxdz 1 4-  idxdzddz  4-  dxdzdddz 

4-  2 dxddz1 

& fafta  fubflra&ionc , eorum  differentia;: 

rst — qstrzz+dz1  ddx 4- dz1  dddx  ! qsM — ptH—dz1ddx-\~  idzddxddz 
— dxdzddz — dxdzdddz\  dxdzddz  ■ — 2 dxddz' 

ad  quas  abbreviandas  eliminari  pofTunt  ddz  & dddz , hoc  pa£lo : 
Quoniam  dz1  — dy1  4- dx‘ . atque,  ob  a:quidiftantes  ex  hypo- 
thcfi  applicatas , dy  eft  conflans ; fumendo  differentias  habetur 
dzddx,— dxddx  ; iterumque  differentiando  dzdddz  -\-ddz 1 — 

dxdddx  4-  ddx' » hoc  cfl , dzdddz — dxdddx 4-  ddx 1 ddz 1 : — r 

£ delendo  ddz1  ] dxdddx  4-  ddx 1 dxlddx1 : dz 1 ; quibus  valo- 

nbus  in  locum  dzddz  & dzdddz , nec  non  dy 1 in  locum  dz1 — 
dxl  fuffeftis,  exfurgit 

rst 
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rst — qsu=-{-dylddx-{-dyldddx  \qsu — ptUz=dylddx-\-2dxdylddx1:dx.1^' 

— ■dxdylddx1:<t # 


unde  confequitur,  quod  Incrcm.  KF:  Dccr.  LG  [ = rst — qsu: 
qsu  — ptu , per  Theor.  II.  ] = df  ddx -f- df  dddx •' 

dy1  ddx  + l — [fa&a  communi  multiplicatione  per 

I dz1  ddx-\-dz*  dddx dxddx1 : dz1  ddx  -\-ldxddx1, 

dy  J 

Q.  E.  D. 


Nota,  quantitates  r.  s.  t , Scc.  carumquc  producta  conflare 
diverforum  ordinum  aut  clafGum  dificrentialibus  , quorum  po- 
ftcriora  prioribus  gradatim  funt  incomparabiliter  minora  ; quo- 
circa ne  permifeeantur , opera  danda  in  Tumendis  folidis  , ut  , 
qux  Tunt  cjufdem  ordinis  , interque  fefe  comparari  pofTunt  , in 
eodem  Tibi  articulo  rcfpondeant.  Pergendum  autem  cfl  in  ope- 
ratione ad  tertium  ufque  ordinem , non  ultra ; cum  primi  & fe- 
cundi ordinis  quantitates  omnes , in  calculi  progreflu , fe  mutuo 
dcilruant  ; qix  vero  tertium  ordinem  excedunt  , ob  contem- 
nendam priorum  refpe&u  parvitatem  , tuto  negligantur  ; quem- 
admodum etiam  fupra  fa&itatum  videmus,  ubi  produfta  ex  dzddz 
per  dddx,  ex  dzddx  & dxddz  per  dddx,  in  calculo  compcndiofe 
infuper  habentur. 


THEOREMA  V. 


Sunto  in  qualibet  Curva  quatuor  applicata  conti*»  e H B , K F , 
L G , I C , quarum  rurfum  prima  & minima  H B 1 cetur  x , uti 
AH,  y , & AB,  2;  quaque  intercipiant  tres  Curva  particulas 
aquales  dr  infinite  parvas  B F , F'  G , G C.  Mute:  < • vero  paulu- 
lum curvedo  harum  partium  rotatione  extremarum  I F , G C circa 
fundi  a fixa  B , C , ftc  temperata , ut  nec  ftngula  , nec  univerfa  lon- 

gitu- 
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N.  XCV1  'gitudine  vitient.  Erit  incrementum  vel  decrementum  appliciti 
KF , id  decrementum  vel  incrementum  applicati  LG,  ut  dy:ddx 
+ dy2dddx  + dxddx1  ad  dy2ddx — idxddx*; 

I 

Demonstratio. 

Catas  cft  Theorematis  tertii ; abeuntibus  hic  iterum  rettis  BX, 
FX,  BF  &c.  fcu  l,  p,  s , cattcriiquc,  in  infinite  parva  lcu  diffe- 
rcnnalia  dj . d x . d z, , &c.  Quapropter  eorum  folida  Imr  t Inq. 
mnp , & (olidorum  differenda:,  qua:  per  Theorema  di&urn  quar- 
fitam  rationem  maniteftant , eodem  modo  reperiuntur , quo  in 
przcedenti. 

En  operationem. 

r = dx  + * dd x + ddd x 
Im  — dj 1 + dy  ddy 

Imrzzz  dxdy1  -f-  1 dy1  ddx  +dyl  ddd  x 

4 -dxdyddy-\-idyddxddy 

n~  dy  -}<ddy  + dddj 
ly=-  dxdy  + dy  ddx 

Inqzn  dxdy1  + id  x dy  d dy  -f-  d x dy  dd  dy 
-\-dy1ddx  -\-idyddxddy 

n—  dy  + iddy  +dddy 
mp—  dxdy  -\-d  x ddy 

mnp  ==  dxdy 1 + idxdyddy-\-dxdydddy 
dxdy  ddy  + z d x ddy1 

atque  adeo 

Imr  — lnq  = - f-  dy'ddx  + dy1dddx  I Inq  — mnp  aa  | dylddx  -f-  adyddxddy 
— dxdy  ddy  -dxdydddy  | — — dxdy  ddy  — ad  x ddy1 

Porro 


Digitized  by  Google 


PROBLEMATIS  I SO  P E R I M E T R ICI. 


907 


Porro  eliminari  poliunt  ddy  & dddy  hoc  modo:  Confideretur  </tn.XCVI. 
=.dz' — dxl , ipfumque  dz  efle  conltans , ob  arquales  fuppofi- 
tas  curva:  particula»;  unde  bis  diflferentiando,  fit  primo  dyddy ~ 

— dxddx , deinde  dydddy=. — dxdddx ddx1 ddy 

[ fublato  ddy1  J — dxdddx  -. — ddx ' — dx'ddx' : dy1 ; his  nam- 
que in  locum  dyddy  & dydddy , ipfoquc  dz ' in  locum  dx'+dy' 
fuccenturiatis  > provenit 


Imr — lnf=dz'dds r-f-  dxddddx 

+ dxdz'ddx':dy' 


Inq—mnp  = dt1ddx—2dxdzddx';dy' 


c quo  colligitur , quod  Incrcm.  KF : Dccrcm.  LG  [ = Imr  — - 

Inq  : Inq m np  ■,  per  Theor.  III]  — d z'  dd x + d z'  dd  dx  + 

dxdz1  ddx*  tdxdz'ddx'  - 

dz  ddx — = [seque  multiplicando 


4' 

*y' 


dy' 


per  -j-z  ] dy'  d d x + dy' dddx  -f-  dxddx' : dy'ddx  — idxddx1. 
Q.  E.  D. 


THEOREMA  VI. 

Si  fint  dux  quantitates  indeterminata  , minar  f,  & hanc  aug- 
mento infinite  parvo  Jupcrans  g ; rurfumque  alia  dua  per  has  (uni- 
ti ter  expreffa,  vel  data,  F efr  G;  (it que  adF  = hdf,  cr  adG  = 
idg : Dico , fore  i = h + d h. 

Demonstratio. 

Ponatur,  exempli  gratia,  F=\f  ( aa-t-ff),  eique  fimilis  <7= 
\(  (aa  +gg)i  erit  adF-.df,  feu  h , =af : y/  (aa+ff) , iiadG: 
dg  . fcu  / , =*g  • V ( 4 a +<?£)•  Patet  autem  , has  quantitates 
*f:yf  (uu  + ff)  > & a g:  y/  ( aa+gg ) , cum  & ipfa:  fimilitcr  fint 
affedlae  , eidem  curva:  applicabiles  elte,  prout  ejus  abfeifla:  dicun- 
tur/ vel£:  quoniam  igitur  / g , ex  hypoth.  denotant  abfcif- 
Jac,  Meruoulli  Opera,  • Zzzzz  fas 


{ 
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N.  xCVl.  f3S  incremento  infinite  parvo  differentes , erunt  rcfpediva:  carum 
applicata?  h & /'  fibimet  contigua  & proxima,  ac  proinde  i—h 
+ dh.  Qi_E.  D. 

THEOREMA  VII.  . 

Si  curva  A B D . in: er  omnes  fibi  ifoperimetras  iifdemque  pu  nilis 
A , D interceptas  curvas , privilegio  cujufdam  Maximi  Miniroii/r 
potiatur  , qualibet  ejus  particula  B F G C eodem  quoque , pra  aliis 
omnibus , (ibi  aqualibus , i nt erque  punfta  B , C extenfis  lineis , privi - 
legio  gaudebit. 

Demonstratio. 

Gaudeat  enim  alia  aqualis  lineola  BEC  hoc  privilegio,  ut  Ma- 
ximum illud  Minimumv c contineat  vel  producat  : majus  ergo  vel 
minus  continebit  aut  producet  BEC  quam  BFGC,  additoque 
communiter  quod  continetur  vel  producitur  ab  ipfis  AB  & CD, 
majus  minufve  continebit  aut  producet  tota  ABECD  quam  tota 
ABFGCD.  Non  ergo  huic  competit  privilegium  Maximi  Mini- 
mive;  contra  hypothefin. 

Nota.  Scnfus  Theorematis  vel  Demonflrationis  ejus  videtur 
paulo  obfcurior  , nec  fatis  determinatus ; fed  planior  fiet  infra  ex 
applicatione  : quod  moneo , ne  quis  morofior  Propofitioncm  fla- 
rim fugillct , cui  fenfum  fortallc  ambiguum  aut  falium  affingi 
poffe  viderit. 


Hattenus  generalia , 

Sequuntur  nunc  ipfa  Problemata,  ubi  pro  fpecialibus  Angulo- 
rum aquationibus  inveniendis  nihil  jam  fupercft  aliud , quam 
ut  ratio  incrementi  vel  decrementi  redarum  K F , L G , ex  fpc- 
ciali  cujufque  Problematis  natura  , in  aliis  adhuc  terminis  reperia- 
tur;  cui  negotio  facilitando,  vel  elementa  di,  feli  HK,  KL, 

* Lli 
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LI;  vel  elementa  dz,  feu  BF,  FG,  GC  ponenda  funt  conflantia  N.XCVI. 
& ®qualia  j prout  in  quovis  Problemate  hoc  vel  illud  limplicius 
videbitur.  Quanquam  enim  id  rem  ipfam  fpedtando  fit  indiffc- 
rens,  ikpc  tamen  unum  quam  alterum  oper^jonem  haud  paulo 
faciliorem  reddere  potefl. 

PROBLEMA  I. 

Datis  pofitione  reitis  normalibus  A T , A M , dr  curva  quacun- 
que A N ; quaritur  ex  omnibus  Figuris  lfoperimetris  fuptr  communi 
bafe  AT  & inter  eadem  puncta  A , D conflit  utis  , illa  A B D , e 
cujus  fingulis  punitis  B fi  ducantur  bina  recta  B H P , B M N , nor- 
males ipjis  AT,  A M ; ac  fla  tuatur  pars  prioris  HP  — MN  ; ut 
Jpatium  inde  ortum  ATV  omnium  a exteris  lfoperimetris  ftmiliter 
genitorum  Jpatiorum  Jit  Maximum  Minimumve.  ( 11 ). 

AN  ALYS1S. 

Sit  curva  optata  ABD , & Maximum  Minimumve. , qnod  ab  illa 
producitur,  faciendo  ubique  HP  = MN,  fpatium  ATV.  Jntcl- 
ligantur  in  «qualibus.  intcrflitiolis  H K , K_L , L 1 , quorum  lin- 
gula dicantur  /.  quatuor  applicat®  contigua:,  HB  = £.  KF  = 
f.  L G=g.  IC  = r » totidemque  ali®  per  has  fimiliter  expret 
f®,  proptereaque  denotand*  per  majulculas,  HP  = fl,  KR=/; 

LS  = (7,  IQ=C.  Erit,  per  Theor.  VII  , fpatiolum  PH  IQ^, 
hoc  eft  HKxHP  + KLxKR  + LIxLS,  feu  l B -f-  l F-\- 1 G 
= Maximo  Mi  ni  move  ; adeoque  ex  natura  Maxim/  M/nimique, 
ejus  differentiate  l d F+ 1 d G = o.  Icu,  dividendo  per  /.  dF+ 
d G = o.  [ Ob  fluxum  enim  punitorum  F , G , quem  fuper  re- 
itis  KF,  LG  fieri  concipio,  fol®  applicatarum  medi®  KF,  LG* 

KR,  LS,  feu  f,g  ,F,G,  longitudinem  mutant,  extremis  HB, 

IC,  HP,  IQ,  feu  b,  e,  B.  C,  conftanter  iildem  manentibus.  J 

Zzzzz  1 Ponar 

( * ) Videfis  N*.  XCIII , Nota  b , §•  I.  pag.  & fe* 
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N.  XC  VI.  Ponatur  dF — h df:  m , 5c  dG  — i dg : a ; erit  h df  - f-  — o ; 

unde  proportio  , df  : — dg  =i : h = [ per  T heor.  VI  ] h+  dh: 
h , & quia , per  Theor.  IV  , generaliter  quoque  habetur  df:  — d% 

dzrddx  4-  dz1dddjx — ■ dxddx‘ : dzxddx-\-  idxddxx  , fequitur 

fore,  h dh : h~azzddx  + d zx  d dd x dxddx1:  dzlddx  + 

idx  ddxx  , ac  dividendo  d h:  h = + dzx d d d x j dxddx1 : 

^-dzxddx  + idxddx1  i unde  extremis  & mediis  in  fc  invicem 
duitis  [ omiffo  tamen,  quod  catcrorum  rcfpcdu  evanefeit,  pro- 
duito  idhdxddx J ] refuitat  «quatio  fpecialis  noftri  Problematis 
4-  hdz1 dddx  — 3 hdxddx1  = + dh dzrddx , quas , ut  apparet , ad 
tertias  ufquc  differentias  afccndit.  Hanc  autem  ego  porro  ad  fe- 
cundas , indeque  ad  primas , fequente  analyff  reduco  ( * ). 

Primo,  loco  dxddx  reftituo  dzddz  [hoc  fini  , ut  tot  habean- 
tur quantitates  h , dz , ddx  , una  cum  fuis  diffcrcntialibus  dh, 
ddz , dddx , quot  funt  aquationis  membra  J critquc  hdzldddx 

3 hdzddxddz  = dhdz1 ddx ; deinde  transfero  omnia  ad  unam 

partem,  atque  divido  per  dz,  ut  fit  hdzdddx — ^hddxddz — • 

dhdzddx  =.  o.  Jam  fingo  aquationem  h™  dz*  dd  x — conft. 
elevatis  tribus  quantitatibus  h,  dz,  ddx  ad  poteffates  ignotas, 
fcd  ex  progrdTu  determinandas , m,  n,r  j fadaque  differentiatio- 

nc  obtineo  r I™  dz  ddx  1 d d d x nh^  dz”  1 ddx  ddz  + 

mhmrr  X dhdz? ddx  =0 , quae  divifionc  per  ^ ‘dz  1 ddx 
contrahitur  ad  hanc  , r hdzdddx  -f-  nhddxddz  + mdhdzddx  = o i 
hac  vero  terminotenus  collata  eum  aquatione  Problematis 
hdzdddx  • — 3 hddxddz  — dhdzddx  =r  o , exhibet  r=  I , n = 

3 , & m=z — 1 : unde  loco  fida  aquationis  h**  dz”  ddxr-=t= 
conft.  habetur  ddx : hdz 3 ±r  conft.  = [cx  lege  homogcncorum 
& propter  conftans  dy~\  zjz  1 aady , aquatio  nempe  differentiatis 
fecundi  gradus : ad  quam  ulterius  deprimendam  * pono  rurfum 
aquationem  adxzz^tdj*  e qua  debite  tradata  fluunt  fcquentia. 

ddx 

( * ) Vid.  infra  N°.  CIII , Art.  XXXII. 
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idx—dtdj : *,  44dx1  — ttdyl,  & [addito  aady'  ] 4 4 dx1  + N.  XCVI. 
aady1  , id  cft  , Wi‘  — (aa  + tt)  dy* , & dz~  dy  y/  (aa  + tt):a. 

Hi  vero  valores,  loco  ddx  & dx,.  in  aquatione  inventa  ddx: 
hdz'  =±  1 : 4ddy , fubftituti  producunt  4adt : (44  + tt)y/(aa+ 
tt ) = ± hdy : 44  = ztz  hdx : at . fcu  [ inftituta  multiplicatione 
per  rt  t J rfc  aatdt : (aa-\-t  t)  y/  ( aa-^tt ) • — hdx : a ~ [ prop- 
ter eandem /&  x ] hdf [per  hyp.  ] unde,  fadta  fum- 
mationc , acquiritur  partim  a a:  yj  (aa-^-tt) , partim  a — 4 4 : 
yj  (44  + tt)  = F ( f ) , hoc  eft , applicata  K R , fcu  huic  conti- 
gua: H P aut  MNi  quam  fi  deinceps  vocare  lubcat  p , habebw 
tur  tum  p — 44:  f (44  + tt) , tum  p — 4 — aa : y/ ( 44  -f-  tt)  ■, 
unde  viciflim  & t = 4y/ (44  — pp):  p,  & t =af  ( iap  — pp'): 

( a — p).  Atque  hi  tandem  valores,  in  pofita  aquatione  adx  — 
tdy , in  locum  t fuffedti  exhibent,  partim  dy=pdx:y/(aa  — 
pp),  partim  =(  <r — p)dx : y/  [iap — pp),  pro  aquationi- 

bus fimpliciter  diffcrentialibus  curvarum  , qua  Maximum  Mini- 
mum ve  fpatium  ATV  [fpdy]  fuppeditant.  QUbd  quidem  prin- 
cipaliter inveniendum  erat.  , 

Utri  vero  harum  curvarum  Maximum , & utri  Minimum  fpdy 
conveniat  , fic  indagabimus  : Prior  aquatio  eft  dy  = p dx  : 
yj  (aa — pp)i  unde  quadrando,  dy1  =pp  dx1 : (a 4 — pp),Sc 
[ addendo  dx1  ] dy1  + dx’  , five  dz? , = aadxx : (a  a — pp  ) ; & 
extrahendo  radicem,  dz=adx f (a  4 — pp)i  quare  dy:  dz. 

= p : 4 ; hoc  cft , fumta  conflante  dz  , dy  proportionatur  ipfi  p. 

Ergo , fi  crefcentibus  x crcfccre  fupponantur  p , erdeent  una  quo- 
que  ipfa  dy ; quod  indicium  cft , curvam  aquationi  huic  refpon- 
dentem  verfus  axem  AT  cavam  cfle.  Sit  illa  [ Fig . a]  ABC,  & 
rotetur  circa  chordam  AC,  gignens  ex  oppofito  aliam  fibi  Ifo- 
perimetron  AEC,  ac  utrique  communis  applicetur  ordinata  BEF. 
Quoniam  igitur , ex  hypothefi  , p majoris  applicata  x , fcu  BF , 
major  cft  ipfa  p minoris  applicata  EF  ; erit  quoque  pdy  illius 

Zzzzz  3 major 

(*)Nc*  fatis  completa  eft  hac  haberetur  t ■=.  a — — (e 

integratio.  Potuiflet  enim  feribi  F p)1)  : (e  — p) , atque  dy  = (c  — 
vel  p=cz£aa:^(aa-\-tt),  unde  p)  dx:  ( ar — (e — p)2  ). 
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K.XC  VI.  major  quam  pdy  hujus;  ac  proinde  omnia  pdy  fcu  fpdy  ’ curva 
ABC  majora  omnibus /<4^7  curva  AEC;  quocirca  fpdy  curva: 
ABC  non  poteft  cflc  Minimum.  Supereft  ergo,  cum  fit  alteru- 
trum , ut  fit  Maximum.  Quod  fi  crefccntibus  x dccrcfcant  p , 
deerdeent  quoque  dy,  & curva  verfus  axem  AT  convexa  erit: 
Sit  hac  AEG,  cjufquc  rotatu  circa  chordam  AC  gignatur  ex  ad* 
verfo  alia  Ifoperimctros  A B C , & utrique  applicetur  B E F ; un- 
de cum  nunc,  ex  hypothcfi , ^minoris  applicat*  EF  reciproce 
major  fit  ipfa  p majoris  applicat*  BF , erit  quoque  pdy  illius  ma- 
jor quam  pdy  hujus;  omniaque  pdy  curv*  AEC  majora  omni- 
bus p dy  curv*  ABC:  quare  fp  dy  curv*  AEC  nequit  die  Mi- 
nimum i rurfum  igitur  Maximum  ut  fit  nccclTe.  E quibus  con- 
flat , quod  curva  prioris  aquationis  dy  = pdx:  yj (a a — pp  ) 
femper  Maximum  complodatur  fpdy.  utcunque  lc  habeat  p ref- 
pedu  x.  Eodemque  etiam  modo  oflendi  pollet  , quod  curva 
pofterioris  aquationis  dy  = (a — p)  dx : yj  (ia  p — pp)  in  omni 
viciflim  cafu  Minimum  fpdy  continet.  Sed  cui  Ledoris  ufui  re- 
petita crambe  ? 

PROBI»EMA  II. 

Jjiutritur  ex  omnibus  Figuris  ifoperimetricis  , [ Fi g.  1 ] fuPer 
communi  bafe  AT  d’  inter  eadem  punfla  A , D conjlitutis  , illa 
ABD,  cujus  ftngulis  applicatis  B H fi  refpondcant  alia  H P , da- 
tam habentes  relationem  ad  abfeiffas  ipftus  curva  portiones  AB  ; 
fpatium  hinc  ortum  A T V omnium  a cateris  Ifoperimctris  jimiliter 
genitorum  Jpatiorum  fu  Maximum  Minirnumve . ( s ). 

(•)  Videfij  N*.  XCIII.  Nota  b , §.  III.  pag.  87^  & feq. 


ANA. 
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N.  XCVL 


Sic  rurfum  , uc  nuper,  HK  — KI-  — IJ  — /.  infuperque 


portio  curva:  AB  = /3 
A F = A B 4-  B F = /3  + r . . . = <p 
A G = AF  + FG  = /3  + j + / — y 


adeoque 

d <p d s 

d y \ — - d s -Jfdt 


& per  has  fimiliter  data,  HP  = B,  KR  = ®,  LS=r.  Quo- 
niam igitur  fpatium  ATV  ex  hypothefi  eft  Maximum  Minimumvc, 
erit  quoque  tale,  per  Theor.  VII,  ejus  portio  PHIQ,  hoc  eft, 
HRx  HP  -+-  KL x KR  + LI xLS  five  ac  proin- 

de, ex  natura  Maximi  Minimis  c,  ejus  diftcrcntialc  ld<h  -f-  IdT 
■ — o , feu  dQ-\-d T=o  [concipiendo  nempe  rurlum  , mutari 
curvcdinem  fluxu  pundorum  F,  G fuper  applicatis  KF,  LG, 
quo  fol*  AF,  AG,  & per  has  dat*  KR,  LS  mutantur,  reli- 
quis A B & HP  non  mutatis.  ] Ponatur  d<b  = h dp  : a &cdT  — 
idy\ a,  fiet  hd<p-\-idy  = o , feu  h d s -f-  /'  ds  -f-  id  t = o , five 
[loco  ds  & dt  introducendo  dp  & dq , per  duas  primas  arquatio- 
nes  T hcor.  II , ] hpdp : s + ipdp:  s-+-  iqdq ; t = o , fi  ve , (ublatis 
ftadionibus,  hptdp  -f-  /' p t dp  + iqsdq  = 0 ,•  &,  squalitate  in  pro- 
portionem verfa,  dp:dq-==. — i q s : bpt  + ipf,  componendo- 

que,  dp  : dp-\-dq  [z=df:  dp]  = iqs:  hpt  -f-  ipt iqs  , 

ac  denique  mutatis  fignis  fecundi  & tertii  termini  , df\  — dp 
=i qs : hpt  + ipt  — iqs.  Surrogetur  jam  loco  i , per  Theor. 
VI , h+dh\  & quantitates  p.  q>  s,  t vertantur,  per  Theor.  I, 
in  diflcrcnrialia  [ut  fadum  in  dcmonftr.  Theor.  IV,  nifi  quod  in 
(umendis  (olidis  ultra  fecundum  diflerentialium  ordinem  nunc 
progredi  non  cft  ncccflc  ] hoc  pado : 


q s z=d  x d z-\- dzddx  pt  =d  x d z-\-d  x dd  z. 
i ■ - - h -f-  d h h - J-  / • 1 h -J-  d h 


iqs hdxdz  -f-  hdzddx 

+ d hdxdz 


hpt  +ipt  =z=  ihd xdz  + ibdx  ddz 
+ d hdx dz 

& 


1 
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N.  XCVI.  & fa&a  fubtradionc 

hpt  + ipt — iqs ~ hdxdz+lhdxddz 

hdzddx 


quocirca 

df: dg=shd  xdz  + hdzddx  : hdxdz  + ihdxddz 

■+•  dhdxdz  —hdzddx 

fcd . per  Theor.  1 V , 

//: dg^=dz'd d x + dz'dd d x:  dz1dd x + 1 dxddx* 

d xddx' 

quare 

bdxdz  -j-  hdzddx  ■bdxdz-\-3bdxddx. dz1ddx-\-dz1dddx:dz1ddx  -j-  2 dxddx1 

■+■  dhdxdz  — hdzddx  — dxddx 1 

convcrtcndoquc 

hdxdzJf  hdzddx  + ihdzddx  ■. — dzxddx -f-  dz1dddx : ~{~dzidddx 

-{-dhdxdz  ihdxddz  dxddx1  3 dxddx1 

-f-  dhdxdz 

fcu  [ negle&is  compendii  gratia  in  primo  & tertio  termino  diffe- 
rcnrialibus  fecundi  ordinis , ceu  nulli  amplius  uiui  futuris  , catcc- 
filquc  per  dz  divifis  ] 

h d x : -|-  ihd  z d d x = d z d d x ; {-dz*dddx 

ihdxddz  3 dxddx*  i 

+ dhdxdz 

unde,  dudis  in  fe  invicem  extremis  & mediis,  rcfultat  hdxdz' dddx 

3 hd x1ddxl  = ihdzlddx 1 2 hdxdzddxddz -f-  dhdxdz 1 ddx  , 

hoc  ell ; [ compadis  in  unum  fecundo  & quarto  terminis  , fub- 
ftitutione  dxddx  loco  dzddz , J hdxdz'  dddx  = 2 hdzddx1  -+• 
hdx1  ddx''  4- dhdxdz1  ddx ; qua:  cft  arquatio  fpecialis  hujus  Pro- 
blematis , ad  tertias  itidem  differentias  adurgens  > quam  fimili 

qua 
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qua  in  praxcdenti  Problemate  ufus  fui  , analyfi  ad  has  duas  a:-N-XCVI. 
quationes  fimpliccs  dy  = qdz : ( 44  + q q ) . & dy  = ( 4 — q ) 

dz:  ^ {bb — uq-t-qq)  reduco  ( h ).  Operationem  ipfam  , ne 
tardio  fim  , omitto ; fcd  veritatem  aHTerti  confirmabit  omilla:  ana- 
lyfi , haud  ingrata  nec  inutili  varietate  , fucccnturianda  fynthe- 
fis.  Meminerit  folum  Lc£tor.  dy  rurfum  cfTc  elementum  con- 
flans , curvamque  AB  vel  A F , qua;  fupra  erat  <p , jam  vocari 
z i Se  datam  per  ipfam  H P vel  K R , qua:  dicebatur  , nunc 
appellari  q;  fic  ut,  loco  d<b=.hdip  :a , deinceps  habeatur  dq= 
h d z:  a. 

^q.  I.  dy  =.qdz  : y/ ( a a -f-  q q). 

Efto  compendii  gr.  ^ (*a  + qq)  = * 
dy=qdz\s  ' 

dz=zi  d j : q 
d x ddy.q 

dq  = hdz:d-=h  sdy  : aq 
d s — - qdq  \ s = hdy.d 
ddx  — a dy  dq  :qq  = hs  dy* : q ’ 

r +3  hsdyxdq:  q*')  f + ih  h S s dy1  : d q' 

dddx  — V hd  yl  d s : q'  > • — ■ ^ d h b dy1  : q ' 

sdy1dh : q'  J C sdyxdh\  q * 

quibus  in  arquationc  inventa  fubditutis , fit 

C +ih's*dyt-.q'  ==t/,dz1ddxt 

hd  X d z' d d d x = •<  -\-a  d h' ts  di*  ; q * hdx1ddxi 

C ahs'  dy'  dh  ; q*  — dhdxdz'ddx- 

jEq.  II.  dy=  (4 q ) dz  : y/(  bb iaq-{-qq  ). 

Sit  bre v . ergo  y/(  bb — 44 ) = e , 4 q = r , \/(  bb — 1 dq+qq)  = s 

Jdc.  Bernoulii  operd.  Aaaaaa 

(h)  Generalius  ad  dy  (r^t  3)  dz : ^(*c  -J-  (c.±  $ )J)  reduci  poterat- 
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dy 

= rdz. : s 

dz. 

= s dy  : r 

dx 

II 

dr 

— r d q 

ds 

s 

I 

II 

ddx 

1 dy  dr 

h dz\  d = As  dy : d r 

Ady:  a 

= c A sdj1 : dr' 


dddx  — 


l 


3 c As  dy*  dr:  dr + 

+ c A dy*  ds  : d r' 
+ cs dyl  d A : dr * 


4-  ic  AAssdy' : ddr' 

4-  f’  AAdj1 : d arl 

+ csdy*  dh  : d r* 


quibus  ia  aequatione  inventa  fubftitutis , fit 

C 4-  l cek*  dy*  :ddt  l iAdz*ddx* 

hdxdzldddx  = ’<  4-  c*  A'  sidy*  \a  ar 1 = A dx*  ddx* 

£4"  c c h'  dy'  db : d r*  -=dh  dx  dz*  dd  x. 

Cum  igitur  utrobique  in  valores  idenricos  definant  quantitates 
Adxdzdddx  ab  una , Se  tres  reliquae  ihdz*ddx* , hdx'  ddx  & 
dhdxdz?  ddx  ab  altera  parte  inventa;  aequationis  > colligitur , cur- 
vas politarum  aequationum  dy  = qdz:  f ( dd  -\-qq  ) , Se  dyz= 
(d  — q)  dzi  f (bb — , illas  ipfas  ede  qua:  dclidc- 
rabantur,  quibufque  Maximum  Minimumvc  fqdy  ineft.  Horum 
vero  utrum  utri  curva:  tribuendum  , eodem  quo  nuper  ratioci- 
nio perquiro : Primo  enim  confidcro , an  crefcentibus  c crefcant 
decrcfcantve  ipfa  q ; deinde,  an  curva  verfus  axem  convexa  (it, 
an  concava  i ac  tertio,  fi  circa  chordam  fuam  rotetur  curva  pro- 
polita , & ex  adverfo  producat  aliam  aequalem  & fimilcm  , an 
hic  majus  habeat  qdy,  an  minus:  nam  fi  majus,  propofita:  fqdy 
Minimum  eft , non  Maximum ; fin  minus , contra.  Hoc  padto  rc- 
peritur,  Maximum  fqdy  inclTc  Curva:  dy  = qdz:  f ( dd 4- qq) , 
Se  Minimum  fq dy  alteri  dy  = ( d — q)dz:f(bb — idq+qq).. 
Qui  erant  invenienda. 
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PROBLEMA  III. 

Si  Linea  flexilis  ABD  in  tota  fu  a longitudine  ponderibus  utcun- 
que Jit  gravata , & ab  extremitatibus  fuis  A , D libere  fufpenfa  ; 
quatitur  inter  infinitas  curvedines  , quas  hac  linea  fucceffive  indue- 
re potefl , illa  qua  faciat  , ut  centrum  commune  gravitatis  ponde- 
rum a bafe  A T plurimum  minimumve  diflet , hoc  efl  , [ quia  cen- 
trum commune  gravitatis  ponderum  in  fe  agentium  naturaliter  lo- 
cum infimum  ajfeclat  ] quaruntur  omnis  generis  Funicularia . fi» 
Catenaria.  ( ‘ ). 


A N A L Y S I S. 

Adunata-  intclligantur  in  curva  quafita  ABD  tres  vicina  par- 
ticula: aquales  & infinite  parva  BF,  FG,  GC ; & fint,  ut  fupra, 
H B = l,  KF  =/.  LG  —g,  ncc  non  portio  curva  AB=c, 
& datum  per  z.  gravamen  ejus  = q ; erit , per  Theor.  I , grava- 
men clementi  BF  = dq  y clementi  F G = dq  + ddq , & cle- 
menti GC  = dq-\-  i ddq  [ omiflo  dddq  , quod  hic  cft  fuper- 
fluum  ] unde  momenta  horum  pondufculorum  , refpcdu  reda 
AT  = bdq -\-f(dq  + ddq ) +£  {dq+  iddq ).  Moveantur  pau- 
lulum punda  F & G in  peripheriis  circa  punda  fixa  B , C ; fic 
tamen  ut  BF,  FG,  GC  maneant  in  variata  longitudinis:  mane- 
bunt quoque  pondufcula  iis  appcnfa  eadem , ut  & applicata  HB , 
folaque  variabunt  KF  & LG;  quod  differentialc  momentorum 
efficit  df{dq-\-ddq)-fi-dg(dq-\-iddq).  Sed  hoc,  cx  natura  Ma- 
ximi & Minimi , debet  aquari  nihilo  i cum  enim  didantia  centri 
gravitatis  ponderum  a bafe  AT,  ob  conflantem  ponderum  fum- 
mam  , proportionetur  fumma  momentorum  > fcquitur  , ex  hy- 
pothefi,  fummam  momentorum  ponderum  totius  linea,  adeoque 
& [per  Theor.  VII  ] partis  linea  cujuflibct  BC , quoque  fore 

Aaaaaa  2 Maxi- 

(()  Redit  hoc  Problema  ad  §.  IV,  Nota  b,  N>.  XCI1I , quem  videfis. 
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K. XCVI.  Maximam  Minimamvc.  Habebitur  itaque  df  {d q-\-  ddq)  + 
dg(dq+  iddq)  = o , ac  proinde  df-.  ■ — dg  [ = per  Iheor. 

V,  dfddx  + dy ‘ dddx  -j-  dxddx 1 : dyddx idxddx 1 ]~dq-{- 

lddq\  dq  + ddq  j dividendoque  + df  dddx-\-\dxddx1:-\-df  ddx 

idxddx1  = ddq:  dq-\-ddq,  five  negledis  fecundi  & quarti  termi- 
ni quantitatibus  fuperfiuis,  +dydddx-+~  idxddx1 : 4-  dfddx 
ddtj  . dji  unde  multiplicando  extrema  8e  media  , fir  dcjdfdddx 
+ 3 dqdxddx ‘ - — dy 1 ddqddx  ; [ furrogandoque  — dyddy  loco  dxddx, 
ac  dividendo  per  dy  ] dqdydddx  — 3 dqddxddy  — dyddjddx  — o ,- 
itqu?tio  fcil.  Ipccialis  hujus  Problematis : quam  primo , ope  fidae 
aquationis  dtfdynd  d xr  = conft.  in  hanc  differendo  • diffcrcntia- 
lcm  ddx : d q dy'  =:±  1 :adzl,  ac  deinde,  ope  hujus  adyt=. 
tdz,  in  iftas  fimplicitcr  differentiales  , dj  — adz:  y/  (4j-\-qq) 

& dy  = adz : y/  {aa-\-bb ibq  + qq)  refolvo  (k) ; quarum  proin 

altera  Maximum  fxdq,  feu  Maximam  momentorum  lummam  , 
Miuimam  altera  luppedirabit.  Utra  vero  utrum  praftet,  fic  ex- 
ploro : Juxta  priorem  /tquationem  dy  = <#  dz  : ^ (4  4 + q q) 

habetur  dx  [ ^ (dz1 df~)~\-=qdz:  y/  (4  a -J-  q q)  j quare  dy: 

d x =z  4 : q , 5c  fumta  dy  conltante  , dx  proponionatur  ipfi  q. 
Cum  igitur  gravamen  curva  q crefcat  cum  ejus  longitudine  zt 
fcquitur  etiam  cum  utroque  crefccrc  dx  i atque  adeo  curvam  ba- 
fi  AT  convexitatem  obvertere.  Sit  ergo  curva  ha:c  ADC, 
[ 1 ] ac  rotctur  circa  chordam  AC , ut  nafcatur  ex  oppofito 

alia  Ifopcrimctros  ABC.  Statuatur  etiam  Chorda:  normalis  re- 
da BD,  abfeindens  ex  utraque  curva  partes  fimiles  & aequales 
AB,  AD,  & denique  ducamur  applicata  BF,  DG.  Quoniam 
igitur  applicata  D G , feu  x , curvae  ADC  minor  cfl  applicata 
BF,  feu  x,  alterius  curva:  ABC;  erit  quoque  xdz  [ & hinc 
xdq~\  prioris  curva:  minor,  quam  xdz  [ ik  xdq~\  pofterioris  ; & 
confeqicntcr  fxdq  illius  minor , quam  fxdq  hujus.  Curva:  igitur 
propofita:  dx-=iAdz:yJ{4a-\-qq)  ipfum  Jxdq  non  efl  Maxi- 
mum ; relinquitur  ergo  ut  fic  Minimum.  Eodemque  modo 
colligitur,  quantitatem  fxdq  alterius  Curva:  dy=.4dz: 

(ty  Prior  aequatio  in  poderiore  continetur,  & ex  ea  nafeitur  faciendo  b= 0. 
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y/  ( d d bb — 2 £7  + 77)  viciffim  Maximam  efl'c,  non  Mi-N.  XCVI. 
nimam  ( 1 ).  Qua:  cranc  determinanda. 

Notamus  hic  bonitatis  Methodi  nollrs  argumentum  in  eo  , 
quod  qua;  pro  Funiculariis,  fcu  Catenariis,  ex  alio  fundamento 
per  notiores  methodos  eruuntur  curva:,  prscife  cura  noftris  con- 
veniant Addimus,  squationcm  noltram  priorem  dy  — adzt 

y/{  ad  + , inverfas,  vcrticibulquc  fuis  (urium  fpc&antes.  Cate- 

narias referre ; ambas  autem  coincidcrc  cum  curvis  praecedentis 
Problematis,  qua:  Maximum  Minimumque  f^dy  continenti  nifi 
quod  hic  & ibi  abfcilTae  cum  applicatis  appareant  permutars. 

Sed  laboris  denique  hic  noftri  metam  figimus;  cum  tria  allata  , 
Exempla  fufiiccrc  polline  ad  explicandum  modum , quo  uti  con- 
venit in  aliis  omnibus.  Unicum  hoc  tacere  nefas,  quod  eadem 
Methodus  non  ad  (olas  Figuras  Ifoperimetras  , led  & pluribus 
aliis  modis  affc&as  curvas , puta  ad  Figuras  squalium  arcarum , 
fuperficics  conoidicas  squales , aut  folida  conoidea  squalia  , &c. 
muraris  mutandis  accommodari  poteft ; ita  nimirum  , ut  ex  infi- 
nitis illis  reperiatur  una , qus  quispiam  optime  prsflet , fcu  qus 
proprietatem  quandam  in  eminenti  gradu  pofiidcat  ( “ ) : in  qui- 
bus omnibus  lingularis  qusdam  obfervatur  reciprocatio.  Quem- 
admodum enim  ex.  gr.  inter  omnes  Figuras  ejuldem  perimetri 

A a a a a a 3 Cir- 


( 5 ) Dicendum  potius  utramque 
curvam  dare  fxdq  Maximum  ve)  Mi- 
nimum, prout  i»  squatione  fumiiur 
-j-  dy  ■ vel  —dy,  s quale  liveWt,.- 
y/  ( a a -f-  q q ) iiveadz:  ( d 4 -f- 

b b 2b  q -f-  q q ). 

(-)  Vide  N°.  XXXIX , Nota  *. 
pag.  426  , Coi.  1. 

(«)  Quaerendo  nimirum,  in  tri- 
bus elementis  curvae,  primum  quid 
pertnt:im  curvam  conflans  detur  ex 
conditiore  squalisarex,  vel  squa- 
lis fuperficiei  ionoidics  , aut  squalis 
folidi  conoidei,  eodem  modo  quo  de- 


terminavimus N°.  XCIII,  quid  con- 
llantis  daret  conditio  ifoperimetri  : 
deinde  qusrendo  quid  conflans  pro- 
deat ex  altera  conditione  proprie- 
tatis quam  in  eminenti  gradu  curva 
poflidere  ponitur  .•  ac  denique  ratio- 
nem illorum  produflorum  conflan- 
tium sqnando  rationi  conflanti  com- 
mode aflumts,  ut  homogeneitas  ter- 
minorum fervetur.  Quod  generalifli- 
me  exeeutus  eft  Celeb.  E U L E R u s 
Comm.  Ac  ad.  Petrop.  Tom.  VI , pag. 
123  , prxferiim  vero  Tom.  VIII» 
pag.  159. 
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N.  XCVI.  Circulus  maximam  poflidct  arcam  , Catenaria  maximam  con- 
verfione  fui  gignit  fupcrficicm  , (olidumque  maximum  Elaftica  ; 
fic  inter  omnes  viciflim  Figuras  , quz  aut  aequalibus  gaudent  a- 
rcis  , aut  arquales  rotatione  gignunt  fupcrficies,  folidavc  aqualia, 
Circulus,  Catenaria  & Elaftica  minimo  clauduntur  ambitu;  quod 
pariter  procedit  in  omnibus  aliis  (°).  Et  latent  profe&o  in  iftis, 
quae  novum  (peculandi  campum  ampliflimum  Geometris  aperire 
valent.  Deo  autem  immortali,  qui  impcrfcrutabilem  incxhaufta: 
Tuae  lapientis  abyflum  lcviufculis  radiis  inrrolpiccre , Se  aliquouf- 
que  rimari  concedit  mortalibus , pro  przftka  nobis  gratia , fit  laus, 
honos  Se  gloria  in  fempiterna  fecula. 


(°)  Ratio  eft,  quia  eodem  modo 
folvitur  v.  g.  Problema  de  invenien- 
da, inter  omnes  curvas  ejufdem  peri- 
metri , illa  quee  maximam  habeat  a- 
ream  , quo  folveretur  Problema  de 
invenienda  Figura,  quae,  inter  om- 
nes ejufdem  arez,  minimum  haberet 
perimetrum.  In  utroque  enim , coif* 
iiderando  tria  curvae  elementa,  po- 


nuntur conflantes  , tam  trium  fimul 
fumtorum  longitudo , quam  magnitu- 
do fpatii  ab  iis  elementis  , ordinatis 
curvz,  & portione  bafls  contenti. 
Hzc  enim  hypothefis  non  minus  qua- 
drat conditionibus  zqualis  perime- 
tri & maximae  arez,  quam  conditio- 
nibus zqualis  arez  & minimz  peri- 
metri. 


N8.XCVII. 


Digitized  by  Google 


( 9* 1 ) 


I 


N».  XCVII. 

SECTION  INDEFINIE 

DES  ARCS  CIRCULAIRES, 

en  telle  raifon  quon  votidra ; 

Avec  la  maniere  i en  deduire  les  Sinus,  &c. 

Par  Mr.  BERNOULLI,  Profefleur 

i Bale. 

Extraite  di1  une  de  fes  lettres  ecrite  de  Bale , 
le  1 3 Juillet  1702. 

DAns  cc  que  mon  Frere  donna  des  Scgmens  & des  Scfteurs 

cycloidaux  quarrables  , au  mois  dc  Juillet  des  Attts  de  Sciences  de 
Lcipftc  de  1 699 , il  dic  qu’il  avoit  auffi  l’art  d’cn  trouver  *?<>*•- 
une  infinite  de  Zoncs  quarrables  , dont  il  donnoic  fculcmcntg*^*  pa* 
quelqucs  exemples,  en  fuppnmant  fa  methode.  J'y  pcnfai,  &ri>, &p*g. 
le  mois  dc  Septembre  fuivanc  j’en  donnai  une  tres  fimplc  , dans  174^.  E 
les  memes  Attes  *,  laquellc  fournic  aulTi  une  infinite  de  pareil^  e 0 
les  Zoncs  quarrables  , que  je  dlterminai  enfuite , [ au  mois  dc 
Decembre  1 700  de  ces  Attcj  t ] par  le  moien  d’une  courbe , Ia* 

quclle 

* Cy-d«flus  N°.  XCII,  pag  871.  t N°.XCV , pag,  892. 
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N.XCVII  qucllc  [ quoiquc  mcchaniquc  ] a ccla  dc  fingulicr , quoutre  Ia 
Cycloidc  cn  queftion,  cllc  n’cxigc  pour  fa  conftru&ion  que  des- 
lignes  droites  & circulaircs » cc  qui  me  parut  reloudrc  Ic  Proble- 
mc  tout  aufli  fimplement,  que  Jc  feroit  un  Problemc  folidc  par 
la  feulc  regie  & lc  compas  , outre  la  Sc&ion  conique  qu’on  y 
voudroit  fuppofer. 

Cependane , les  menses  verites  fc  pouvant  trouver  par  des  voies 
fouvcnt  trfcs  differentes  , cctte  methode  n’ctoit  point  celle  de 
mon  Frere . II  a marque  enfuicc , au  mois  d’Avril  des  Attes  de 
Leipjic  dc  1701  . que  la  fienne  confiffoit  dans  une  progreffion, 
tcllc  que  1’ont  ccllcs  qu’il  y donne.  Mais  prevoyant  alTez  com- 
ment  une  tellc  progreffion  fc  pouvoit  aufli  trouver  par  la  me- 
thode, qui  m’a  donne  autrefois  ccllcs  de  Mr.  Leibnitz  pour 
la  determination  des  Sinus , &c.  par  lc  moyen  des  ares  donnes, 
j’cn  luis  dcmcur6  la  ; jufqu  a - cc  qu’enfin  Mr.  Hhuman  etant 
parvenu  depuis,  par  une  routc  tres  differente  &c  tris  belle  *,  a 
une  progreffion , qui  peut  fervir  dc  meme  a coupcr  tclle  courbc 
qu’on  voudra  cn  raifon  donnec , il  me  prit  envie  d’eflaycr  juf- 
qu’ou  ma  methode  me  pouvoit  conduirc  dc  cc  cote  la : & non 
fculcmcnt  j’apcr9iis  auffi-tot  que  la  fcdlion  indefinic  dc  l’arc  cir- 
culairc,  & 1’invcntion  dc  fon  Sinus  , &c.  tiree  de  cct  are  lui-me- 
mc , ne  faifoient  proprement  quVn  meme  Problemc  ; mais  cn- 
corc  arrivai-je  enfin  a celle  dc  Mr.  Herman.  Voici  pour 
ce  qui  regarde  Ia  queffion  prefente. 

L E M M E. 

Si  Fon  ape  Ile  f la  corde  CD  [ Fig.  1 ] d'un  are  quelconque  cF  un 

cercie , dont  le  rayon  fiit  pris  pour  F unite  , Fon  aura  y/  ( 4 ff 

f + ) pour  la  valeur  de  la  corde  BD  d'un  are  double  de  celui-ld. 

* Voiez  Acia  Erudit.  Lipf.  1703  , Aug.  p.  jqy. 


Db- 
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Demonstrati  on 


NXCVII 


En  cffet , fi  outre  lc  diametre  B F & le  rayon  A C , l’on  faic 
les  droites  BC  & CF ; l’on  aura  deux  trianglcs  ifofcelcs  que  leurs 
anglcs  6gaux  CDB  & AFC  rendront  fcmblablcs;  & qui  par 
conlcqucnt  donneront  AF:  C F [ y'  ( B F8  — B C1 ) ] ==  C D : 
BD,  c’eft-a  - dire,  i : ^/(4— //)  =/.•  BD  = v/(4/yr — f 4), 
ou  BD1  — 4 ff — f*.  Ce  quii  faloit  demontrer. 

II  fuit  de  la  , que  fi  dans  le  demi  - cercie  B C D F , on  prend 
pluficurs  ares  BG  , BE  , BC , BD , &c.  en  progrellion  doublc ; 
c’eft  - a ■ dire , dont  lc  fecond  BE  (oit  double  du  premier  BG  pris 
a difcrction  , le  troiliime  B C doublc  du  fecond , le  quatriemc 
BD  doublc  du  troifiemc  , &c.  & dont  les  cordes  etant  aufli 
BG , BE,  BC  , BD , ccllc  du  premier  BG  foit  appcllce  x ; cellc 
du  dernier  BD,  a\  5c  cellc  de  fon  complcmcnt  DF  au  demi* 
ccrcle , b — f ( 4 — a a)  ; II  fuit , dis  • )c , du  Lemme  prcccdcnt 
que  B E*  [ quarre  de  la  corde  de  l’arc  doublc  de  B G ] cft 
4xx — x4 i ce  qui  etant  pris  pour  ff.  l’on  aura  de  memc  BC8 
[ quarre  de  la  corde  de  1’arc  doublc  de  B E , ou  quadruple  de 
BG]  = i6xx — 2ox4+8x‘  — x*.  Et  cn  prenant  cncorc 
cela  pour//’,  l’on  aura  cncorc  de  memc  BD1  [quarre  de  la  cor- 
de de  1’arc  doublc  de  BC,  ou  o&uple  de  BG]  = 6 4xx — • 

3 3 x4 , &c.  Et  toujours  dc  memc,  comme  dans  la  Iable  fui- 
vante. 

Ares  mulriples  I Quarr6s  des  Cordes 
de  BG.  f deces  ares. 

1 xx 

2 4xx  — x4 

4 i6xx — aox+-f-8xl!  — x' 

8 64XX—  336x4-f-57axs-5dox,-f-}J’2x,0-i04x“-f-nJxu-xu 
fte,  BcrwHlli  operti  B b b b b b t Prer 
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N.XCVII  Prcfcntcmcnt  pour  trouvcr  une  expreffion  generale  de  la  corde 
d’un  arc  lndefinimcnt  multiple  d’un  autre  * il  ne  s’agit  plus  que 
d’obferver,  luivant  quelle  loi  fc  faic  la  progrcltion  de  coefficicns 
de  tous  ccs  termes.  Or  je  rcmacque  que  tous  ces  coefficicns  rc- 
fultent  de  1’addition  de  nombres  figuras  entreux : Par  cxemple , 
les  cocfficiens  dc  la  premierc  rangee  perpendiculaire , qui  lonc  les 
quarres  1,4,  16,  64,  &c.  nailTcnc  dc  1'addition  d’unc  doublc 
rangee  dc  nombres  triangulaires , c’eft  • a - dire  > de  nombres  figu- 
res du  premier  ordre ; les  coefficicns  dc  la  fecondc  rangee  per- 
pendiculairc,  qui  font  1,  zo,  336,  &c.  refultcnt  auffi  dc  Pad- 
dition  d’unc  double  rangee  dc  nombres  triangulo- pyramidaux  ; 
c’cft-a-dire,  dc  nombres  figures  du  troifieme  ordre,-  les  coeffi- 
cicns dc  la  troifieme  rangee  perpendiculaire  , qui  font  8 > 672 > 
&c.  fe  forment  cncorc  dc  meme  dc  1’addition  d’unc  doublc  ran- 
gee dc  triang  - triang - pyramidaux , c’cft-a-dirc,  de  nombres  fi- 
gures du  cinquiemc  ordre ; Et  ainfi  a 1’infini , comme  on  Ic  voit 
dans  la  Tablc  fuivante. 


* 

I.  Ord.  Fig. 

3.  Ord.  Fig. 

j.  Ord.  fig. 

I 

1 + 0=  I 

0+  0 = 0 

0+  0 = 0 

2 

3 + * = 4 

1 + 0 = I 

0+0  = 0 

3 

6+3=9 

J+  I = 6 

1 + 0 = 1 

4 

1 C + 6 . ■ •.  I 6 

1 5+  J = 20 

7+  * = 8 

J 

1 <+  10  = 2 < 

3 s + 1 5 = 30 

18+  7 = 3 5 

6 

»'  + » 5 = 3 <’ 

70+  3 { = IOJ 

84  + 28  = 1 12 

7 

23+  21  = i9 

126  + 70=  196 

210  + S4=  2.94 

8 

'>+-  8 -==64 

2 .0+1  t«— 3 ^ 6 

462+2  10=672 

C’efl  pourquoi  la  manierc  dc  trouvcr.  tous  les  derniers  termes 
de  t-haque  rangee  dc  nombres  figures , par  Jc  moyen  du  nombre 
dc  ccux  qui  les  preccdcnt,  £:ant  connue  ; il  eft  vifiWc,  que  l’on 
aura  audi  cclle  de  trouvcr  tous  les  termes  de  la  progreiTion  dont 

u 
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il  s’agit  ici  : Par  cxcmplc , fi  n eft  Ie  nombrc  des  termts , on  N.XCVTI 
trouvera 

» » pour  lc  dernier  dc  Ia  premiere  rangcc  ; 

nn.  ( nn i ) 

pour  Ic  dernier  dc  la  fccondc ; 


3 • 4 

nn.  (nn — i ).  (nn 4 ) 


pour  lc  dernier  dc  la  troiGemc ; 

pour  lc  dernier  dc  la  quatrieme. 


4-m»xx+-—  ^~x 


3.  4.  J.  6 

nn.(nn — 1 ).(nn 4 ),(nn 9) 

3.  4.  5-  6.  7.  8. 

&c. 

D’od  l’on  voit  qu’cn  fuppofant  l’arc  BD  indefiniment  multiple 
dc  BG , c’cft-&-dire , comme  valant  l’arc  B G , pris  autant  dc  fois 
qu’il  y a d’unit£s  dans  n 3 l’on  aura  BD‘  [ quarre  dc  la  corde 
BD]  ou  a a ~ 

nn.(nn-i ) nn.(nn-i).(nn-^)  * nn.(nn-i).(nn~4).(nn-8)  , 

mxx— — — x — — r ' , a m g — * + Sc* 

3-  4 3.  4.  y.  6 3*  4*  5 • 7*  * 

Et  DF1  ou  bb~  4 — a a -z=. 

nn  (nn-i)  nn.(nn-i).(m--\)  nn.(m-l).(nn-^).(nn-q)  , . 

x4 r — x°4-~ p o — x —oie. 

3.  4.  y.  6 3.  4.  y.  6.  7.  8 

Lefquelles  valeurs  «Jonneront  cellcs  dc  a.  & dc  b . par  Ic  moyen 

des  intcrpolations  dc  Mr.  Walus,  ou  cn  la  manierc  que 

voici. 

Soycnt  deux  progreffions  feintes  4=nx — px'  + 1X>  — rx7+ 
jx* /.v* '+&C.  Et  bz=zi — pxx+qx* — rx>+sxt — /x,0+&c. 

qu’il  faut  cnfuitc  quarrer  pour  avoir 

dd  z=.nnx  x i»px*+inqx*  — t nrx%  + 2 n s x'°.  6cc. 

+PP  ipq  +ipr 

+ 11 

Et  bb=z  4 — $pxx-\-\qx* — 4rx*  + 4/x' — 4 1 x"  &c. 

+PP  — Ipq  +Ipr  — tpt 
+ 11  ~*ir 

Lcfqucls  quarres  compares  terme  a terme  avee  Ics  correfpon- 
• B b b b b b 2 dans 
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K.XC VII  dans  des  progrelfions  qu’on  vient  de  trouver , determineront  les 
valeurs  des  coefficicns  p,  q,  r,  s,  &c.  & de  cette  manierc  lon 


aura  a - 


nx 


rn 

2---XX4-  , q 

+ 6.  o 


n.(m- 0 . . ti.(wi-\).(nr-9)  . . ... 

— 4.'6“*+  4.6.8.10  * 4-6.8.  10.  12.14  ' + 

Et  b = 

nn.(nn- 4)  _ wt.(nn- 4).(hm-j6)  _t  nn.(nn-4r).(wi-^6).(m-^  , 

" *4“  4.  6.  8.  10.  12  x ■*“  4.  6.  ».  10.  12.  14.  10 

ou  Ia  loi  de  la  progreflion  cft  tr&s  - facile  a rcconnoitre.  Mais 
parce  que  dans  la  premiere  1 , 9 , t { > &c.  expriment  les  quarres 
de  tous  les  nombres  impairs,  & que  dans  la  feconde  4,  16  , }6, 
&c.  expriment  aufli  les  quarr£s  de  tous  les  nombres  pairs  , on 
voit  que  quclquc  nombre  enticr  rationcl  que  ioic  n » il  y aura 
toujours  quclque  terme  qui  s’evanouira  , avec  ceux  qui  le  fui- 
vent , dans  l’unc  ou  dans  1’autre  de  ces  progreflions : de  manierc 
qu’alors  cette  progreflion  fc  changera  en  une  equation  algebraique 
finic , laqucllc  difpofec  , comme  l’on  difpofc  d’ordinairc  celle 
dont  lc  premier  terme  n’cft  point  affefte , fc  changera  en  cellc- 

n n 2 /».(« 1)  n 4 ».(« — 4)-(w — 5)  n — 6j 

Clj  x »x  + - — — ** 


ro,  laquellc  don- 


2 • 2.  j 

n.  (» — O-  (» — 0-(» — 7)  n — 7 . 

— 1 — — — — X • • 

a.  3-  4 

C Si  n cft  impair,  ±nxz+:a 
' * ^ Si  n cft  pair , rfcr  nn  xx  rp  1 zfc  b. 
ne  tout  d’un  <Joup  celle  de  tclle  Sc&ion  detcrmince  qu’on  vou- 
dra,  en  prenant  n pour  le  nombre  des  parties  requifes:  Par  exera- 
plc , fi  l’on  vcut  divifer  un  are  de  cercie  ou  un  angjc  en  3 > 5 » 
7 , ou  en  6 parties  egales ; il  faut  prendre  » = 3,  j , 7>ou  6, 
dans  la  precedente  equation  generale ; & elle  fc  changera  cn  ccl- 
lcs  - ci  pour  les  Settions  requilcs , lefquellcs  font  precifemcnt  les 
memes  qui  fc  trQUYcat  par  la  voic  ordinairc. 


Digitized  by  Google 


DES  ARCS  CIRCULAIRES. 

x'  — 3 x + a = o 
x' — jx’+  \x  — 4=0 
x7  — 7 x'  + 1 4X'1  — 7 x + a = o 
x 6 6x^  + 9 xx i + b -=o 


Voila  pour  ce  qui  regarde  la  Scdion  des  ares  circulaires , ou 
des  anglcs , en  tcl  nombre  de  parties  £galcs  qu’on  voudra.  Pre- 
fentcmenc  ccs  ares  erant  donnes , voici  la  manierc  d’en  trouver 
les  cordcs , ou  les  finus' : le  paflage  de  lun  a 1’autre  cft  facile. 
Pour  cela , conccvons  que  Ia  corde  B G , [ que  nous  avons  ap- 
pcllcc  x ] cft  infiniment  petite  ; de  manierc  qu’ellc  fe  confonde 
avec  l’arc  BG , & que  le  nombre  n , [ qui  marque  combien  dc 
fois  'cet  arc  BG  eft  furpafie  par  l’arc  BD  ] foit  infini ; alors  on 
aura  l’arc  BD  [que  fappclle  prefentement /]  =nx.  Cela  pofe, 
les  nombres  i , 9 > 25,  &c.  de  meme  que  4 , 16,  3 6 , &c.  fe 
trouvant  nuis  par  rapport  a nn,  les  equations  a = nx,  &c.  & 
'b=i — \nnxx  &c.  qu’on  vient  dc  trouver,  fe  changcront  cn 


ccllcs  - ci  : a = n x 


4.6  4.6.8.10«  4.6.8.10.12.14. 


&c. 


& bz=i- 


nnxx 


+ 


+ 


„1  * 

/7  X 


4 ■ 4.6.8.  4.6.8. *o.i2.  ■ 4.6.8.10.12.14.16. 

— & c.  lcfquellcs  [a  caule  dc  »x=f]  fc  changcnt  cncore  en 

f'  f 5 fi 

BD  = 4=/—  + — + &C.  & cn 


DF: 


4.6 
4 4-6  8 


4.6.8.IO  4.0.0.2^.12.14 

r r /• 


4.6.8.10.12  4.6. 8-ic.i  2.14.1*. 


• — &c.  C’efl:  ainfi  que  l’arc  B D etant  donne , )’cn  ai  autrefois 
detcrminc  la  corde  B D , & cclle  dc  Ion  complemcnt  D F. 

Si  prefentement  on  vcut  Ic  finus  d’un  arc  propofe  , foit  cet 
arc  BC  [iBD  = J/J  =g>  fon  finus  BH  [JBD  = l4]  —j  ; 
AH  [1  DF  = j b]  = c i HC  = v.  A ce  compte  , l’on  aura  a 
= 1 s , b = 2 c,  &c  /=  2 g-,  lcfquellcs  valcurs  dc  a,  b ,f  etant 
fubftituecs  cn  lcurs  places,  dans  les  deux  dernieres  egalites  pre- 

B b b b b b 3 ccdcn- 


N.XCVII 


6 


Digitized  by  Google 


92t 


SECTION  INDEFINIE 


N.XC Vli cedentes,  l’on  aura  / [Sinus  droit  de  Pare  BC]  = £ — 

f-  &c.  e [Sinus  du  compl.  ] = i — ^ -f. 

a.i.4.j.6.7  r z 

6 


g' 


z.3.4. 

?4 


f 


g 


z.3.4 

g' 


+ 


2. 3-4-S-6 


+ &c.  Donc  v [Sinus  verfe]  1 — c= 


gg, 

t 


&c.  lcfqucUcs  progreffions 


1.3.4  ' 2.3.4. J ‘6  1. 3.4.5. 6.7.8 

Pont  precifemcnt  les  memes  que  celles  que  Mr.  Leibnitz  a donnecs 
dans  les  Attts  de  Leipftc , au  mois  d’Avril  de  16^1  , pag.  179.  Et 
de  cettc  manicre  Pon  voit  que  nous  avons  donne  la  lolution  de 
deux  Problemcs  a Ia  fois:  favoir,  la  divifion  d’un  anglc  ou  d’un 
are  de  cercie  en  railon  donnec , & reciproquemcnt  lc  finus  d’un 
are  circulaire , ou  d’un  anglc  donac  quelconque.  Au  refte  il  eft 
a remarquer  que  Mr.  Newton  en  refolvant  lc  premier  de 
ces  Problcmes , eft  tombe  dans  la  meme  progrcflion  que  nous , 
comme  on  le  voit  dans  la  pag.  3 84  de  P Algebre  de  Mr.  Val- 
lis imprimee  a Oxfort , en  16*3. 


P.  s. 


Un  des  principes  fur  lefqucls  Mr.  Heilman  s’cft  fond6  dans 
la  rcchcrche  de  la  multifcttion  de  Panglc , eft  la  propriet^  du 
quadrilaterc  inferie  dans  le  cercie  , donc  le  produit  des  diagona- 
les eft  egal  a la  loram  e des  produits  des  cotes  oppoles : fur  quoi 
j’ai  trouve  que  Pon  peut  auffi  deduirc  notre  formule  de  cettc  me- 
rae proprictc , en  cherchant  fans  interruption  les  cordcs , ou  les 
quarres  des  cordcs  de  Pare , double , triple , quadruple  , quintu- 
plc,  &c.  & non  par  fauts , comme  j’ai  fait  celles  de  Pare  dou- 
blc , quadruple , oduplc , &c.  par  Pautre  ra&hodc.  En  voici  la 
demonftration. 

Dans  le  quadrilaterc  inferit  au  cercie  BGFC,  [ Fig.  t ] foit 
BG  = FC  = x,  GFzrr/,  BF  ou  GC  = /.  & BC=z/;  Pon 
aura , par  la  dite  proprictc , tt=  xx+  rv  i & par  confequent  vz=z 

tt — ■ 
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(//  — * xx).-  j.  St  w = ( t* — ittxx+x* ); ss.  Or  fi  GF , ou  j , eft  po-  N.XCVH 
Tee  cgale  a BG , ou  x ; BF , ou  e , fera  la  corde  de  1’arc  double , & 

B C , ou  v , la  corde  dc  l’arc  triple  de  BG ; & fi  s eft  la  corde 
de  Fare  double , t fera  celle  da  triple , & v ccllc  du  quadruple 
de  l'arc  BG , & fi  / eft  celle  du  triple,  t fera  celle  du  quadruple, 

& v celle  du  quincuple  , & ainfi  de  fuice.  Donc  la  corde  de 
Fare  fimplc  Itant  x,  & celle  du  dooWe  ^ (4**  — x+)  Fon  con- 
noitra  par  cecte  equation  celle  du  triple , & de  raeme  par  la  cor- 
de de  Fare  double , & par  celle  du  triple , on  trouvera  celle  du 
quadruple;  St  par  cclles  des  ares  triple  & quadruple,  Fon  Tau- 
ra celle  du  quincuple,  & ainfi  dc  Tuite,  comme  Fon  voit  ici. 

Quarres  des  cordes. 


1 

t 

3 

4 

5 

6 


XX 

4 X X X 4 

9 x x — 6 x*  -f-  x* 

I6xx 20X4  -f-  8 xs  x* 

2 jxx — jo  x*  -J-  3 5 x*  — iox*  -f-*'* 

3 6xx iojx44-  i I IX* — J4X*  4-  12  x” 


4cc. 


X 


1: 


Cordes  elles  - memes. 


1 

2 

3 

4 

f 

6 


X 

*\/(4 — xx) 

3 x x’ 

(IX x*)^(4 — xx) 

j x — 5 x‘4-x! 

( 3 x — 4x’4-xs)V(4  — xx) 


Ou  Fon  remarque  avec  plaifir  , que  toutes  les  cordes , dont 
FexpoTant  du  multiple  eft  un  nombre  impair , deviennent  ration* 
ncilcs , pendant  que  les  atitrcs  Tone  Tourdcs  ; mau>  toutes  comme* 
Turablcs  cutr’cllcs,  St  diviliblcs  par  ^ (4  — xx). 

N\  XCVIII. 
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DEMONSTRATION 

GENERALE, 

Du  Centre  de  Balane  ement  ou  d’  Ofcillation , 
tiree  de  la  Nature  du  Levier. 

Par  Mr.  B E R N O U L L I , Profeffeur 

a Bale. 

Lettre  du  13.  Mars  1703. 

Hijfoiredi  N (ait  que  toutc  Ia  do&rinc  du  Balanccment,  que  fcu  Mr. 

Scieuftfdt  1 1 Huygens  nous  a laiflec  dans  la  quatrieme  Partic  dc 

Paris  170J.  fon  cxccllcnt  Trattc  dc  la  Pendule  , cft  fondee  fur  cette 

%id  de  Pa  ^ypothclc , que  lc  Centre  commun  de  gr avite  de  plujieurs  corps  lic's 
ris,?c  pag.  enfemble , doit  remonter  preci/ement  a la  me  me  hauteur  efou  il  efl 
$6 , Edit,  defeendu ; /iit  que  ces  poids  remontent  conjointement  , ou  , que  fe 
de  Holi.  dttachant  a la  fin  de  leur  cbute , iis  remontent  enfuite  feparement . 

chacun  avec  la  viteffe  quii  aura  pour  lors  aequi fe . Mais  on  fait 
audi  quM  y a cu  bien  des  gens , a qui  cette  demande  a paru  un 
peu  hardie , & qui  n’ont  jamais  pu  tomber  d’accord  dc  fon  evi- 
dcncc,  quoiqu’ils  la  crulTcnt  vrailcmblable.  II  y en  a cu  meme 
qui  ont  nie  ce  principe , cntr’autrej  un  Auccur  illudre  * en  a 

donno 

* M t.TAbbi  de  C A T E E A if.  j 
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donne  fes  raifons  dans  les  Journaux  des  Savans  dc  1681  & \6St. 
Mais  lc  hazard  mayant  alors , jc  nc  fijais  comment , cngage  a l’c- 
xamcn  dc  ccs  raifons , jc  trouvai  (de  memc  que  Mr.  Huygens) 
que  cct  Autcur  fc  trompoit  lui- mcmc,  cn  cc  qu’il  fuppofoit  que 
la  vitejfe  totale  d'un  Pendule  doit  etre  egalc  i la  fomme  des  vi - 
tejfes  de  fes  parties  fepare'es.  Car  ayant  confidere  , que  la  pcfan- 
teur  agillanc  uniformement  fur  toutes  les  parties  d’un  Pendule, 
celles  de  ccs  parties , qui  font  les  plus  eloignecs  de  l’axc  de  fon 
mouvcmcnt , & qui  doivent  decrirc  dc  plus  grands  ares , fe  doi- 
ycnc  moins  reiTencir  de  cet  effort , que  les  moins  eloignecs ; 
jc  voiois  que  celles- ci,  dans  leur  mouvcment,  devoient  sup- 
puter d’un  cote  fur  les  plus  eloignecs , & de  1’autre  fur  laxe  du 
Pendule  , ou  il  fc  perd  toujours  quclquc  chofc  de  cc  mouve- 
ment : & jc  conclus  dc  la  que  la  vitefle  totale  du  Pendule  de- 
voit  neccfiairement  etre  plus  petite  que  nc  feroit  la  fomme  des 
vilefies  dc  fes  parties , fi  cllcs  etoient  tombees  leparement.  C’eft 
cc  qui  me  fit  conccvoir  dans  le  Pendule  une  efpece  de  Levier  , 
& penfer  a meme  tems  fi  on  ne  pourroit  pas  aufli  trouver,  par 
cc  principe,  ce  qu’a  trouve  Mr.  Huygens,  par  un  autre,  bcau- 
coup  plus  fujet  a conteftation  que  cclui  du  Levier.  J*en  propo- 
fai  lc  deficin  aux  Geomdtrcs  dans  les  Attes  de  Leipfic , de  t68<*, 
od  j’cxpliquai  mon  fentiment.  Mr.  Ic  Marquis  lHospitaL 
fut  le  premicr  qui  s’apper<;ut  de  la  juftcflc  dc  cctte  penfec  ; & il 
cn  fit  voir  la  convcnancc  avee  la  do&rine  dc  Mr.  Huygens, 
dans  les  Journaux  dc  Rotterdam  de  1 690  t,  par  l’indu£lion  dc 
deux,  dc  trois,  de  quatre  poids  , &c.  apres  quoi  jc  trouvai  lc 
moyen  d^tendre  la  demonfiration  a un  nombre  quclconque  dc 
poids  egaux  ou  inegaux , tous  fitues  cn  mcmc  ligne  droite ; com- 
me on  lc  peut  voir  dans  les  Attes  de  Leipfic  de  1 69 1 tt.  Mais 
jc  ne  pouvois  cncorc  allcr  plus  loin , ni  appliqucr  mon  principe 
a des  lignes  courbcs , ni  a des  furfaces,  ou  a des  folides , a cau- 
fc  de  quelquc  ditticulte  qui  m’arreta.  Je  ne  la  furtuontai  que 
Jac.  Bernoulli  Opera.  Cccccc  quel- 

* N°.XXIII,  pag.  277.  tt  N°.  XLV , pag.45o. 

t N°.  XLIII,  pag.  454. 
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quclqucs  annecs  apris , cn  refolvant  cc  Problemc  dans  toutc  fon 
etendue ; cn  trouvant  memc  plus  que  je  ne  cherchois.  Car  non- 
feulement  je  rcnfermc , dans  une  equation  courte  & aifdc , touc 
cc  que  Mr.  Huygens  nous  a donne  fur  ce  fujet  i mais  outre 
cela , je  prouve  demonftrativcroent  , cn  rctournant  (ur  mes  pas , 
ce  que  cct  Auteur  a avanci  fans  prcuvc  ; fijavoir  que  lc  Centre 
commun  de  gfavite  des  parties  d’un  Pendule  , qui  fe  bnfc  en 
defeendant  contrc  quclquc  cholc  qui  les  oblige  a reflecbir,  doic 
ncccflaircmcnt  remonter  a la  hautcur  d’ou  il  cft  defeendu.  Jc 
demontre  cncore  , cn  fuivant  les  memes  traccs  , 1’idcntite  des 
Ccntrcs  de  Balancemcnt  & de  Pcrcuflion.  Enfin , jc  detcrminc 
par  cette  mithode  Une  nouvelle  cfpecc  de  Centre , que  j’appcllc 
Centre  de  tenfion  * , ou  THypothele  de  Mr.  Huygens,  ne  fau- 
roit  avoir  licu  : j’expliqucrai  cn  fon  tems  cc  que  j’cntcns  par 
la.  Et  comme  je  n’ai  encore  rien  publie  de  tout  cela , jc  vcux 
vous  1’envoicr  par  parties , pour  pouvoir  etre  prefenti  a 1’Acade- 
mic , fi  vous  trouvcz  qu’il  lc  mirite.  Je  commcnce  par  la  pre- 
roiere. 

Principe  du  Levier  tire  ou  poujfe  par  des  Puif- 
fances  qui  font  en  mouvement. 

Soient  [ Fig.  1 ] AC , AC , AD  , AD  , les  branchcs  d’un  Le- 
vier, mobile  autour  du  point  A:  foyent  C,  C,  D,  D,  des  poids, 
ou  des  puifianccs , mucs  avee  des  vitclTcs  CB,  CB,  DE,  DE, 
lefquellcs  faflent  imprellion  fuivant  les  diredtions  CB , CB,  DE  , 
DE,  pcrpendiculaircs  aux  bras  de  levier  AC,  AC,  AD,  AD.  Jc 
fuppolc,  que  fi  tous  les  produits  des  puiflances  C par  AC  & CB, 
font  dgaux  a tous  les  produits  des  puilfances  D [ qui  agilTcnt  en 
fens  contraire  ] par  AD  , & DE  ; ou  bien  , d tous  les  pro- 
duits de  C par  A C & C B [ emant  qu’on  con5oie  toutes  les 

puif- 


* Voiez  N°.  CIII , Art.  XXVI. 
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puiflances  agir  cn  mcmc  fens]  font  £gaux  a rien ; le  Levier  doit  *Jum. 
dcmcurcr  en  dquiltbrc.  ’ XCV 

Cc  principe  a et6  demontr^  par  fcu  Mr.  Mariotte  dans  la 
Prop.  i J , de  la  feconde  Partic  de  fon  Traitc  de  la  percujfion  det 
corps  i Sc  il  n’y  a perfonne  qui  en  difeonvienne. 

SOLUTIO  N. 


Soit  maintenant  A [ Fig.  i ] l’axe  horizontal  du  balanccment ; 
AXM  un  plan  vcrtical  droit  a 1’axe ; AM  lc  diametre  de  ia  Fi- 
gure  qui  balancc , auqucl  l'on  ait  applique , dans  le  meme  plan, 
Pordonnec  CLD  a anglc  donne  ALD;  laquellc  ait  C L ==: 
LD  (*).  Soient  de  plus  C & D deux  petites  parcelles  de  la 
Figurc,  lefqucllcs  decrivcnt  dans  leur  balanccment,  les  ares  CT , 
DS:  foit  aulli  AM  la  longueur  du  Pendule  (imple,  qui  fait  (es 
vibrations  dans  le  meme  tems  que  la  Figurc  qui  balance. 

De  ce  que  le  balancemcnt , tant  de  M que  de  C & D , s’a- 
chevc,  par  Phypothfcfe , en  mcmc  tems,  il  s’cnfuit  que  les  vitefles, 
dont  ces  poids  fc  meuvene  a chaque  indant,  font  proportionnel- 
les  a lcurs  didanccs  A M , A C , A D de  Paxe  A ; & que  par 
confequent  leur  raouvemcnt  peut  etre  continue  avee  ces  vitefles , 
fans  que  les  poids  C & D agiflent  en  aucunc  manicrc  l’un  fur 
Pautre  : De  forte , qu’il  ne  faut  confiderer  que  la  fcule  impul- 
fion  que  la  pclantcur  ajoute  a chaquc  raoment  aux  vitefles  ac-* 
quifes.  Soit  donc  ce  choc , ou  cettc  impuKion , reprefentee  par 
les  petites  lignes  verticales  & egalcs  MN.  CO , & DP : cnfuite, 
apres  avoir  mene  les  droites  NK,  OT,  & P V , pcrpendiculai- 

C c c c c c 2 res 


(*)  Ceftici  une  rertri&ion  con- 
fiderable  a 1’univerfalitc  de  cette  md- 
thode,  qui  ne  pourroit  sappliquer, 
fans  de  tres  longs  calculs , aux  Figu- 
res qui  ne  font  pas  di  vifees  en  deux 
parties  dgales  par  un  Diametre.  On 
ne  trouvera  pas  ce  ddfaut  dans  la 


Mdthode  de  Mr.  Jean  Bernoulli; 
pour  determiner  le  Centre  d'Ofcilla- 
tion  , qu’on  peut  voir  dans  les  Me- 
moires  de  FAcad.  Royale  des  Sciences 
de  Paris , 8c  dans  les  A Fles  de  Letpfih, 
pour  Pannee  1714. 
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res  aux  ares  MK , CT , D V ; foyent  coimus  les  mouvcmens  par 
MN,  CO,  DP,  comme  etant  compofcs  chacun  de  deax  autres, 
f^avoir  du  mouvement  de  M en  K , Se  de  K en  N > de  C en  T, 
& de  T en  O ; de  D en  V , & de  V en  P.  Et  la , il  cft  cncorc 
vifiblc , que  cclui  qui  fe  £aie  par  KN,TO  & V P , fe  r6pand 
tout  fur  Taxe  A , & qu’il  s’y  perd  entierement.  Ainfi  il  n’y  a 
que  lc  feul  mouvement  par  M R , C T , D V , qui  ait  fon  effet  ; 
mais  non  fans  quelque  changemcnt  : d’autant  que  M etant 
parvenu  en  K , les  poids  C & D [ a caufc  dc  1’ifochronifmc  qu’on 
fupofe  ] ne  fauroient  etre  en  T & en  V i iis  doivent  fe  trouver  en 
des  points  comme  R & S,  tels  que  les  ares  MK,  CR,  DS,  foi- 
ent  femblables.  C’eft  ce  qui  fait  que  1’eftort  dc  pcfanteur , qui 
agit  fur  lc  poids  C,  n’cft  pas  epuife  au  point  R.  & que  le  refte 
RT  doit  etre  eroploye  a pouflcr  lc  corps  D par  VS.  Mais,  par- 
ce que  ce  corps  D doit  r^fiftcr  autant  qu’il  eft  poufle , c’cft  com- 
me fi,  etant  cn  S,  il  y avoit  une  force  qui  tachat  de  lc  repouficr 
dc  S en  V.  Dc  forte  , que  voila  un  levier  C A D , fur  lcquel 
des  poids , comme  C,  tirant  ou  pouflant  d’un  cote  , avee  des  for- 
ces  ou  vitefles  R T , & dc  l’autre  des  poids  , comme  D , tirans 
ou  repouflans  en  fens  contraire , avec  des  forces  ou  vitdTcs  S V , 
font  equilibre.  Donc,  fuivant  lc  procedent  Principe  du  Levier, 
les  fommes  des  produits  CxACxRT,  d’unc  part»  cft  egalc  a 
cclle  des  produits  DxADxVS,  de  fautre ; ou  [ce  qui  re  vient 
au  meme]  la  fomme  des  produits  CxACxRT,  entant  qu’on  y 
comprend  aufli  ccux  dc  1’autre  cot6,  eft  6galc  a rien.  En  voici 
1'Analyfe. 

Soyent  MN,  CO,  DP,  prolong6es,!  avec  leur  parallele  LH  , 
jufqucs-a  ce  qu’elles  coupent  toutes  1’horizontalc  AX  cn  X,  G, 
I , & H.  Soir  dc  plus  A E perpendiculaire  fur  S D , & qu’on 
faftc 


MN 
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MN=  CO— DP= 
[Sin.  tot. =4 
MK  = £ 
Sin.  ang.  LAE=g 

Sin.  ang.  HLC=// 

A C — / 


AD  = m 
AM=  t 
AL=* 
LC  = LD  =y 
C = D ==<//> 


MN:  MK  — AL:  AH, 


Sin.  tot.  Sin.  HLC  = LC : HG  ou  HI. 


,\g=ah+hg==^±^2. 

d 

AI= AH — Ul  = hx~jl, 


AC:  AG— CO:CT. 

, bx-\-hy  bx-\-by 

l: = a:  ■ 

a L 

AD:  AI=DP:DV. 

bx hy  bx hy 

m ; — =—  a : 

a m 


Sin. tot : Sin.  LAE  = AL:LE. 

g=  x:  A? 

AC*  = AL*  + LC1  + 2CLE. 

11=  xx  + yy  + ££Z 

AD1  =AL1+LDt  — z DLE. 

mm=  xx  + yy  5^. 

A 

A M : M K = A C : C R = A D : D S. 
. / . b l bm 

• • b ==  / : - — m : — . 

t t 

RT=CT  — CR  = ^±i)' — — . 

I t 

sv==ds  — nv — ~ — 

* m 

Cccccc  3 
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CxACxRT=^x/x(~^—  *-t)=z{lx+b  — 

[m  eflatjan:  «]=(  bx+hj-^S -'-^2.)^. 

DxADxSV=:^xmx(—  — ■)  = C — — bx-\-hj)y.dp 

r ' t m t 

[cn  cffa9antww]==(^t^-y  — — bx+hy)y.dp. 

Donc  eous  les  CxACxRT  egaux  a eous  les  DxADxSV, 

donneront  - 

- — bx  +by)  dp.  Et  par  confequent  [ cn  ajoutant 

+ bx — hy)dp,  de  pare  & d’autrc  ] fi  b x dp 

__j^ibxx+  ibyy  ^ . ou  j-  cn  divifant  par  i b ] fxdp  —f*^—  dp  > 


& enfin  r = 


f(,yx-j-yy ) dp 


/xxdp  + fyydp 
fxdp 


hy 


Jxdp 

Ou  bien  de  cctte  manierc : Tous  les  C x AC  x RT  =/(  bx+ 

— )dp  — o.  Et  par  confequent  /(  bx+by ) dp 

bxx+byy  ibgxy  fbxx+byy+ibpxy.a)dp 

=A ,+ — ) « ; d oa  rtfultc  >_  —ftix+kj)4 

ou  , [ cn  effiant  les  membres  dans  lcfqucls  y n’a  qu’unc  dimen- 
lion,  parce  que  coutcs  les  y pofitives  font  detruites  par  autanc  de  y 

f(xx  +yy  ) dp fcxdp+fyydp 


negati ves  de  lautre]  /=J 


Jxdp 


fxdp 


com- 


me ei  - deffus. 

II  refte  maintenant  a fairc  voir  1’application  de  cecte  regie  aux 
differentes  figures  dont  Mr.  Huygens  a donne  les  Centres 
dofcillation ; mais  ce  fera  pour  une  autre  fois. 


N°.  XCIX. 
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E X T K A I T 

D'  U N E LETTRE 
De  Mr.BERNOULLI,  Profeff.a  Bdk, 
en  date  du  ii.  Sept.  1703  , 

Contemnt  l' application  de  [a  Regie  du  Centre 
de  Bcllancement  d toutes  fortes  de  figures . 

TOute  la  dottrine  de  Mr.  Huygens  , touchant  Ic  Ccn- Hiftolndt 
tre  d’Ofcillacion  ou  de  Balancement , roule  fur  la  dimcn-  s^eefde 
fion  de  certains  coins  retranchls  de  la  figure  qui  balan- paris  170J. 
ce , & de  la  longucur  de  lcurs  fouscentriqucs  [ Subcentrica  cu-  » 

»«]  : Tellemcnt  que,  pour  faire  voir  la  convcnancc  de  ma  Re-ris' ,‘&Pag* 
gle  avcc  cctte  do^rine  , je  n’aurai  qua  y faire  rcmarqucr  cesji7,Edii. 
coins : ce  qui  cft  tres  facile.  dc  HolL 

Soit  ia  figure  plane  quclconquc  AB , [ Fig.  1 ] dont  G (oit  une 
des  parties  infiniment  petites,  & HAH  la  tangente  cn  A.  Ima- 
ginons  cnfuite  un  cylindre  droit  fur  cette  figure , duquel  un  plan 
pallant  par  HH  , & inclini  dc  45  dcgres  fur  celui  de  cctte  fi- 
gure , retranchc  lc  coin  A B D A.  Soit  de  plus  L lc  poinc  de 
cette  bafe  perpendiculairetncnt  litui  fous  le  centre  de  gravite  de 
ce  coin.  Soit  cnfin  G H la  diftancc  de  G a la  tangente  H H , 
appcllec  x ; & G appelle  dp ; Donc  la  hautcur  du  petit  prifme 
GK  [ qui  a G pour  bafe]  etant  egale  a GH  [xj  a caule  dc 

l’an- 
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N.  xcix.  1’anglc  dcmi-droit  dc  la  fcftion  precedente  , cc  prifrac  fera 
=.xdpi  & fon  moment  [ momentum , ] a 1’egard  dc  la  tangente 
HH,  Icra  dc  meme  -=.xxdp.  Donc  la  folidite  du  coin  , qui 
a cc  prifme  pour  element,  c’cft-a-dirc  , la  fomme  dc  tous  ccs 
prifmcs,  fera  =fxdp,  & fon  moment  =fxxdp,  lcqucl  6- 
tant  divife  par  cc  meme  coin,  donnera  la  fous • centrique  AL 
fx  xdp 

fxdf 

Si  prefentement  on  coupc  Ic  cylindre  prccedent  par  un  au- 
tre  plan  inclini  aufli  dc  4J  degres  fur  la  bafc  AB,  lequcl  plan 
rcncontrc  ccttc  bafc  dans  une  ligne  perpcndiculairc  a la  tangen- 
te H H dc  ccttc  meme  bafe  , & qu’on  appelle  y la  diilance  Tle  G 
a ccttc  ligne ; i’on  aura  un  autre  coin  , dont  le  moment , a l’e- 
gard  de  cectc  ligne,  fera  dc  meme  =fyydp.  Et  comme  tou- 
tes  ccs  quantites  entrent  dans  lcxpreflion  litterale  dc  ma  Rigle *, 
. qui  donne  la  dil^ance  du  Centre  dofcillation  a 1’axe  du  mouvc- 
ment  =/(  xx  +yy  ) dp : fxdp  ='( fxxdp  +fyydp  ) : fxdp  , on  peut 
deja  entrevoir  fa  conformitc  avee  la  dodrinc  dc  Mr.  Hui- 
G e n s t- 

Mais  il  n’eft  pas  bcfoin  de  mexpliquer  davantage  fur  cela  , 
ccs  coins  metant  inutiles.  Depuis  que  le  Calcul  des  diffcrences 
eft  en  vogue  , on  ne  fe  chargc  plus  1’imagination  dautres  foli- 
des , ni  dautres  figures , que  dc  ceux , ou  cellcs  , qui  font  don- 
necs  dans  la  queftion.  C’cft  pourquoi  jc  me  contentcrai  de  raon- 
trer  ici  la  manierc  dappliquer  ma  Regie  a toutes  fortes  dc  gran- 
deurs,  en  faifant  fimplcmcnt  attention  a cettc  quantite  litterale 
{fxxdp  -\rfyydy ) :fx  dp. 

Pour  cet  dfet , foit  C ADP  [ Fig.  1 ] un  Conoide  ou  Spheroi- 
dc  quclconque  , qui  balancc  fur  un  axe  horizontal  H A H : foit 
BCAD  la  figurc  ou  la  fcdion  qui  refulte  de  cc  corps  coupe  par 
un  plan  vertical , droit  a 1’axc  HH  du  mouvement , & BPAQ  ccl- 
lc  qui  refulte  de  meme  dc  cc  corps  coupe  par  le  plan  B H H : 

Ii 

* N°.  prarced.  pag.  9} 6.  De  Horologio  OJcilUtorio , Pars  IV. 
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II  s’agit  dc  rrouver  lc  Ccntre  d’ofcil!ation , tant  du  Conoide , N-  XCIX. 
que  des  Figures  BCAD  , BPAQ  ; & des  Ligno»  CAD  , PAQ^, 
confiderees  feparement  hors  du  Conoide  : la  Figure  ou  Lignc 
CAD  ayant  fes  agitations  in  latus  , & lautrc  PAQ^ayant  ies 
fiennes  in  planum.  Je  conqois  donc  ce  Conoide  divifc  cn  une 
infiniti  dc  cranches  paralklcs  a fa  bafe  & a laxe  du  mouvcmcnt; 
qu’une  dc  ccs  tranches  cft  lc  cercie  MKNI;  que  la  commune 
intcrfciftion  de  ce  cercie  & du  plan  vcrtical , cft  lc  diametre  IK  j 
que  ccllc  du  meme  cercie  & de  la  figure  P A Q cft  le  diaradtre 
MN  •,  & qu‘unc  de  fes  ordonnees  au  diametre  IK , cft  GF.  Ce- 
la conqu  , je  fais  AB =a,  B C=i,  AL  = x,  LK  = v,  LG 
= y.  GF  = z = ^/  (w — yy) . AK , ou  AM  = /,  la  raifon 
du  diametre  a la  circonffrence  = = r:p>  & par  contequent  k 
cercie  I M K N er:  p v v : r. 

i°.  Comme  tous  les  points  de  1’ordonnec  GF,  qui  cft  fuppo- 
fee  parallele  a Taxe  HH  du  mouvemcnc , le  meuvent  egalemcnt 
vite , c*cft  comme  fi  lc  petit  rc&angk  G F etoit  tout  ramaffe  en 
G i & par  confequent  comme  fi  le  cercie  cnticr  IMKN  [pw-  r ] 
etoit  etendu  lc  loog  dc  la  ligne  IK : Et  parce  que  tous  les  points 
de  ccttc  lignc  repondent  a une  meme  AL  [*]  , il  s’cnluit  que 
tous  les  xdp  du  cercie  IMKN  [ c’cft-a  dire , tous  les  produits  dc 
fes  elemens  multiplius  par  xj  s’cxprimcnt  par  pvvx:  r,  & tous 
fes  xxdp  par  pvvxx : r.  11  n’cn  cft  pas  de  meme  dc  tous  fes  yydp, 
a caule  que  les  differens  points  du  diametre  I K ne  repondent 
pas  a une  meme  j.  Pour  les  trouver  , je  confidere  que  G £rant 
charge  de  tous  les  dp  du  petit  rectanglc  GF  [zdy  ] , tous  les  yydp 
dc  ce  rettanglc  font  yyzdyt  & que  lmtegralc  dc  yyzdy  doit  mar- 
quer  tous  les  yydp  du  fegment  du  cercie  MLGF.  Or  1’integralc 
de  yyzdy  ed  = 'i‘vvx/zdy — \yz'  [comme  il  paroit  (*)  en 
fac.  Beruoulli  Opera.  D d d d d d pre- 


(*)  Ou  bien  ainfi.  Puifque^y  = 

w — zz , on  aura  yyzdy vvzdy 

• — 1,’dy,  & en  integrant  fyyzdy= 

wfzdy yzl  + sfzzy dz.  Mais 

puifquc  v eft  conflante , fi  l'on  diffe- 


rentie  t z v v yy  , on  aura 

zdz  : ydy , & par  confcquent 

zzydz  = yyzdy-  Donc , derivant 

zfyyzdy , au  lieu  du  dernier  terme  de 
Fe'quation  Jyyzdy  = vvfzdy  — yz' 
+ i/zzydz 
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N.  XCIX.  prenant  la  differcncc  dc  chaquc  quantite  , & cn  fubftituant  w— 
yy  au  licu  dc  zz.  & — ydy  au  licu  dc  zdz]:  Dc  forte  que  lorf- 
que  LG  devient  LK,  & que  1’ordonnee  GF  [s]  s’evanoui't;  a- 
lors  fzdy  [ c’eft-  a dire  , la  fomme  de  tous  les  rcdangles  zdy  ] de- 
venane  cgale  a tout  lc  cercie  pvv:  r . l’on  aura  4 wv.fzdy  = 
pv*:  4 r. 

Apr£s  avoir  ainfi  trouv6  que  les  fommes  dc  tous  les  xdp , xxdp, 
& yydp , par  raport  au  cercie  IMKN,  font  pwx : r » pwxx:  r, 
& pv* 4 r i fi  l’on  multiplie  chacunc  d’elles  par  dx , qui  cft  1 e- 
pailTeur  du  cercie,  ou  dc  la  tranchc  IMKN,  les  integralcs  des 
produits  pirvxdx : r , pirvxxdx : r , & pvAdx:  4 r,  marqueront  ccs 
fommes  par  raport  a tout  lc  Conoide  ou  Spberoidc  CADP : De 
forte  que  i’on  aura  la  diftancc  du  Ccntrc  d’ofcillation  {fxxdp  4- 

fiydp  ) : fxdp  = (J^wxxdx  + f?-vAdx  ) ; J^wxdx  = ( fvvxxdx 
t 4^  r 

+/4  v*dx)  : fwxdx  = y"(  x x -f-  1 w ) vvdx . (vvxdx,  D’oii  l’on 
voit  que  pour  determiner  ce  Ccntrc  , il  ne  refte  plus  que  dc 
mettre  la  valcur  de  v v en  x dans  ccttc  Formule,  fuivant  l’exi- 
gence  dc  la  Figure  A K C B fettion  du  Conoide  par  l’axc  AB; 
& d’cn  prendre  cnfuite  fintigralc.  En  voici  quelqucs  Exem- 
ples (b). 

+ yfzzydz , elle  fe  changera  en  (k)  Le  Calcul  de  ces  Exemples 

j fyyzdy vvfzdy  — yz.’  — \fyy*dy,  & des  fuivans , n'a  rien  que  de  facile 

& tranfpofant  4 fyyzdy vvf  zdy  pour  ccux  qui  entendent  les  princi- 

— y t' , ou  ennn  fyyzdy  = J vvfzdy  pes  du  Calcul  IntegraL 

4.7  *’• 
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Solide  propofe 

Valeurdew. 

f(  xx  ■+■  k w ) vvdx 
fvvxdx 

La  meme  dati- 
lecasdex  — .. 

Cone 

fufendu  par 
le  fommei. 

bbxx : aa 

1 * + J bbx:  a a 

5 A -f-  j b b : /2 

Cone  reiUngle 
fufpendu  par 
le  milieu  de  fa 
b/tfe. 

44— .24*— J— X* 

3 a* — 4*  ’*4-  io  4 V — 5>4x'-+-3  x+ 
6aax 84**  -f-  j** 

4 

Cylindre. 

bb 

f*+i  bb:x 

j a -J-  } b b : a 

Conoide 

Parabolique. 

bbx;  a 

| X -J-  4 £ £ 4 

| 4 -f-  \ b b : a 

• . 

Conoide  Hxp. 

dont  le  coii 
tranfverfe  efl 
= AB. 

bbx  j bbxx 

lOx1b1+-lfab:x-t-6oaix*-6b'xl*-4Ba1x: 

t 

n4  -f*  llabb:  a 

24  244 

80  4’-f-6o  a1  x 

Spbere. 

ax xx 

IO  44  -f-  1 f4X — l8xx 

40  4 — 30  X 

TJ  4 

Demi-Sphire 
fufpendue  par 
te  fommet. 

24* XX 

2044  -f-  I J4X  — 9*X  • 

40  4 — iy  x 

!N 

Demi  Spbere 
fufpendue  par 
le  centre. 

I I044XX  9x+ 

if  * 

aa xx 

30  44x iy  x*  r 

11°.  Pour  trouvcr  lc  Centre  d’ofcillation  du  plan  BCAD , qui 
fait  fes  agitatioris  in  latus ; jc  confidere  que  tous  les.points  de 
1’appliqule  LK  [v]  repondant  toujours  a une  meme  abfciflfc 
AL  [x],  & ne  repondant  pas  a une  meme  LG  [jr],  tous  les 
xdp  Se  xxdp  contenus  dans  LK,  c’c(t-a  dire , tous  les  xdj  & xxdj. 
feront  xv  Se  xxv ; raais  tous  les  yjdp  ou  yydy  feront  jy*  , & par 
confequent  jv'  pour  toute  l’appliquee  LK.  Donc  en  multi- 
p liant  chacunc  de  ccs  grandeurs  xv . xxv , & jv't  par  la  largcur 

D ddddd  a dx 
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K.XCIX.  dx  da  petit  parallelogramme  LK ; & en  prenant  enfukc  les  inte- 
gralcs  des  prodnits  xvdx , xxvdx,  & j v'dx . aprfes  y avoir  (ub- 
ftitud  la  valeur  de  v en  x,  Fon  aura  les  fxdp , fxxdp , & fyjdp, 
par  raport  a toutc  la  figure : Tellemcnt  que  la  diftance  (fxxdp 
+ fyydp ) • fxdp  du  Ccntrc  d’ofcillation  a Faxe  du  mouvemcnt  fe- 
ra = (jxxvdx  -\-fif’j'dx): fxvdx  =f{ xx  + \w)  vdx : fx  vdx. 
Et  il  n’importe  pas  que  Fangle  A L K du  diam&re  & des  appli- 
quees  foit  droit  ou  oblique  ; la  raifen  de  dx  ii  la  largeur  du  pe- 
tit rhomboidc  LK,  dans  une  meme  figure,  demeurant  toujours 
la  meme. 

EXEMPLES. 


Plan  propof', 
dfcilli.nl  in 
latus. 

Valeur  de  k. 

fxvdx 

La  meme  pour 
le  cas  de  x — a 

Triangle  ijof 
cele  fufpendu 
par  le  fommex. 

bx:  a 

r 

| x -f-  J bzX  : a1 

J A -J-  \bb  : A 

Le  mane  fuf- 
pendu par  le 
milieu  de  Ja 
lafe. 

b — b x : a 

ea'btX4-aablx,+-4a,*,—  «— ja**1 

»<*  + \bb:  a 

6 a‘x 4 aaxx 

Kettangle  fuf- 
pendu par  le 
milieu  aun  de 
fes  cotes. 

b 

* x+$bt:x 

1 a “4“  \bb  l A 

Parabole  fuf- 
pendue  par  le 
fommet. 

\J  ( bbx  : a ) 

ix  + jbb:  a 

\a  + \lb:  a 

La  mtme  fuf- 
pcttdue  par  le 
milieu  de  fa 
lafe. 

■ 

7aabb-\-$a* — ( •jaabb-±-8a*—iqabbx 
■*-^a,x*-rbbxx*-^aaxx- 1 J ax')X^— 

A 

144' — (l$a'+yaax — 2iaxx)x\f-^ 

A 

Cercie. 

! — ■ 

— xx) 

( 1 6x  ‘-{-llaxx — 6 aax — pa1)  v-j-^aas 

(32xx — %ax~—i  2aa)v-+-i2aas  (c) 

Quel- 


( e ) Daas  cctte  formale  t defigne  1'arc  de  cercie , dont  x efl  le  finus  verfe- 
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Quelqucfois  les  v font  dc  differentes  valcurs  dans  unc  mfemcN.XCIX. 
figucc,  comme  dans  ie  parallelogramnoe  ACBD  [fiig.  j]  fufpcn- 
du  a un  de  ies  angks  A ; car  en  prenant  la  diagonale  A B pour 
le  diametre  a , & les  droites  LK  paralielcs  a J’aotrc  diagonale  €D 
pour  les  appliquees  v , les  v du  triangle  AC  D font  =x , & 
celles  du  triangle  C B D— ^ — x.  C’cft  pourquoi  jc  chcrchc 
feparcmcnr  toutes  les  (x x-±\w)vix  du  triangle  ACD,  que  jc 
trouve  faire  « x4 , & toutes  cclle»  du  triangle  CBD , qui  font 
dont  la  fomme  enticrc  m*4  noarque  ({xx-jriw)  v dx  par  ra- 
port  a toutc  la  figure.  Je  cherche  de  memc  toutes  Jcs  xvdx  du 
triangle  ACD , qui  font  a' , & toutes  ccllcs  du  triangk  BCD , 
qui  font  i,x‘  , & jc  les  ajouce  enfemblc  ; ce  qui  tnc  donne 
D’oii  jc  conclus  que  la  diftance  f(xx  \vv)  vdx  :/xv  d x.,  du 
Ccntrc  d’ofcillation  a l’axe  du  mouvcment , doit  etre  ici  nd* : 

l - - l ^ 

• 4 J 4* 

II  cn  eft  de  tneme  du  fcfteur  dc  cercie  ACM  [ Fig.  4 ] , dans 
lcquel  enfaifant  AB=rf,  ADzr:r,DC=:^,  AL=r:x,  & LK  — 
vi  les  appliquees  v du  triangle  ADC  fc  crouvcnc  = bx:c,  & 
celles  du  fegment  B D C font  (at  — xx).  ( d ). 

D d d d d d 3 Mais 


( d ) En  fuivant  ces  (inomina- 
tioris, on  trouvera  pour  le  triangle 
ADC,  que/(  xx-j- \v v)  v dx  eft 

J i*4.-  c + t',  i'*4.- c»  = [quand 

x = c ] J bc1  -f- b'c.  Et  pour  le 
demi -fegment  BDC,  on  trouvera 
en  gendral  ( T',tf4x-J-  jx3)  v -J- i<«V. 
£ r defignant  l’arc  dont  x eft  ie  fi- 
nus  ].  Mais  cette  grandeur  fe  ra- 
porte  a un  fecond  fegment  tel  que 
ALEG.  Donc  faifant  x = x,  & 

v o ■ on  aura  pour  le  quart  de 

cercie  ABG  oui  defigne  Ie 

2uart  de  circonfdrence  BCG  : & fai- 

int  x =zc.  & v b . on  aura, 

pour  ADCG,i4’r+( i, nacb  4- 


SVr+.&fr-J- 

L parce  que  44  = bb  -j-  cc  ] , ce  qui 
dtant  otd  de  \a's  , il  refte , pour  le 

demi-fegment  BDC , j«!  (s r) 

A b't  — J bc*  as  J — V, b'c 

— \bc*  £f  reprdfentant  1’arc  BC], 
& li  l'on  ajoute  ^ bc1  -j-  /}  b*c , pour 
le  triangle  ADC,  on  aura  fimple- 
ment  pour  le  fe&eur  ABC.  De 
memc  on  trouve  fxvdx,  pour  le 
triangle  ADC  = jbx1  :c  = \bccr 
quand  x = e.  Et  pour  le  demi- 
legment  BDC  , on  trouve  en  gdinf- 
ral,  (Jxx — }44)r  + }<')  ce 
qui  fe  reduit , pour  le  quart  de  cercie 
ABG , a j 4' , & pour  le  fecond  feg- 


Digitized  by  Google 


DETERMINATION 


N.  XCIX. 


944 


Mais  fouvent  1‘operation  devient  beaucoup  plus  coorte , en  co«- 
cevant  Ia  figure  divifec  d’unc  autre  maniere  i comme  ii  arnve 
dans  le  memc  fcdcur , G on  Ic  con;oit  divife  en  une  infiniti  de 
peties  fedeurs  AC,  ou  en  de  petirs  anneaux  FK  conccntriques  a 
Fare  BC.  Pour  le  faire  voir;  foit  dcrcchcf  AB  = <*,  A D=c . 
DC=£.  AL=x>  LK  =y  , AF  =/,  & l’arc  BC  = /.  Ce- 
la pofe,  on  trouve  fans  pcinc  que  x=cs:  4.  xx+yy=  ss , cdt 
=adb . dp,  ou  MK  [petite  portion  de  Ia  figure  ]=j  dsdt:a\ 
ce  qui  donnera  (xx  +yy)  dp=z  t'dsdt : 4 , dont  1’integralc  , qui 
cft  [ en  faifant  dt  conGante]  j*dt:  44,  ou  bicn  [en  cas  de  s~d]. 
\a'dt , marque  toutes  les  (x  x+yy)  dp , par  raport  au  petit  fcc- 
teur  AC , & Tint^gralc  tt'ds  : a [ qui  cft  telle  , faifant  s &c  ds  con- 
flantes ] marque  toutes  les  (x  x +yy)  d p par  raport  a 1’anneau 
FK.  Ec  parcant  f(xx  + yy)  dp  fera  =J 4'  t par  raport  a tous 
les  fefleurs  AC;  & par  rapot^  a tous  les  anneaux  FK , cettc  me- 
rae integralc  fera  \s*t:  a [cn  mettant  4 pour  /]  = 4rf,/j  de  for- 
te que  de  l’une  & de  1’autre  maniere  Ia  valcur  /(xx  +yy)  dp  du 
fetteur  enticr  ABC  fc  trouve  \4lt.  On  trouve  de  meme  xdp 
z=icssdsdt : 44 , & fxdp , par  raport  au  fcdeur  AC,  [qui  fait  c & 
dt  conflantes]  -=.\cs'dt:  44  [en  mettant  4 pour  / .]  =lt4cdt 
— —\44db . Ec  partant  fxdp , par  raport  au  grand  fctlcur  ABC, 
fera  i 4ab.  Ou  bicn  fxdp , par  raport  a lanncau  FK  [qui  rend 

conflantes / & dsj  fc  dt  — • s-^- x fxd b — bssds : 4.  Et  par- 

tant fxdp , par  raport  i tous  les  anneaux,  fera  \bsl : 4 [en  met- 
tant 4 pour  /]  =j4  4b  , comme  auparavant.  Ainfi  I’on  doit 
conclurc  que  fxx+yy)  dp  : fxdp  doit  etre  ici  \ 4' t:\44b  == 
\*t:b. 


i 

tuent  ADCG , i ( y e e • - y a 4 ) b 

-f- T 4 ’ T <*1 » ce  qui  6- 

tant  ote  de  [41 , il  refte  y b' , pour 
le  demi-fegment  BDC;  auquel  ajou- 
tant  j bee,  pour  le  triangle  ADC  , 
on  aura  \b'  -f-} bcc  =j44b)  pour 


III. 

le  fefteur  ABC.  Divifant  donc 
/(x*  -f-j vv)  vdx  = J 4>r  , par 
fxvdx  :r=  y 4 a b , on  aura  J at  ••  b 
pour  Ia  di  (lance  du  Centre  d’ofc>lla- 
tion  a 1’axe  du  mouvemcnt. 
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III.  Pour  cc  qui  cft  raaintenant  du  plan  P A Q,  [ Fig.  i ] qui  N.  XCIX. 
fait  fcs  agications  in  planum , & dont  l’a  ppliquec  LM , parallele  a 
l’axc  du  mouvcment  H H , loit  = z ; jc  confidere  que  y £tant 
ici  nulle,  la  qazmita  f(xx-\-yy)  dp : fxdp  , fe  reduit  a fxxdp: 

Jxdp , qui  tnarque  juftcment  la  fous- centrique  du  coin  quon  au- 
roit  drcfle  fur  ia  figure  , & qu’un  plan  pallant  par  H H , auroit 
coupe  : cc  qui  mc  donne  fxxdp : fxdp  =fxxzdx : fxzJx , a caufc 
que  loutes  lcs  dp  du  petit  parallclogramme  LM  font  chacunc 
— zdx , Sc  qucllcs  repondent  toutes  a une  meme  x.  De  forte 
qu’il  n’y  a plus  qu’a  fubllituer  la  valeur  de  z cn  x,  fuivant  la  na- 
ture  de  la  courbc , & cn  prendre  1’int^gralc. 

. EXEMPLES. 


Plan  propofe 
ofcillant  in 
planum. 

Valeur  det. 

Quantitd  * * - - 

Jxzdx 

La  meme 
dans  lecas 
de  x — a. 

Tr i angle  ifof- 
cele  ffpendu 
par  lefommet. 

bx : a 

\x 

l^e  meme  ba- 
laniant  autoitr 
de  fa  baje. 

b — b x : a 

(***  — 3**)  :(6*  — 4x) 

1* 

Reflangle  ba- 
lattfMt  aittout 
de  fon  cote. 

b 

7 * 

Cercie. 

\J(ax — xx) 

(<}8x’— 8/»xx—  \oaax—t  J4,)i+,5'4,r 

( 64XX — \6ax—2[aa)  z.-\-1^aas  1 

IV.  Qui  aura  compris  1’application  de  ma  Regie  aux  Solide» 
& aux  Surfaces,  entendra  aiferaent  la  mamere  de  1’appliqucr  aux. 
feulcs  lignes,  foit  qu’clles  fc  meuvent  in  latus , comme  la  courbc 
CAD  [Fig.  t ] ou  qu’cllcs  fc  meuvent  i»  planum  comme  PAQ* 

Car 
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N.  XCIX.  Car  lcs  pctitcs  parties  dp  de  ces  fortes  de  grandeurs , natant  que 
ks  fimples  elemens  ds  des  courbes , il  eft  irrident  que  la  quanti- 
\h{\ xx  +yy)dp : fxdp  qui  en  d£termine  le  Centre  d’ofcillation, 
fc  reduit  a f"(xx-f*yy)ds : fxds  dans  lcs  courbes  qui  balancent  in 
intus,  & a fxxds-  fxdt  dans  ceHes  qui  fc  roeurent  in  planum  v 
dans  lcfquclles  y eft  nulle.  De  forte  quii  ne  refte  qu’a  y fobfti- 
tuer  la  valeur  de  ds  en  x & en  dx , & a en  chercher  enfuirc  Tin- 
cegrale.  C’eft  ainfi  qu’on  trouve  poor  fc  ccrclc  [dont  ds  — \ adx: 
( * * — * x }]f(*x+yy  )ds:  fxds ■=, (5 aas  — • j aay)  : ( \as 
• - — ixy),  toujours  =4  (* ) ; Se fxxds :/ 'x ds  = \a — xz:(is 
— i z ) = [ cn  cas  de  x = 4]  J 4.  ( f >. 

D’oii  l’on  voit  que  la  circonferencc  d’un  cercie , ou  une  partie 
quelconque  de  ccttc  drconference  efant  mue  in  latus  , doit  avoir 
. fon  Centre  dolcillation  didant  de  1’axe  du  mouvement  de  la  lon- 
gueur  de  fon  diametre , Se  que  cette  circonferencc  enrierc  mue 
in  planum , doit  avoir  cette  diftance  egale  aux  trois  quarts  de  fon 
diametre. 

En  voila,  ce  me  femhle»  aflez  pour  faire  voic  que  ma  Regie 
s’6tend  a tout  ce  que  Mr.  Huygens  nous  a laifle  fur  cette  ma- 
dere : Car  ce  qu’il  ajourc  des  figures , qoi  balanccnt  fur  un  axe 
pris  au  dehors  dc  lcur  circonferencc  , n’a  plus  aucune  difficulte ; 
il  ne  faut  qu’aporter  quelque  temperament  cn  prenant  lcs  innfgra- 
les ; ce  qui  eft  facile.  Ec  cc  qu’il  die  touchant  les  pians  5t  lcs 
folides  obliques » fc  peut  de  memc  deduirc  fans  pcinc  dc  ce  que 
fai  deja  dit. 


(*)  Ou  pui fque yy  — - ax  — xx, 
on  a xx  -} -yy  = ax , Stfxx+yy)ds 

=faxds^afxds.  Donc^flb^^f 

fx  ds 

_a£xds 

fxds 

( 1 ) Car  / xxds  — [ puifque  d t 
p=  j adx  -W(ax  — xx  )]/ (jaxxdx: 


\J  ( ax x x))  ~\a  a s J aa  z 

— 4 axz.  Et  fx  d s /(  J 4 x d x t 

^ (ax — **))  = } 4/  — iaz.  Donc 
fxxds:  fxds  — ( \aas — ^aaz—laxz): 

( 'j4S iaz) \a  — xz:  (2s — 2 a). 

Or  quand  x = 4,  alors  z [ d ( ax 
— — xx  ) ] — rr  o.  Donc  dans  cc  cas 
fxxds  : fxds  Ce  reduix  a j.i. 


N*.  C. 
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du  Principe  de  Mr.  Huygens. 

touchant  le  Centre  de  Balancement , 

Et  de  lidentite  de  ce  Centre  avec  celtii  de  pcr- 

cuffion. 

Par  Mr.  BERNOULLI,  Profeff.  a Bdlef 
Lettre  du  3 Avril  1704. 

APris  la  dcraonftration  de  la  do&rine  du  Centre  de  Balan-  infande 
ccment , que  je  donnai  1'annec  paflee  a l’Academic,  par 
un  principe  incontcftablc  , tiri  de  ia  nature  du  Levier  ; 
il  me  fera  prefentement  facile  , en  rctoumant  fur 
demontrer  Ia  virite  du  Principe  de  Mr.  Huygen 
itre , fans  ccttc  dfcmonftration , feroit  plus  fujet  a 
fifavoir,  que  le  Centre  commun  de  gr avite  des  parties  <Tun  Pendule  Holi. 
qui  defeendent  conjointement , & remontent  enfuite  feparement , cha • 
cune  avec  fa  viteffe  acquife  , doit  remonter  precifiment  d la  meme 
bauteur  dont  il  efl  defeendu. 

Pour  cet  cfFct , foit  la  Figure  i , repetec  de  mon  Mimoire 
du  13  Mars  de  1’annee  palfec  , prifente  a 1’Acadimie  le  2j 
Avril  de  la  meme  ann6e  : foit  , dis  - jc  , encore  A 1‘axc  hori- 
zoptal  du  balancement ; A X M on  plan  vcrtical  droit  a 1’axc 
3 ac.  Ser  naulii  Opera.  E c c c e c AM 


QUI  DCUt  - • d.  n.. 
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No.  t.  A M Ic  diametre  de  la  figurc  qui  balance  , auquel  on  ait  appli- 
que  dans  lc  m$me  plan  fordonn^c  CLD  a angle  donn6  ALD  ; 
en  forte  que  CL  foit  cgalca  LD,  & dont  C , £>  , foient  dcux 
pctitcs  parcclles  dc  la  figurc , qui  decrivcnt  dans  lcur  balancc- 
mcnt  les  ares  C T , D S ; foit  aulfi  AM  la  longucur  du  Pendule 
firaplc  qui  faic  fes  vibrations  dans  le  meme  tems  que  la  figurc. 
Soient  dc  plus  les  verticales  MX.,  CY , LH,  DL,  lefqucllcs  ren- 
contrcnt  rhorizontalc  AX  cnX,:G,  H,  I;  &fur  lefqucllcs , pro- 
longecs  dc  haut  en  bas , (oienc  prifes  des  parties  infiniment  petites 
& igales  MN,  CO,  DP,  qui  expriment  chacune  ce  que  la  pc- 
fantcur  ajoute  d’impulfion,  a chaque  moment , a chacun  des  poids 
M , C , D.  Enfuite  apr&s  avoir  mene  les  elroites  NK. , OT , PV, 
perpcndiculaires  aux  ares  MK , CT , DV ; foient  CB  , LF  per- 
pcndiculaires  fur  LH , D 1 , 5c  lc  refte  comme  on  le  voit  dans  la 
Figurc. 

Quant  aux  noms  , foient  cncorc,  comme  dans  lc  Memoire  du 
Jf  Avrili703  *,  MN  = CO  = DP  = 4,  finus  total ; lc  finus 
dc  1’angle  LAErr^,  AC = l,  AD  — m , AM ~t,  AL=rx, 
LC  =LD=;,  CzzzD  ~df> . D’ou  l’on  a trouvi  dans  cc 
Memoire  , L.TL=gx:  a , U [ AC1  ] = xx-\-yy~\-  ig  xy.4 , mm 
[AD'  ]=zx  x +yy  ■ — igxy:  4,  & enfin  / —f(xx  -+-yy  ) dp  : 
fxdp.  Outre  ccs  noms,  foient  aufli  NK  = f,  & lc  iinus  dc 
1’anglc  LCB  = e. 

Cela  fait , fuppofons  que  le  diametre  de  la  figurc  qui  balance 
ainfi  que  le  Pendule  firaplc  ifochronc,  foit  defeendu  de  A X en 
AM,  & que  les  poids  M,  C,  D , &c.  s’ctant  enfuite  d£taches 
d’enfcmblc , remontent  f£par6ment  chacun  avec  fa  vltcffc  acqui- 
fc.  II  cft  clair  que  lc  poids  M du  Pendule  fimple  doit  remon- 
tcr  a la  meme  hautcur  M X , d’oil  il  eft  defeendu  i mais  que 
les  poids  C & D remonteront  a des  hauteurs  differentes,  com- 
me C Y , DZ  , lefqucllcs  fc  trouvcront  dc  la  maniore  que 
Toici. 

m 


. * Ci-deffus  N°.  XCVIII.  pag.  939. 
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MN  [ d] : NK  [f]  = AL[*]:LH[^]=AM[f]:MX[-y] 
AM‘  [t  t] : AC1  [/  /]  — MX  [— ] : CY  [ — ] ■ ; * Z 

A At 


AMS  [ttj : AD1  [mm\  = MX  [—  ] : DZ  [— ] 

L 4 J 1 at  J 

. • . A • - - — 

Siatot.  [4 ] : Sin. ang. LCB  |>]  = LC ou LD  [,] : LB  ou  DF[^J 

r CG  = LH — LB=  {c  x — *))■’* 

r .,  \ DI  = LH  + DF  = (rx  + ey)  : 4 

Cc  qui  donnc  /~>v c"\j  '*-*  n , • ■ , - 

J GY  = CY C G = cll:at ( cx ey):  4 

v.  IZ:=DI  — DZ  = (cx+ey):  a — cmnr.at 

D°nc  Ic  produit  du  petit  poids  Cou  r par  GY  fera  — clUf 
dt  {exdp  — eydp ):  4,  & celui  du  petit  poids  D ou  Z par  IZ 

• ■ — ( exdp  -J-  eydp  ) : 4 — e mm  d p ; 4 1.  Et  par  confequent  kj  fom- 
me  de  tous  les  produits  de  T par  GY  [ moment  de  tous  les  poids 

T par  raport  a la  ligne  A X ] — — .jHULt  + ^ 

—fUd?  ~fxfy  + ^fjdp.  Et  Ia  fomme  de  tous  les  produits 

de  Z par  IZ  [ moment  de  tous  les  poids  z par  raport  la  mp» 

™ ligne  AX]  +p2±_f‘J^± = irxdp  +-i 

* 4 * at  4J  r aJ 


fmmdp . 


•** 

\- 


at 


Or  ecs  deux  fommes  font  6gales  entr  clles ; ce  qui  fc  prouve 
par  mon  Mcmoirc  du  z f Avril  de  Pannee  paflec  * , en  cc  que 
j’y  demontrai  t =/( xx+yy)dp:fxdp.  Car  fi  I’on  multiplic 

les  deux  parties  de  cette  equation  par  ^fxdp,  Fon  aura  —f*dp 

Ecceee  t ~ic 

* N“,  XCVIII , pag.  53<J. 


No.  Ci 
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= —/\xx-\-yj)dp  L®  cswfe  dc  //+»»«*  = ixx  + tjrj]— ^ 
~ f(ll+mm)  dpz=  ~tflldp  -+•  j-Jmmdp ; & en  otant  dc  part  & 
d’autrc  -fxJp — • on  trouvera  ^/W/>+^/3^> 

— e—fmmdpz=:^tflldp  — x <// +*-/) d p ; c’eft  a-dirc  que 

le  moment  dc  tous  les  Z cft  egal  au  moment  de  tous  les  T par 
raport  a la.  ligne  AX.  Donc  lc  ccntre  commun  dc  gravit6  de 
tous  ccs  poids  fc  trouve  dans  la  meme  ligne  AX.  Et  par  con- 
fequent  il  cft  rcroonte  audi  haut  qu’il  ecoit  dcfccndu.  Ce  quit 
fdloit  premterement  demontrer. 

La  mime  chofc  fc  peut  encore  prouver  d’unc  autre  roanierc 
plus  fuccin&e , en  faifant  voir  que  la  fomme  des  produits  dc  T 
par  GY , [ en  comprcnant  auffi  (ous  T les  Z dc  1’autrc  cote , J cft 
6g ale  a zero ; cc  qui  cft  facile.  On  n’a  qu'a  fubftitucr  firoplc- 

ment  xx+jy  au  licu  dc  //,  & cffaccr  entierement  'afydp >•  parce 

que  toutes  les  jdp  politi ves  d’une  part,  font  detruites  par  autant  dc 

ydp  dc  1’autre : de  cettc  maniore  l’on  aura  j~  f{  xx+yy)dp—  CJxdp 

pour  la  fomme  dc  ccs  produits,  c’cft-a-dire,  [ en  mettant  f(xx 

**rjj)dp’-  fxdp  au  licu  de  /]  ~afxdp — c~fxdp=zo.  Car  de  la 

U 'tl\ t encore  , que  le  Ccntre  commun  de  gravite  dc  toutes  les 
parties  du  Pendule  fc  trouve  dans  la  ligne  AX  ( * ). 

(•)  Puifque/YxGY — fZx\Zi  pr£s  que  les  poids  font  retnontes. 
c=0,  le  Centre  de  gravitd  descorps  Or  c’eft  de  cettc  meme  ligne  hori- 
Y Se  Z,  ceux-li  fuperieurs , ceux-ci  zontalc  qu’il  cft  fuppofe  defeendu. 
inferieurs  a la  droite  horizontale  Donc  il  remonte  a la  meme  hauteur 
AX  , leur  Centre  , dis- je,  de  gravitd  dont  il  eft  defeendu» 
ic  trouve  fur  cettc  droite  AX,  a- 

* *\ 
v • 

Mentite 
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Identite  des  Centres  d’ ofcillation  & de 
percuffion. 

Pour  d^montrer  l’idcntit6  des  Centres  d’ofcilIation  & dc  per- 
cufljon  ; foient  consues  trois  verges  AC  , AD  , AT,  inflexiblcs, 
fans  pefantcur , & lices  enfcmble  ea  un  angle  invariable  C A D , 
dans  la  feconde  Figure ; que  les  deux  premieres  de  ccs  verges 
foicac  chargecs  a leurs  extremitas  de  poids  cgaux  C,  Z>;  & que 
la  troifieme  pafle  par  L Centre  comroun  de  gravitd  de  ccs  poids. 
11  sagit  de  trouver  le  Centre  de  perculEon  M , qui  doit  etre  tel, 
qu ayant  mu  langle  C A D autour  du  point  A , les  chocs , eu  les 
momtns  de  percuifion  , a legard  du  point  M , comme  de  1’apui, 
foient  egaux  de  part  & d’autre.  Pour  cela  foient  menecs  CT, 
DS,  perpendiculaires  a AC,  AD;  & MR , MS,  pcrpendiculaires a 
CT,  Db.  Les  droites  CT,  DS,  feront  les  lignes  de  dire&ion  des  poids, 
lorfque  dans  leur  mouvement  circulaire  iis  arriveront  en  C & en  D: 
ainfi  le  produit  du  poids  C par  la  vitefTc  AC  & par  la  difhnce  MR, 
& celui  du  poids  D par  la  viteflfe  A D & par  la  diftancc  MS , raar- 
queront  les  chocs  de  ccs  poids,  ou  leurs  mtmem  de  percuflion , 
par  raport  a 1’apui  M.  Ayant  donc  marque  les  quantitas  homo- 
logucs  a celles  du  Memoire  du  z 5 Avril  dc  1’annec  paflec  , par 
les  memes  latres,  repetees  au  commencemcnt  dc  cet  Ecrit-ci 
nous  trouverons  ce  qui  fuit.  ^ 

AC  : LC  = Sin.  ang.  ALC:  Sin.  ang.  LAC 
l : y = y/{aa — gg):  y/ <i**yy — ggJjHiti) 

Et  AD  : L D = Sin.  ang.  AL  D : Sin  ang.  LAD 

m:  y = y/  {aa — gg)  : y/ — ggjy)  : mm) 

Donc  Sin.  ang.  ATC=V(-m-  -V  L**r>)=*J \adll — Mjy+ggj)):  l 

• $ 

Et  Sin.afig.  AVD =yj(a*—  — — aMjy-+ggyjy.n 

w 7Ti  W 

Eccccc  j cefl- 

^ Pag.  9*8. 
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IDENTITE'  DES  CENTRES 


Ko.  C.  c*cft . j . jjrc  t cn  mcttant  au  Iicu  dc  //  & m m lcurs  valeurs 

Sin.  ang.  ATC  — ^(adxx+tdgxy+ggyy):!— (dx+gy):l 
& Sin. ang.  AVD=v/( aa xx  — idgxy  + ggyy  ):m~{dx  — gy ): m 


Apres  ccla  on  trouvc 


Sin.  ang.  ATC:  Sin.  tot.  = A C : 
*x+gJ 

1 — : a — / : 

Sin.  ang.  A V D : Sin.  tot  = A D : 

** — gl 

— : <*  = m : 


AT 

all 

ax+gJ 

AV 

dmm 


Donc 


TM=AT  — AM  — tll : (4 x -\.gy) t 

M V = A M A V t dmm : ( dx  • — gy  ) 


Dc  plus , Sin.  tot : Sin.  ang.  ATC  = T M : MR  ’ 

dx- f< gy  dll  dll — dxt— gyt 

1 ax+gy  *’  * L 

Sin.  tot:Sin.ang.MVSou  AVD=  MV  i MS 


d 


ax — gy 

m 


amm  dxt — gyt — dmm 
‘dx—gy'  d m 


Donc  CxACxMR=<//x/x(W/ — dxt — gyt):  dl 
==(dll  — dxt — gyt)  dp : d [cn  mcttant  pour  Ili, a valcur] 
= ( dxx+dyy  + tgxy axt  — gyt)  dp:  d-,  . 

Et  fixAD  xMS  = dpxmx  ( dxt  — gyt dmm  ):  dm 

= ( dxt  — g yt  — dmm  ) dp : d [ cn  mcttant  pour  mm  fa  valcur  J 
= ( dxt — gyt  — dxx  — *yy+igxy)dp\  d. 

Donc  aulfi  puifquc  la  fommc  dc  tous  Ics  produits  Cx  ACx 
M R doit  etrc  cgalc  a la  fommc  de  tous  Ics  produits  Z)xADx 

MSj  l’on  aura  fx  xdp+fyyd p + *-fgxydp  ■ — tfxdp — -fgyty 

—tfxdp 
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DOSCILLATION  ET  DE  PERCUSSION. 
=±tfxdp — -fgydp — fxxdp — fyjdp+-  fgxydpi  cc  qui  nous 

» A 

fournit  t = ( fxxdp  -f-  fyydp  ) : fxdp=f(xx-\-yy  ) dp  : fxdp. 
On  trouvcra  cncore  la  meme  chofe  , cn  nc  confidcranc  qu’unc 
fculc  des  deux  fommes  prec6dcnccs , en  effiant  tous  les  termes, 
ou  j n’a  quune  dimenfion , & cn  egalant  le  refte  a zero  : on 
trouvcra,  dis-je,  cncore  de  cctte  maniere  t=/\xx+yy ) dp: 
fxdp . qui  cft  la  meme  quantit£  que  nous  avons  trouve  pour  Ic 
Ccntre  d’ofcillation  , dans  le  Memoirc  du  25  Avril  de  l’ann6c 
paflee.  Donc  le  Centre  d’ofcillation  & de  percuHion  ne  font 
toujours  qu’un  feul  & meme  point.  Ce  qui  e/i  U feconde  ehe/e 
quii  faloit  ici  demontrer. 


No.Gi 
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SERIEBUS  INFINITIS 


Pars  Quinta. 


UM  non  omnes  quantitates  fur  da , nedum  tranf 
cendentes . dijfercntialibus  admixta  , pr  ace  denti- 
bus modis  in  rationales  transformari , inque  Se- 
ries converti  pojjint , ad  alia  fubinde  nobis  arti- 
ficia recurrendum  efl  ad  obtinendum  propofitum ; 
tnter  qua  , ob  univerfalitatem  fuam , eminent 
Interpolationes  Walliftana  , vel  Exaltatio  bi- 
nomii  ad  poteftatcm  indefinitam , vel  AfluttH 
tio  Serici  fi&a:  inftar  qusflts  , aut  confimilia  fuhfidia  alia , quo- 
rum, pro  re  nata , nunc  unum , nunc  plura  in  ufum  verti  queunt.  Nos 
pauca  eorum  fpecimina  , pofi  generalia  nonnulla , in  uno  alterove 
exemplo  fubjungemus, 

Ffffff  i PR  - 
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DE  SERIEBUS 


Ko.  CI. 


PROPOSITIO  LIII. 

Quantitatem  quamcunque  furdam  , vel  irrationalem  , in  Seriem  in- 
finitam rationalium  convertere , fer  interpolationes  Wallifianas. 

Reducatur  quantitas  rationalis , cujus  potcftas  frada , five  radix  > 
aut  latus  quteritur,  ad  fradionem  hujus  format  l:  (m  — n)  [ po- 
nendo «*>»].  Hujus  fradionis  potcftates  integrat,  prima,  fe- 
cunda, tertia,  &c.  convertantur  ope  divifionis  continuat  in  toti- 
dem Series , per  XXXVI  ufque  ad  XL  Propp.  * hoc  pado : 


Exp. 

0 

1 

2 

3 

4 


Poteft. 


= i + o [+ 


&c. 


In  Inn  In'  In* 

1 T + — + — &C. 

m mm  m m m 

//  2 ll n , J llnn  *lln'  J /In*  e 

- = + — + &C 

1 9*1  rn  m ^ 


mm  m'  ' m’  m m s 

/*  3 /’»  , (,1'nn  io Pn*  t i 


+ 


&c. 


- + 

(w — n)1  m'  m*  m‘  rn  m 

l*  l*  . *l*n  . 10 l*nn  . 10/V  . ^t*n*  . _ 

'.t — •*  d-  s d~  • "f*  7 - d « ■ 

jti—H ) m m m m w 


In  his  Seriebus  obfervabis , cocfficicntes  primorum  terminorum 
conftituerc  unitates,  cocfficientes  fecundorum  numeros  laterales, 
tertiorum  trigonales,  quartorum  pyramidales,  & fic  porro;  ter- 
minos vero  puros  ordine  oriri  ex  dudu  fradionis  l:  m [ad  po- 
tcftatcm  elevata  fimilcm  ei  ad  quam  elevanda  fradio  l :{m — /»)] 
in  1 , n:m.  nn:  mm , n' : m 1 &c.  Hinc  ad  inveniendas  potcfta- 
tes  intermedias , live  radices  [ ceu  media  quatdam  geometrica  , 
quorum  exponentes  funt  arithmetice  medii  inter  exponentes  inte- 
grorum] numeri  terminorum  figurati  tantum  funt  interpolandi, 

juxta 


* N°.  LXXIV  » pag.749.  & feq. 
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juxta  dottrinam  W allisi  i Prop.  171.  feqq.  Arithm.  /.yfo.Ng.Cl. 
Eft  vero , pofito  exponente  vel  indice  poteftatis  p , generalis  cha- 

p.  p -j-  1 

ra£lcr  lateralium  quoque  p , trigonalium  l > pyramidalium, 

»./>+!. 

— - — - — - — 1 occ.  ut  ibid.  docetur  Prop.  18  i.  Quare  fi  p 
interpreteris  per  i , invenies  potcftatcm  dimidiam  quantitatis 


/ 


/ 


1 n 1.3  nn  1.3.  j n} 


m 


t , * * " i*  1 nn 

- , nempe  Z—V  ~ *(  1 4- — 4- 4- 

n r m n v m ' ~ im~ 


4 <»»  1 

+ 2.4.6.8»,4  + &c<  )•  Si  f explices  per  } , habebis  trientem  potc- 

n . r 1 / 1 y , 1 , 1 » , 1.4.7  »’ 

fawfc»  Vjrr;=  ^^><('+^+^,+7^7^  + 


I.4.7. IO 


3.*.9.LZ«» 
/ 


- &c.  ).  Si  per  *,  obtinebis  fefquialtcram  poteftatcm 


fcu \/  — - ~ ~ x ( 1 -f-  ~ — -+-  ■ — 1 4- — , 

m — ny  m — n tny  m ' ‘ im  ' 7.. a.  mm  * i.  a /c  m1 


3 n 3-5  »»  3-  5-7»* 


ir»  Z-4  mm  ‘ 2.4.  6 »»’ 


34-7.9» 

».4.6. 8»» 


% + &c. ) &c. 


COK.OLL.  Quoniam  pofitis  l , m & n squalibus  inter  fc  , fit 
l l 


quantitas 


m - 


;=^==00>  Senes  autem  prsdifts  abeunt  in 

1 1.3  1.3. j 1 

Series  purorum  cocfficientium  1 + ” + — + “T.  &c.  , 1 + - 
* * 1.4  2*4*®  3 

, I>4  , r4‘7,  ?,3-5,  3-J-7  . ....  c . 

+ + 3^  &C*  ’ 1 + 1 + r4  + &c  i coUigimus , Senes 

cjufmodi  natas  ex  dudu  continuo  fradtionum , quarum  numera- 
tores & denominatores  in  progreflione  arithmetica  per  differen- 
tias  primo  denominatori  squales  inlurgunt , fummas  fundere  in- 
finitas ; quod  apertius  ita  conflabit : Minue  numeratores , cofquc 
squales  conflituc  denominatoribus  fingulos  fingulis  , nempe  fe- 
cundum numeratorem  primo  denominatori  , tertium  fecundo  > 
quartum  tertio  , 5c  ita  deinceps ; lic  enim,  ex.  gr.  loco  prims  Se- 

F fffff  3 riei 
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rici  habebis  i + - +— + — + &c-  — C perimenti- 

bus fc  mutuo  di&is  numeris]  i +j  + i + « + s &Ci  =00  > Pcc 

i i.  J i.j.l 

Cor.  t,  XVI  t ; unde  fortius  altera  i + ~+  4+  z>4< 6 sc* 

ob  numeratores  majores,  infinita  erit.  Cacterum  poliremus  ter- 
minus cujulquc  Serici  nunc  nullus  cft  , nunc  infinitus;  prout  ex- 
ponens poteftatis  p , vel  prima  Serici  fraftio , unitate  minor  elt , 
majorve.  Sic  ultimus  terminus  prima:  Serici  ix^x^xj  &c.  nul- 
lus elt;  nam  fi  quantus  eltct,  etiam  hic  foret  quantus  } x J x f xj 
&c.,  utpote*  cujus  finguli  fetiores  lingulis  fetioribus  prsccdcntis 
termini  ordine  fumtis  funt  majores  ; quare  & utriufque  produ- 
tlum  quantum  foret,  nempe  ix}xjx|8ic.  in  }xjx|x|&c.  — 

i z 3 4 00 — i 

[permiltis  alternarim  utriufque  fetioribus] 

= [ob  numeratores  omnes  primum  fcquentcs,  & denominato- 
res  ultimum  praccdcntcs  fc  mutuo  perimentes  ] — = o ; quod 

abfurdum.  Ultimus  contra  terminus  tertia:  Serici  lxix|xf  &c. 
infinitus  elt»  nam  fi  finitus  eflee,  etiam  hic  foret  finitus  Jx|x$x'#® 
&c.  utpote  cujus  finguli  fatlorcs  lingulis  illius  funt  minores,-  quo* 
circa  & utriufque  produtlum  finitum  foret ; nempe  l x ; x | &c. 

in  }XjX?  &c.  = Jxjx Jxf x . ..... » — — — __  dcllruentibus 

fc  mutuo  numeratoribus  qui  ultimum  praecedunt  , 8e  denomina- 
toribus  qui  primum  fequuntur  ] 22  — ; oo  ; quod  pariter  abfur- 
dum. 

LIV. 

Idem  pretii  are  per  exaltationem  birtomii  ad  potejlatem  inde  fini. 

tam. 

Quantitas  rationalis , cujus  poteltas  per  Seriem  defideratur  , fit 

expref- 

f N°.  XXXV.  pag.  394- 
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exprefla  per  binomiura  i +n  [ ponendo  i > n ].  Hujus  binomii  N».  CI. 
poreftas  indefinita  p , ut  jam  paflim  inter  Geometras  notum  , per 

P P — t . . P P — * P — 2 


Seriem  exprimitur  i + ^ ^ ^ 


i.  *•  3 

p.p — i .p — i . p — 3 

- — — — - — n*  + &c.  ubi  pcrfpicuum  cft , quod  quotief- 

cunque  exponens  poteftatis  p eft  numerus  integer  & pofitirus , 
Series  neceflario  aliquando  abrumpetur;  quandoquidem  in  conti- 
nuatione ulteriori  coefficicntium  p.p — i.p  — i.  &c.  ncctflario 
tandem  devenietur  ad  p — / = o;  quod  proin  illum  terminum 
& ab  illo  deinceps  omnes  cvanefccre  facit.  Sed  quoties  p nume- 
rus fra&us  eft , aut  negativus , coefficientes  nunquam  in  nihilum 
abibunt  ; ac  ideo  Series  in  infinitum  excurret : qua  ratione  habe- 
tur cx.  gr.  sj ( i +n ) [ ubi  p valet  I ] = i + » n + 

H-V 

».4-6 
I 


lll-n' LLl_»*+&c.  & V(i+»)  [ubi /valet}]: 


2.4.6.» 


M , 
— n 


J+  - n nn- 4 

3 3-6  3-6*J> 


2.3.8 


n * &c,  & 1 : e/(  t + n) 

3. 6.9.1 2 

r ,,  I . 1.3  *.3.f  . . M.f  7 * 

[ ubi  p notat  — J ] = 1 - — n nn — n -f- n* — 

1 r J 2 2.4  2.4.6  2.4.6. 8 

&c.  & pariter  in  cactcris. 

Nota , quod  exaltatio  binomii  ad  poteftatcm  indefiniram  , & 
interpolationis  negotium  rcaple  in  idem  recidunt , unoque  & eo- 
dem nituntur  fundamento;  quod  confiftit  in  propricrare  quadam 
numerorum  figuratorum  fupra  jam  prslibata  Propof.  XIX  f;  fed 
cujus  dcmonftrationcm  , nc  hic  nimii  fimus , in  aliam  occatio- 
nem refervamus. 

L V. 

Duarum  quantitatum  indeterminatarum  relationem  unim  ad  alte- 
ram per  Seriem  exprimere , ope  ajfumta  Seriei  fiftx  inflar  quafita. 

Ponatur 

f N*,LIY.  pag.  521,  Vide  ibi  Notam  (b). 
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CU  Ponatur  alterutra  indeterminatarum  x & yt  quarum  relatio  ad 
fc  invicem  quaritqr,  puta;>,  aquari  Scrid  a+kx+cx  x+e  x' 
+/*%  &c.  aut  a +bxx  + cx4+cx‘  , &cc.  aut a + bx4  + cx 
gx 11 , (te.  aut  fimili,  prout  opus  videbitur  ( );  atque  tum, 
in  quantitate  vel  aquatione  propofita , loco  y fubftituatur,  hac  Se- 
ries, nec  non  loco  dy  & ddy,(ic.  Serici  diffcrentiale  aut  diffc- 
rentio  - difFcrcntiale  , &c.  quo  fafto  , ex  comparatione  homologb- 
rum  terminorum  determinari  poterunt  aflumti  coefficicntcs  a,  b, 
e , 5 te . Sequuntur  Exempla. 

L V I. 

Invenire  relationem  coordinatarum  Curva  Elajlica  per  Seriem. 

Fle&atur  Elater  in  curvaturam  AQR  [ Fig.  i ] a potentia  applicata 
in  A,  & trahente  juxta  directionem  AZ ; iitque  AB , vel  BZ=a, 
AE  vel  PQ — *r  AP  vel  Eg==y,  & A£==z. ; oftcnfura  cft 
in  Att.  Ldpjl  1694 , p.  »7*>  & 16*5 » P-  5 3 8 » t naturam  hujus 
curva  exprimi  aequatione  dy  = xxdx : \J  (a* - x4  ) . c qua  qui 
methodo  Diophanti,  qua  in  pracedcnti  parte  ufi  fuimus  , 
«rationalitatem  tollere  vellet , «etatem  confumerct ; cum  depre- 
hcnlum  Gt  a Geometris,  fummam  vel  differentiam  duorum  bi- 
quadeatorum  , qualis  cft  a 4 — — x4  , nunquam  poffe  conftitucrq 
quadratum.  Quare  nobis  confugiendum  cft  vel  ad  Interpolatio- 
nes , vel  ad  indefinitam  Potentiam  binomii , hoc  pa£lo  : 

Primue 


(•)  Id  nimis  vagum  eft.  Nam 
pro  diverfa  relatione  quantitatum  * 
& y,  forma  Seriei  a (Tumendae  va- 
rianda cft , tum  quoad  terminum  pri- 
mum , qui  non  femper  erit  quantitas 
conflans  a , tum  quoad  progreffio- 
nem  exponentium  indeterminatae  x. 
Hanc  formam  invenire  docuit  New- 
TONUS  ope  parallelogrammi  cujuf- 
dam,  quam  methodum  fecutus  cft 
Tavlgrus,  perfecerunt  Cl.  Stir- 


LTNG  & s’Gravesandb  , ita  ta- 
men ut  pauca  quaedam  in  melius  mu- 
tari adhuc  pofTint.  Sed  non  fatis  ge- 
neralem efle  methodum  parallelo- 
grammi oftendit  Cl.  Nic.  Bernoul- 
li  . ille  ipfe  qui  Pofitiones  iftas  de- 
fendit , aliaraque  longe  univerfalio- 
rem  fubflituit.  At  eam  hic  exponere 
non  vacat. 

t N°.  LVIII.  pag.  592,.&N°. 
LXVI.  pag.  <5^1. 
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Trimus  Modus.  Interpretemur  x 4 tam  per  / , quam  per  n , & 
<*+  per  w;  erit  x+.-(44 — x+ ) = /:(»» — n) ; unde,  per  LTIf, 
/ . . _ , x*  xx  xx  i x 6 


habetur  i/ , id  eft , — 


aut 


w» — n 


a' 


yj{a* x *)  aa~^~ia° 


+ — — ' +&c.  & [facta  multiplicatione  per  dx~\ 
1.4*  Z.4.64 

xxdx  r , xxdx  ixsdx  i.fx'°dx  1.3.5 x'Vx  „ 

-feu  dy=  — + + r-rr-  &c. 


Vr(44— X4)  7 2*  2.44'°  2.4.64* 

x1  I X 7 1 1 v11 

& denique  fummando , ^ /*  feu  ^ ~ ^ ^ ^,a  + 


1,4.6.!  54 + 


Secundus  Modus.  Explicemus  nunc  per  1 , & — x 4 per»;  erit 

4+— x4=i+w*  &7(7^x+)=7o^);undc*  p^uv>^ 

■rj7~,  r feu  . ' , =al  + lx*+llx,+l±ix,I+8<c> 

V(i+W)  — x4)  ~i  1.4  1.4.6 

xxdx  I 

& [ multiplicand.  perxx^x]  ^-=zxxdx+  ~xsd x ■+• 


»•? 


1.3. 5 


^ x' °dx  + x’  Vx  + &c.  & integrando  , j x'  + — x7  -f 

i~4~i7 *" ' +2  4 g j f x' ' + &c.  feu  denique  fupplendo  unitatem, 
x’ 

— 4. 

"3  A 4 1 


lx' 


+: 


1.3  X 


3 a*  i-7a  ^2.4.1  ia 


r-3.<  x~ 
1.4.6.! 5 a 


- + 8cc.  ut  antea. 


1 1 

C0&0LL.  Sumta  x — a = 1 , fit  tota  A Z = - + + 

> *•/ 

I.  3 T,  3. 5 

+ rTTT7+  &c*  Conf.  Aci.  Lipf.  1694  , pag.  174.  & 


1.4.1 1 1 2.4.6.15 
3 69  * 

jfac.  Bernoulli  Opera . G S S S S S 

i 15°.  LYIII.  pag.  S96,  Si  N°.  LXIY.  pag.  632. 


LVII. 


No.  CI. 
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N0.  CI.  L V 1 1 

P.cclificare  eandem  curvam  per  Seriem. 

Quia  aequatio  curva;,  ut  diftum,  eft  dj  = xxdx : \/ (a* — x4), 
fiet  quadrando  dy1  =x*dx : (a** — x4)  & dz1  ==.  d yl  4-  d xl  = 
x*dx:(a*  — x*)+dxl  =a*dx*:(4* — x4),  adeoque  dz=s 
aadx:  \/  {a* — x4).  Exponamus  a*  nunc  per  /,  nunc  per  m , & 
a a _ , 44  . L 


x’  per  n , erit 


W(-4  — **) 

per  L 1 1 1 , fit  \i  — - — fivc  y/ 


fcu  y/ 


7*  ==  V 


m- 


7*=l  + 


m- 
I x4 


— i unde , 

it 

1.3  x* 


M4  + z7?  + 


I.j.fX  . - „ r i • , n aadx 

-4-&c.  & [ multiplic.  per  dxl  — — fcu  dz=- 

2.4 -6  a J y/(a* 

ixVx  i.j  x*dx  1.3  .fx,l</x 

dx-\ — — + " ■ 4-  ~~  — E &c.  tandemque  fumman- 


24 


2.4 a 


l.f!  * 


2.4 ,6a 

do , z fivc  A£j=  x + + — 1 ■ ■ * . , 

2.  5 4 2.4.514  2.4.6.134 

Idem  etiam , per  LIV , fimili  modo  oftendetur. 


TT  + &c. 


C o R.  o L L.  Fa&a  x~a~  1 , habetur  tota  A QR  = 1 4- 
fcf’rj'j»+^fet3  + &5'  Vld'  AcJ-  fyf-169* » P-  *74.  t 


» 

*•* 


L V 1 1 1. 


Defnire  limites  pracedentium  fericrum. 

Quoniam  Series  his  methodis  reperta  nimis  lente  convergunt, 
non  abs  re  erit , fi  modum  oftendam  quo , levi  labore , lummis 
carum  , quantum  ad  ufum  fufficit , approximare  & limites  confti- 
tucre  poflimus.  In  exemplum  propolita  fint  proxima  dtia  Se- 
ries, quibus  exprimitur  applicata  Elaftica  BR  vel  AZ  t 8c  longitu- 
do ipfius  curva  ar  3 nempe  I-+--! f-  q — Ll3.:L  . gfC# 

, r 3 2.7  2.4.11  '2.4.6.15  * 


t N°.  LVIII.  pag.  stf- 
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9*5 

& , i + ~ + + 1'  l'  * • + &c;  Sumo  quantitatem  ] cujus  No>  CI’ 

integralc  haberi  poflic,  datis  xxdx : \/  {a* — x *)  Sc  aadx  -•  \/  (a* 

— x*) , c quibus  Series  propofua:  fluxerunt,  affinem,  puta  x'dx: 

>J  {a* — at4),  cujus  integralc  clt  ia  a — J y/(a* — *4 ) , cam- 
que  pari  methodo  in  Seriem  refolvo  , & Seriei  terminis  Cumma- 
tis , pro  x Si  a unitatem  pono ; quo  patto  Series  emerget  J + 

al  + + 2^6.  L + &C*  «qualis  proinde  ‘,aa — W(a' — **> 

= i,  feu  0.5000000.  Colligo  jam  lingularum  Serierum  termi- 
nos aliquot  ab  initio  in  unam  fummam  [ quod  expedite  fit  per 
Logarithmos]  ex.  gr.  decem  primos  terminos  , qui  collc&i  effi- 
ciunt, in  prima  Serie,  o.  510*560;  in  fecunda  Serie,  1.1*07187; 
in  tertia,  0.4119014«  Hujus  igitur  reliqui  poft  decimum  ter- 
mini [ ad  complendum  i feu  o.  5000000  ] conflicucnt 
0.0880986,  qui  numerus  additus  fummx  10  primorum  termino- 
rum in  prima  & fecunda  Serie  exhibet  0.5983546  & 1.3088173» 
fummis  totarum  Serierum  julto  minores  , ob  fingulos  tertiae  Se- 
riei terminos  minores  homologis  terminis  reliquarum. 

Deinde  , quia  undecimi  termini  in  tribus  illis  Scriebus  funt 
t.  3.  5.7.9.  n.  13. 15.17. 19  1-3.?. . . »9  _*•  3 • 5“-*9  , 

2.4. 6.8.  10. 12.  14. 16. 18.  20.43  * 2.  4.  6 ...  20.  41  * 2. 4. 6 . ..  20. 44  * 
liquet  terminum  hunc  in  Serie  tertia  ad  eundem  in  Serie  prima 
reciproce  e(Tc  ut  43  ad  44,  & ad  eundem  in  fecunda  ut  41  ad 
44 ; terminorum  vero  fcquentium  fingulos  in  tertia  Serie  ad  e- 
jufdem  ordinis  terminos  in  reliquis  Scriebus  habere  rationem  ma- 
jorem quam  43  a^T  44,  Se  quam  41  ad  44:  unde  & liimma 
omnium  fcquentium  decimum  in  tertia  Serie  ad  fummam  om- 
nium po(l  decimum  in  reliquis  Scriebus  majorem  rationem  habe- 
bit. Idcirco  fi  fiat,  ut  43  ad  44,  nec  non  ut  41  ad  44  , ita 
fumma  terminorum  poli  decimum  in  tertia  Seiie  , nimirum 
0.0880986,  ad  0.0901 474  & ad  0.0945448»  erunt  hi  numeri 
majores  fummis  terminorum  decimum  fcquentium  in  prima  & 
fecunda  Serie:  quapropter  fi  addantur  fummis  10  priorum,  quae 
funt  0.510*560  & 1. 1*07187»  erunt  quoque  numeri  prove- 

Gggggg  * nicn-: 


% 
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No.  ci.  nicntcs  0.6004034  & 1.3151633  majores  fummis  totarum  Se- 
ricrum. 

Reperti  ergo  funt  limites , quibus  fummar  primae  & fecunda? 
Seriei  definiuntur:  limites  illius  funt  o.  5983546  & o 6004034; 
hujus  1.  3088173  & 1.3152635:  unde  applicata  B R vel  AZ 
major  cft  quam  0.598  . & minor  quam  0.601  ^fc)i  ipfa  vero  cur- 
va AR  > 1.  308,  & < 1.  316  (e),  fic  ut  tres  illa:  lines  RZ,  AZ 
& A proxime  fe  habeant  ut  10,  6,  13.  Conf.  Aci.  Lipf. 
* 694  , p.  274.  * 

Se H oli  o m.  Quoniam  ex  natura  dcfccnfus  gravium  demon- 
flrarur,  quod  tempus  ddccnfus  Penduli  alicujus  per  quadrantem 
circuli  ad  tempus  dcfccnfus  perpendicularis  per  ejus  radium  eam 
rationem  habet , quam  habet  curva  Elallica  AR  ad  ejus  axem 
RZ^),  hoc  cft  majorem,  ut  oftendimus,  quam  1308  ad  1000» 
& minorem  quam  1 3 1 6 ad  1 000  : tempus  autem  dclcenfus  per- 
pendicularis per  circuli  radium  ad  tempus  per  femiradium  , fe 
habet  ut  \J  1 ad  1 : & tempus  per  femiradium  ad  tempus  per  ar- 
cum minimum  [ confcnticntc  Hugenio  in  Horel.  ofctllat.  pag. 
155.  t]  ut  diameter  circuli  ad  ejus  lemiperipheriam  , hoc  cft  ut 
226  ad  355  : inferri  poteft  ex  arquo  , quod  tempus  defccnfus 
Penduli  per  quadrantem  integrum  ad  tempus  dclcenfus  ejus  per 

arcum 


(k)  ApplicatamBRinvenitCel. St  JU- 
LI NGt  fle  =o.  5990701  1736779611, 
quam  proxime. 

(«)  Curvam  vero  Elafticam  idem  re- 
perit  — 1.  3 1 102877714605987. 

* N°.  LVIII,  pag.  596. 

("*)  Sit  1 f(  adit:  — mi)) 

arcu»  circuli , cujus  linus  , ra- 
dius =<i;  & quia  celeritas  gravis 
delapli  per  altitudinem  u eft  y/«,e rit 
tempus  defccnfus  per  arcum  ad  tem- 
pus defcenfus  per  linum  ut  f (di;  \/u) 
a A f(du:  y/u)  , hoc  efl  ut  f(  *du : 
— u ‘ ))  ad  f{  du  : \/u  ).  Pone 
u — - xx ■ a , 6i  erunt  tempora  def- 


cenlus  per  arcum  per  linum , ut 
f{2xdx:\J(  axx — x':a *))  =f(2*dx\/a: 

\f(a*—x*))  v f2dx , 
'r  \/(  xx :«  ) 

hoc  ell,  multiplicando  ufrumque 
terminum  per  i yja,  ut / (tadx:  a + 

— — ) ) ad  fdx  = .v , live , per 

Prop.  LVII , ut  arcus  AQ  Elallicae 
ad  ejus  abfcilTam  A E vel  PQ.  Ita- 

ue,  quando  x a u , tempus 

efcenfus  per  quadrantem  ell  ad 
tempus  defcenfus  per  radium  , ur 
curva  Elallica  AR  ad  ejus  axem  AB 
vel  RZ. 

t Part.  II.  Prop.  XXV. 


► 
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arcum  minimum,  fc  habet  in  ratione  majore  quam  3400  ad  2888, No.  et. 
& in  minore  quam  3400  ad  2869(*)»  unde  rationem  3400  ad 
2900,  live  34  ad  19,  quam  prsfatus  Audor  ibid.  pag.  9,  tem- 
poribus horum  dcfcenluum  allignat,  extra  hos  limites  cadere  li- 
quet. 

LIX. 


Dati  Logarithmi  Numerum  invenire  fer  Seriem. 

.Intclligatur  Curva  Logarithmica  PC  Q_[Fig.  1 N ‘.  LXXIV], 
cujus  axis  AD,  liibtangcns  conftans  zzr/,  applicata  BC=\,  Lo- 
garithmus  datus  Bl  [-ff/]=x,  ejuique  Numerus  /o[/o]=^; 
erit , ex  generali  curvarum  natura,  ztzdy : dx=y:  t , adeoque^  = 
-±ctdy : dx.  Fiat,  juxta  przlcriptum  Prop.  LV,  y zzr  1 -\-bx- f- 
exx-i-  ex'+  fx * &c.  & ditferentiando  , dx-.dy  = b + icx  +3 exx  + 
4 f x'  &c.  critque  1 +bx+  exx  + tx!  + /x*.  &c.  [=7=5 
ziz  tdy : dx  ] — ±bt±  ictx  z+z  jftxx±  4//  x'  z±z  5 gtx* , &c. 
& fada  comparatione  homologorum  terminorum  elicietur,  b== - 

I ^ b I ( C I 

/ ’ f 2f  1.2//*  e 3^  M.j»1’ 

- , &c.  unde  , valoribus  iftis  cocfficien- 


XX 


f ^ 4*  ^ i.z.s.+  t 

x 

tium  b , c , e » &c.  lubftitutis,  rcfultat  v = i±-+ 

J t l.Ztt 

,v*  x* 

H i r z *r  &c.  Conf.  Aci.  Lipr.  1 69 ) , p.  1 79-  (f ) 

1.2.3/'  i .2.  j .4  * 


Aliter  idem  alfque  dijferentialium  adminiculo.  Concipiatur  Log- 
us /?/[£/]  diviius  in  partes  quotlibct  squales  BE,  EF , FG , &c. 
[_Bi,  tp,  <py,  &c.  ] , quarum  numerus  fit  n , & linguis  dicancuc 
d.  fic  ut  nd  fit  = £/[£<]  =x.  Tum  applicatis  curva:  redis 
totidem  EN,  FL,  GM.  &c.  [t*,  <pA , yfa.  , &c.  ] jungantur  extre- 

Gggggg  5 mit»* 


(«)  Ope  numeri  Stirlingiani  Not.  c falvo  errore  calculi, 
inveni  rationem  hanc eile  quam  pro-  (f)  Ibr  Leibnitsus  idem  , eo'-- 
xime  1.  18034039901609618  ad  1,  dem  fere  modo,  demonflrat. 
live  34  ad  28.800324430242689441, 
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No.  Cl.  mitatcs  C & K [*]  duarum  BC,  EK  [tx,]  per  redam  CK  [ Cx]  ; 
fitque  axis  portio  inter  produdam  CK[C»]  & applicatam  BC  in- 
tercepta = t ; quo  pado»  propter  triangula  fimilia,  fiet  t:i  [^c*] 

— t±d:  1 -±z~ — — EK[  i*].  Et  quoniam,  ob  squales  B E , 

EF.  FG,  &C.  [ Et,  tp , <p>,  &C.  ] , ipf*  BC,  EK,  FL , &C.  [BC, 
tx,  <p\,  &c. ] in  continua  funt  proportione,  carumquc  prima  BC 
= 1 , idcirco  defignabit  FL  [ tp \ ] fecundam  poteftatcra  , C M 
[yu-~\  tertiam,  RN  [pr]  quartam  , &c.  tandemque  ultima  IO 
[ 10] , feu  y , iplam  n potcftatcm  applicat®  EK  [ ix]  feu  1 ± d:  t 
[pro  numero  videlicet  particularum,  in  quas  divila  cft  B l [£/]  J; 

• 1 a , tt  t - ■ — t .di 

qus  quidem  poteitas,  per  L1V  , repentur  = t — — -■+ 


n.  n- 


-1 


-t.d'  ^ n. n- 


~\.n — i.n — i.d* 


1.1  tt 

. — &c.  Quod  fi 

i.i.jt’  1.2.3. 41*  x 

jam  numerus  particularum  n ponatur  infinitus;  produda  C/r[Cx] 
abibit  in  tangentem , & ipfa  t in  lubtangentem  Logarithmies ; 
atque  prstcrca  numeri  t , 1 , 3 , &c.  cvancfccnt  prs  n , fic  ut 
n — 1 , n — 1,  n — 3,  tantundem  valeant  ac  n : quare  tum  fiet 

nd  nndd  n' d'  n*d*  „ _ 

=t H =±=  &c.  = j propter 

J t i.ut  1.1.3 1 1.1.3. 4 ‘ Lt 

x 5 X* 

I + 7-7-7-77-4  — &c- ut  fupra- 


J 1 . * , xx 

tid  — x 1 tdr  - -j 

J t i.ztt 


1.1.3  * 1.1.3. 4/ 

o Nota , quod  exiftente  x > t , termini  quidem  Seriei  aliquouf- 
que  crcfcunt , tandem  tamen  dccrcfccre  pederentim  occipiunt,  ul- 
timoque vergunt  in  nihilum.  Nam  fumtis  ab  initio  m terminis , 


erit , ex  lege  progrefiionis , fumtorum  ultimus 
& fcquens  ultimum  — 


m- 


m- 


tn 


1.2  3 ...(/» — 1)1 
; adeoque  ratio  illius  ad  hunc. 


I.2.3  ...mt 

ut  mt  ad  v:  unde  cum  ratio  t ad  x determinata  fit  , numerus 
yero  terminorum  m ufque  & ufquc  major  poflit  accipi  , ratio 

quo- 
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quoque  mt  ad  * tandem  quavis  data  major  fiet.  Exiftente  au-  No.  Cl 
tem  x = vel  </,  Series  ifta,  & alia:  hujus  generis,  ftatim  ab 
initio  celerrime  convergunt , coque  celerius  quo  minor  x : unde 
difeimus  quod  multo  commodius  & minori  cum  labore  Logarith- 
morum  Canon  adornari  pollit , fi , per  hanc  Propofitionem  , ex 
Logarithmis  datis  Numeri , quam  fi  vicifiim , per  X L V 1 1 , ex 
Numeris  datis  Logarithmi  quarrantur.  Quanquam  & illic  com- 
pendium fefe  nobis  offerat  non  contemnendam  ; quod  quia  in 
difta  Propofitionc  intattura  prxtcriit  , breviter  hic  indicandum 
reflat : Quoniam  politis  in  Logarithmica  [ Fig.  1 N*.  XC  ] A B 

— a , fubtangens  AK^zt,  £I=u , &c£i  — f,  adeoque  REz= 

— 4 — #,  6c  p«=4  + /)  invenitur,  per  XLVII,  AR[ho^-\i% 

U MU  Ul  U* 

*£]  = '* C'  + —+—>  + 77*  + & [Los-us  e»] 

u lad  4 a 

S u s'  J4 

— t x( i r 7 + &c. ) } fcquitur  ex  natura  Lo- 

4 244  3 a'  44*  1 

garithmica:,  has  duas  Series  in'er  fc  atquari,  fi  tres  applicatae  £E, 

AB,  pt,  feu,  4 — u , 4 & 4 -f-/  continue  proportionentur  ; hoc 
eft  , fi  ftatuatur  u=as:  (4  + /);  fcd  quia,  per  hanc  hypothe- 
fin,  perpetuo  fit  * < /,  & nominatim  hac  fumra  =4,  i 4,  \ c 

&c.  illa  ja,  44,  & e.  multo  femper  celerius  prior  Se- 

ries converget  poTleriore:  unde  plurimum  laboris  in  pradtica  ef- 
feilionc  Logarithmorum  relcindi  poterit  , fi  loco  hujus  illa  lur- 
rogetur;  ex.  gr.  fi  [fa£ta  s~a  ] loco  Seriei  1 — 1 + J i + 

; — &c.  hoc  eft , loco  — + — + ~ >+-5  + &c.  fubftituatur 
5 1.2  3.4  5 0 7.8 

jl+^+p  + ^.  + ^2  + &c.  quippe  per  cujus  primos  18 

terminos  tantundem  approximatur  , quantum  per  mille  terminos 
alrcnus ; quod  lpfum  etiam  ad  Coroll.  3 , XLVII , * in  liibtan- 
gente  Logarithmica  definienda  obfervabitur.  Sed  rei  utilifiimae 
uberiorem  explicationem  anguftia  pagina  non  permittit.  ( d ) 

Scho- 

* N°.  XC.  pag.  Sjj.  dabitur  Log-mus  fraftionis  i=s 

( * ) Dato , v.  g.  Log-met  binarii , Log.  1 — — Log.  2 = — Fog.  2. 

Itaque 
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Ko.  CI.  SchoLIUm,  Si  fumma  quardam  pecunia;  foenori  elocata  fit, 
ca  lege , ut  fingulis  momentis  pars  proportionalis  ufura;  annua; 
in  fortem  computetur ; exponatur  autem  ipfa  fors  per  BC  feu  i , 
\_Fig.  r N‘.  LXXIV  ] tempus  annuum  pcr.ff/,  feu  x%  divifum 
in  punitis  E , F,  G . & c.  in  momenta  innumera  arqualia  , atque 


xx 


ufura  annua  per  . i inventa  Series  i + : 4 1 : -+-  &c. 

r •’  t 1.2  It  I-a-JI* 

hoc  cft,  [explicata  forte  1 per  a,  & ufura  per  b ] a-\-b  + 


■f 


- + &c.  indicabit  valorem  ejus , quod  finito 


U b' 

24  ”^"2. 3 aa  ’ 2.J.4.4' 

anno  debebitur.  Cum  enim  , ut  tempus  annuum  BI  ad  primum 

ejus  momentum  BE , feu  ut  x ad  d,  ita  fc  habeat  ufura  annua 

x d 

- ad  partem  proportionalem  ufura:,  erit  harc  ~,  figmficabitquc 

1 + - , feu  applicata  EK , fortem  dida  parte  proportionali  ufura; 

audam:  unde  fors  auda  EK  fecundo  momento  pariet  FL,  & 
harc  pariter  tertio  momento  pariet  GM,  & fic  porro,  propter  BC, 
EK,  FU,  GM,  & c.  proportionales.  Quare  poftrcma  applicata  IO , 
quam  Series  inventa  exprimit  , denotabit  valorem  ejus , quod 
creditori  elapfo  toto  anno  debetur.  Conf.  Aci.  Lipf  1690,  p. 
2 11.  * 

L X. 

Invenire  aream  /patii  comprehenfi  a Curva  genitrice  Elastica , feu 
qua  evolutione  fui  Elasticam  defer  ili  t.  Fig.  1. 

Defcribatur  Elaftica  AJVR  ex  evolutione  curva;  MNT,  Si  fit  fi- 
lum evolvens  [Z)<jj  , quod  produdum  iecct  axem  in  F'  i 

pona- 

Itaque  cum  in  Coroll.  j.XLVII,  dividendo  eundem  Log.  2 per  Sc- 
fubtangens  Logarithmicae  inveni-  • 1 , 1 , 1 , 1 

rttur  dividendo  Log.  2 , per  Seriem  Tlem  1.2  ‘ £2*  ‘ ^2+  ^"C‘ 

— J+i — - J &c. , quae  lente  celerius  convergentem. 

* N.°.  XL-  pag.  $29.  430. 


convergit  , eadem  inveniri  poterit 
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ponaturque , ut  fupra,  RZ~a,  PJ2j=x.  AP=y.  Quoniam  Na.  cr. 
cx  Att.  Lipf.  1694,  p.  273  *,  manifeftum  eft,  quod  j22V==  i 
erit  & NH=  i P^=  i x . & NS=  3 F£l==  \dx  ■,  ac  proinde , 
ob  angulum  re&um  DQN,  DF:  FJjMcu  dy : </x=[  cx  natura 

dx  i/(  4* X*  ) 

Elaftica;  ] xx : i/  {a*  — x*)  = 1 dx  [2V.J]  :• 


:5G 


1x  X 


vel  HI.  Quare  HIXNH  fc u rc&ang.  NI=x d x ^ {a* • — x4): 
4 xx  = (a*x x*  ) dx : 4 xx  yV4 — x*)  = a*xdx : 4xx^(a* — x4) 

— x’  dx:  4 y/(<f4 x4)  = elemento  (patii  MNHZ,  de  cujus 

lummatione  jam  agitur.  Poftcrioris  membri  x'dx:^y/ (<*4 — x4) 
integrate , pertinens  ad  partem  curvat  -fl^vcl  MN , eft  W(a*  — 
x4).  Prius  autem  a*xdx:  4xx^(a* — *4)  cum  abfolute  fum- 
mari  nequeat,  lublata  irrationalitatc  in  Seriem  convertetur,  ut  fe- 
quitur. 

Ponatur  ^{a* — x*)~txx:  a — aa.  fiet  xx  = 2 a't:(aa  + 

tt),  &c  difFercntiando  xdx  = (a'tt — a' ) dt:  (aa-\-  tt  )*  i 

nec  nonrxx:*' — aa  feu\Z(*4 — x4)  =:( aatt — a*}:  (aa-\-tt). 
& denique  — a*xdx ; 4XX  \l  ( a* — x*)  =aadt:  8 t.  Jam  quia 
exiftente  maxima  Xz=a,  ipfa  quoque  t=a , & illa  decrefccnte 
crcfcit  hsc,  ftatuatur  t = a + s , ut  fit  aadt : it  = aads : (8*  + 

„ . , , , . „ , ds  sds  , ssds  s'ds 

8/)  =%aax.ds:  (<r+/)=j^x( 1 — +&c.) 

a aa  a a 

per  XXXVII : unde  fa&a  fummatione  habetur  /*(  aadt : 8 t ) = 

/c a*xdx : 4 xx y/ ( a* — x4)),  diflimulato  nempe  figno , quod 

hic  nota  tantum  cft  refpedtivi  decrementi  ipiarum  x ] = 't  a a x 

(- — + ~ — J— +&c.)  dcmtoque/(xVx:  4v/(-*4 — x*. 

a xaa  3 a'  4 a*  ) 

= J y/  ( a* — x4  ) , rcfultat  f(a+xdx : 4 xx\J ( 44 x4 ) /(x  ’ dx  : 

4^(*4  X*)  — I4jx  i7d+J7*  i?  +&c.)  Wlf- 

— x4)  = fpatio  nempe  quatfito  MNHZ.  Et  quia,  fumta  uz=z 

3 ac.  Ber naulii  Opera.  Hhhhhh  xti 


* N°.  LVIII,  pag.  $93. 
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572  deseriebus 

as\  (a  + s),  Series 1 — &c.  arquatur  Seriei - + 

a zaa  }4  1 a 1 

uh  u'  v4 

— I + ^-4+&c.  per  Annot.  praccdcntis  PropoGeionis , id- 


circo diftum  fpatium  MNHZ  quoque  fic  exprimetur,  ;«x(*  + 

a 

t4H  f/4 

17 


Nora,  fi  (fatuantur  8 , & * — a , adeoque  / fi  ve  a > — 

14,  Se  arfcu^C -«*/••  (a/ + «/)=3  14y/i,  & «vel  4s:(.i  + s)  = 
J4:  hoc  cfi  , fi  couftructo  fuper  MZ  , fennfle  ipfius  RZ,  (cmi- 
circulo,  infcribatur  triangulum  ifofcclcs  A/1 'Z , cuius  crus  A/C  imi- 
tarem defignet,  atque  curva*  MNT  applicetur  NH  [ r J — 
prardietuin  fpatium  MNHZ  fice  i-f-} — &c. 


— } , vel  etiam  =—  4-  — -l — - j — !— 
1.1  1. 4 j.a  ^.(6 

Conf.  Aci.  Lrpf,  1694,  P-  273  , *. 


— +&C.  } . 

J.ji 


( COR.OLL.  1.  Quoniam  ex  iis,  qua:  loco  modo  citato  Acia- 
rum docuimus,  colligi  poteft  , quod  ,^Jf  = 44.x,  Se  

i J^=*a%:  ix , Se  D^fcu  dz  = 44cix'  ^ (a* x4);  (equitur, 

triangulum  o)GD  [gpx}J2y]  = 4*dx:  +xy/(jt*  — x4),  & per 
confcqucns  omnia  triangula  J^CO  (eu  (parium  RM NQR  = f ,a*dx: 
A x\J(a* — ■**))=  [ut  oftenlum]  fpatio  MN H Z -f  / ( x'  d x : 
W(4+ — x*))i  unde  cum /(xVx:  4V'(*+  — x*))  feu  J^C*4 
— x4 ) exprimat  quadrantem  fpa  ii  Elaltici  PJgJt Z [ut  per  fc  li- 
quet] , concludimus,  fpatium  RMNQJl  excedere  arcam  MNHZ 
quarta  parte  ipfius  P.QJIZ. 

Coroll  a.  Quia  diflfercntiale  uadt : 8/,  ad  quod  reduxi- 
mus elementum  fpacii  MNHZ  vel  RMN£J,  elementum  quo- 
que denotat  (patii  hypcrbolici  inter  afyraptotas , cujus  abfcilTa  a 
Centro  c(t  = /,  ip(a  vero  r,  ih  allumta  bypothcfi  \/( 4 4 — x4  ) 

=txx: 

* N#.  LVIII , pag.  yp  j. 
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= txx:> t — aa , propter  x dccrcfccntem  ad  nihilum  , excrefeat  No.  ei. 
in  infinitum;  & fpatium  hyperbolicum  in  infinitum  protenfum  fit 
infinitum ; idcirco  & fpatium  totum  interminatum  genitricis  Eia* 
ftica:  MNTXZ,  fcu  NTXH,  infinitum  erit,  Vid.  Act.  Lipf.  loc. 
cit. 


E n I M E T P A. 


I. 


T Ogarithmus  Sinus  vel  Tangentis  arcus  abfolute  nullius  non  efl  o, 
ut  vulgo  habent  Canones , Jed  00  : accurate  enim  loquen- 

do , o efl  Logarithmus  Sinus  vel  Tangentis  arcus  o*.  o'.  o".  o**.  o'*. 
4’.  27''.  &c.  & Legar  it  hmi  arcuum  minorum  Jitnt  negativi  ( c ). 

II. 


In  Sciothericis  planis  hora  quidem  Italica  & Babylonica  rette  > fcd 
Judaica  male  per  lineas  rectas  exhibentur  ( f ) . 

III. 

Regula , quam  in  Notis  noftris  Tumultuariis  in  Geometriam 
C a R.  T E s 1 I * pro  invenienda  elevatione  mortarii  ad  efficiendum 
jactum  globi  longijfimum  in  plano  inclinato  attulimus , brevius  ita 
contrahetur  : Angulus  quxfita:  elevationis  mortarii  cft  aggregatum 
ex  femiffe  recti  & fcmiflc  anguli  inclinationis  Plani  ( 8 ). 

Hhhhhh  z IV. 


(*)  Nam,  ex  conflrudtione  Ca- 
nonis Logarithmici,  oeft  Logarith- 
mus  unitatis.  Quare  o efl  Log-mus 
iliius  finus  qui  eft  — - 1 , polito  ra- 
dio   10000000000 , hoc  cft,  quia 

in  tam  parvis  arcubus , arcus , finus 
& tangens  aequales  cenfentur,  il- 
lius arcus  qui  eft  radii  pars 
loooooooooo* , feu  peripheriae  pars 
628318^3071*  , qui  continet  igitur 
minuta  quinta  4 , fexta  27  3c c. 


(f)  Confule  Scripto'es  Gnomo- 
nicos. Neque  enim  id  fat  paucis  ver- 
bis demonftrarc  polium. 

* N°.  LXVII,  pag  684. 

(g)  Ibi  dcmonflratura  tft  angu- 
lum elevationis  mortarii  eum  die  cu- 
jus tangens  aequatur  aggregato  tan- 
gentis & fecantis  inclinationis  dati 
plani  ad  horizontem  : hoc  efl , fi  AB 
[F/g.  A]  fit  horizon  > AC  planum 

datum , 
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Ne.  CI.  j y 

Imago  in  Speculis  convexis  & concavis  non  confpicitur  in  con- 
curfu  catheti  incidentia  dr  continuata  reflexionis,  ut  ex  A LH  A ZE- 
NO & VlTELLTONE  docent  HeinlinUS  , pag.  805  . & Decha- 
LeS  in  Mundo  Mathcm.  7 om.  III.  pag.  $ 99  : nec  etiam,  ut  vult 
Stevinus,  in  concurfu  linea  reflexionis  cum  cathtto  incidentia 
dutta  ad  planum  tangens  fpeculum  in  puncto  reflexionis  (h). 

V. 

Quantitates  inflnite  parva  haud  re&e  finitis , feu  ordinariis , in- 
comparabiliter minores  vel  incomparabiles  dicuntur , cum  his  fiape 
comparentur : ut  cum  radius  ofculi . elementum  curva  cfi  fubtenft 
anguli  contactus  vocantur  continue  proportionales. 

VI. 

In  cafu  Maxima  vel  Minima  y , ejus  diffierentiale  d y non  femper 
cfl  — o , vel  = 00  > ut  vulgo  exiflimant : potefl  enim  habere  ad 
dx  rationem  quamcunque.  Nec  tamen  hoc  ob(lat  , quominus  per  fi- 
ctionem d y = o . folutio  femper  obtineri  pojflt  : cum  verj/s  & ad- 
aquat us  conceptus  Maximi  Minimtve  requirat , ut  pofita  y conflante 
differentietur  aquatio  ( 1 ). 

VII. 


datum  , cujus  inclinationis  tangens 
lit  BC  , fecans  AC  ; fumto  nimirum 
A B pro  finu  toto ; & capiatur  , in 
BC  produfla,  CD  aequalis  CA,  fo- 
re BAD  angulum  quaefitum  eleva- 
tionis mortarii.  Itaque  ifofceles  erit 
triangulum  ACD,  & aequales  e- 
runt  anguli  CAD , CDA , cui  aequa- 
lis alternus  DAE.  Sunt  igitur  an- 
guli BAC,BAD,BAE  in  progr. 
arithm.  Medius  igitur  BAD  eft  ae- 
qualis aggregato  ex  femifle  extremo- 
rum , fcil.  refti  B A E > & aoguli 
BAC  inclinationis  plani. 

(h)  Vide  B a r R o w 1 1 Letliones 
Opticas,  Sed..VI,  VH,  VIII , IX 


&x. 

(!)  Etenim  , ibi  y Maxima  eft 
vel  Minima,  ubi  vel  crefcere  definit 
nec  dum  incepit  decrefccre,  vel  de- 
crefcere  ceflat  nec  dum  crefcere  ce- 
pit ; hoc  eft  ubi  ftat  & quafi  conflans 
eft.  Ceterum  in  hoc  Corollario  Au- 
ftor  digitum  intendere  videtur  ad 
punfta  Curvarum  duplicia  five  no- 
dos , qui  quanquam  dy  ad  dx  ratio- 
nem habere  poflit  finitam,  nihilomi- 
nus inveniuntur  ponendo  dy  vel  dx 
o.  Sed  de  his  vide  quae  com- 
mentati funt  in  Aliis  Ac  ad.  Scient. 
Parif.  Viri  Cl.  Guisnk'e  a°.  1706, 
6c  Saurin,  a‘\  17KS,  1723, & 1725- 
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V I I.  No.  Cl. 

Pro  different  'tali  ipfius  xx  , quod  proprie  c(l  2xdx  + dxl  , omnes 
femper  fine  deleilu  fcribunt  ixdx  , omtfo  dx* ; fed  perperam : dantur 
enim  cafus  ubi  omiffo  2xdx  ponendum  d x1 , & rurfus  alii , ubi  po- 
nendum utrumque . De  objfervationis  pretio  coguofcet , qui  fc iverit 
illam  nos  manu  duxiffe  ad  fingulare  illud  inventum  de  radiis  ofculi 
expedite  determinandis  in  curvis  quibufuis  algebraicis  , in  Aftis 
Lipf  1700  *,  publicatum , quod  fine  hac  obfervatione  fortaffis  a ter- 
num latiturum  fuijfet. 

VIII. 

Dum.  Cl.  Papinos  , in  Tractatu  fuo  de  Offibus  emolliendis,  mo- 
dum noflrum  ponderandi  aeris  fub  aqua  in  recipiente  t fuperfluitatis 
damnat . Utique  Boyleanos  Jitosve  aquiparat , non  videtur  compre- 
hendite quid  diferiminis  inter  ambos  interfit.  Melius  id  agnovit  So- 
cietas Regia  Anglicana,  qu.t  noflri  experimentum , ipfo  fatente  Pa- 
PINO  , cum  fuccejiu  inftituit. 

IX. 

idem  etiam  inique  conqueritur  de  injuria  BoYLEO  per  affertionem 
meam  illata , qua  dixi , 4 ponderationem  aeris  in  vejica  Philofopho 
huic  non  improbari.  Fatemur  quod  hunc  ponderandi  modum  agno- 
verit ejje  minus  per  felium  [ quis  enim  hoc  non  videret  ? ] At  quod 
eundem  fophifiicum  prorfus  atque  fallacem  effe  ipfe , vel  quifquam 
alius  , ante  nos  fuerit  fufpicatus , pernegamus.  Perpendat , fi  placet , 
verba  qua  habet  in  fuo  Prxloquio  ad  D.  B R.  o\fN  C K e r.  , immediate 
ante  Paradoxum  primum  Irjdroflattcum  : Etenim  non  poterat  hic 
objici,  uti  fit  contra  ponderationem  acris  in  vefica  [quibus  tamen 
objc&ionibus  facile  mihi  effet  rcfpondere  , fi  nunc  conveniret  ] ac- 
rem &c.  cr  judicet , num  ita  fcripfifet , fi  tale  quid  ominatus  fuifet . 


* N«.  X C I V , pag.  888  & feq. 
Vide  N"m.  CIII,  Art.  XXII, 
XXIII,  XXIV. 


t N°.  XI.  pag.  199. 

4-  N°.  XIII.  pag.  204. 


FINIS. 


Hhhhhhj  . Na.  CII. 
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Hifloire  de 
l'Acad.det 
Sciences  de 
Paris  1705. 
pag.  176  , 
Ed.dc  Pa- 
ris, Bc  pag. 
afo , Edic, 
dc  Holi. 


N°.  CII. 

VER1TABLE  HYPOTHESE 

DE  LA  RES1STANCE 

DES  SOLIDES  > 

Avcc  la  Dcmonftration  de  la  Courbure  des  Corps 
qui  foiit  rejjort : 

Par  Mr.BERNOULLI,  Profeff.  a Bdle. 
Lettre  da  12  Mars  1705. 

POur  feire  mieux  entendre  cc  que  jc  dirai  cn  fon  temps  du 
Centrt  de  Tenfion  * , fuivant  Ia  promefle  que  j’cn  ai  faite 
dans  raon  Memoire  du  13  Mars  1703  t»  jc  crois  devoir 
expliquer  auparavant  une  hypothefc  qui  me  paroit  lc  veritablc 
Principe  dc  Ia  Rcliftancc  des  Solides  , & cn  tircr  la  demonftra- 
tion  dc  la  courbure  que  prennent  les  rdlorts  plies  , a laquclle 
on  a donne  Ic  nom  d 'Etaftique. 

GaLILe'£  (')  cft  lc  premier  qui  ait  examini  ccttc  Refiftan- 
cc  des  corps , & qui  ait  cherche , combicn  il  faloit  plus  de  lor- 
ee 


* Voiez  N°. C III,  Art. XXVI.  chaniiue  O lc  Mouvement , Dia!.  I. 
f N°.  XCV11I , pag.932.  & II. 

(*)  Dans  fes  Difcours  fur  U Me- 
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ce  pour  romprc  un  corps  folidc,  cn  lc  tirant  dircdemcnt  fuivant  u0.  cll. 
fa  longucur , que  pour  le  romprc  tranfverfaiomcnt.  Pour  cct  cf- 
fct,  il  con  idem  une  pojtrc,  une  planche  > ou  une  pcrche  pnf- 
imtique  ABCD  [ hg.  i ] richec  horizon  alemcnc  dans  un  mur 
AB,  avec  un  poids  P lulpendi  a Ion  extremue  ; & sunaginant 
un  levier  mobile  fur  fon  apui  A,  il  a trouve  par  fon  railonnc- 
ment , que  la  forcc  qui  arracheroit  ccttc  poutre  du  mur , fuivant 
la  dirc&ion  horizontale  AD  ou  BC , doit  etre  au  poids  P capable 
de  la  romprc  tranlvcrlalemcnc  fuivant  la  diredion  CD,  comme 
la  longucur  AD  a Ia  moitie  de  la  hauteur  AB  ( b ). 

Mrs.  Leibnitz  ( * ) & Mamotte  ( 4 ) pouflerent  enfuite  ccttc 
fpeculation ; & retenant  la  memc  hypothele  du  levier , iis  con- 
curent de  plus  dans  tous  les  corps  folides  une  infiniti  de  fibres , 
lelquclles  , avant  que  ces  corps  plicnt  & rompent  tranfvcrfalc- 
ment , doivent  etre  tendues  plus  ou  moins , fuivant  qu’elles  lont 
plus  ou  moins  eloignecs  de  1’apui  du  levier , & doivent  par  con- 
fequent  reiiltcr  autant  qu’elles  lont  tendues.  C’efl  cc  qui  leur  a 
fait  trouver  que  la  forcc  neccflairc  pour  arrachcr  une  poutre  di* 
redement , cit  a cellc  qu’il  faut  employcr  pour  la  romprc  tranf- 
vcrlalcmeut , cn  railon  de  A D au  ticrs  de  la  hauteur  AB  ( * ). 

Cc 

(*)  Galtle'e  a fuppofe  les  corps 
inflexiblts  <Sc  incapabks  d’extenfion  , 
enforte  que  toutes  les  fibres  BF  , 

HK,  NM,  refiflent  cgalement  & fe 
rompent  en  n-eme  rems  Dans  cette 
hypotliefe,  il  tfl  clair  qu’on  doit  con- 
cevoir  ihaque  p<<intdu  bras  AB  du 
levier  coude  ABD  , comme  tire  par 
des  puiifances  cgales  ; iefquelles  on 
peut  fuppofer  toutes  reunies  & con- 
centrees  dans  leur  centre  de  g>avitc , 
qui  fera  au  milieu  de  la  droite  A B. 

A ifi  la  refiltance  de  la  feftion  A B 
elt  au  poids  P , comme  AD  a 1 AB  , 
par  la  nature  du  Levier. 


( c ) Dans  un  Memoire  intitulc  , 
Denionjlrutiones  novte  de  Ref: flentia  So- 
lidorum , infere  dans  les  jittei  de  Lei- 
pfic,  16S4,  Juiilet , pag.  3 19. 

(4)  Dans  le  Traiii  du  Mouve- 
metis  da  eaux  , Part.  V.  Difc  2. 

(*)  Iis  ont  fuppofd  la  reliftance 
de  chaque  fibre  proportionelle  a fon 
extenfion.  D’oii  iis  ont  conclu  que 
chaque  point  H du  bias  dc  levier 
AB  doit  etre  conqu  tire  par  une  puif- 
fance  HK  proportionelle  a la  diflm- 
ce  HA  du  point  H au  point  d’apui 
A.  Auifi  toutes  ces  puHi  tncts  feront 
repiefcntces  par  toutes  les  ordon»de* 
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No.  CII.  Cc  qui  approchc  beaucoup  plus  de  la  verite  que  ce  qu’en  a dit 
Galile'e.  Mais  aucun  de  ces  Auteurs  (f)  ne  coniiderant  les 
corps  comme  fujcts  a coroprcflion,  & fur-tout  leur  hypothile  des 
tcnfions  des  fibres  proportionnelles  aux  forccs  tendantes , ne  sac- 
cordant  pas  prccilemcnt  avee  la  nature  , c’cft  la  raifon  pourquoi 
iis  n’ont  pas  cncorc  rencontre  aflcz  juftc , & que  leur  do&rine  a 
beloin  de  quclque  corrcdion.  Ainfi  Mr.  Varignon  a eu  raifon 
de  dire  dans  les  Memeires  de  tAcad.  de  1701  , pag.  88  > que  cet- 
te  kjpothefi » quoique  tres  vraifemblable , poxrroit  netre  pas  encore 
a a gre  de  tout  le  monde.  Voici  [jc  croisj  la  Tcritablc,  a laquellc 
Mr.  Varignon  pourra  appliquer  la  Regie  generale,  comme  il 
la  deja  appliquee  aux  deux  hypothclcs  prccedentes. 

Pour  cc  qui  clt  de  la  courbure  des  Corps  a rclfort ; on  n’en 
a pario  jufqu’ici  que  d’unc  maniore  fort  doutcufe.  Galile'e  y a 
aulTi  pcnle ; il  s’cft  imagine  que  cette  courbure  ctoit  parabolique; 
mais  cette  conjctture  eit  tres  faufle.  Dcpuis  lui , jc  ne  lai  per- 
fonne  qui  ait  rien  donne  de  mcillcur.  Il  y a environ  onze  ans 
que  j’cntrcpris  le  premicr  de  determiner  cette  courbure  geomd- 
triqueraent : j’cn  donnai  la  conftrudion  dans  Jes  Jturnaux  de 

Letpfic  ; 


BF,  HK,NM  du  triangle  BAF. 
On  peut  les  fuppofertoutes  rcunies  a 
leur  centre  de  gravite , qui  efl  en  H , 

prenant  AH f AB.  Donc  \emo- 

ment  de  toutes  les  puillances  qui  li- 
rent cc  bras  eft  ABFx  } AB.  Et  le 
vioment  du  poids  P dtant  PxAD, 
on  aura , a caufe  de  1'egalite  de  ces 
jnomens , P : ABF  AB:  AD. 
Mais  pour  arracher  dircflcment  la 
poutre,  il  faut  une  puiflance  capable 
detendre  toutes  les  fibres  de  la  fe- 
ftionAB,  de  la  longueur  BF , ou 
de  furmonter  unerefiflance  reprefen- 
tce  par  le  reftangle  ABFO  , double 
du  triangle  A B F.  Soit  R cette  refi- 


flance.  Donc  ABF  — J R ; ce  qui 
dtant  fubilituc  dans  la  proportion 
ci-deflus,  la  change  en  P : J R== 
} AB  : AD  ou  P : R = } AB : AD. 

(f)  Mr.  Mariotte  fait  mentior» 
de  cette  comprefGon.  Il  efl  vrai  qu’il 
fuppofe  deux  chofes  tres-douteufes  , 
& merae  oppofees  a 1’cxperience  ; 1°. 
qu’une  moitie  des  fibres  efl  compri- 
mee,  tandis  que  1’autre  efl  etendue. 
2°.  qu’il  ne  faut  ni  plus , ni  moins  de 
forces  pour  comprimer  unC  moitie 
des  fibres , & etendre  1'autre  moitid  , 
que  pour  etendre  toutes  les  fibres, 
dans  1’hypothefc  de  la  Note  proce- 
dente. 
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Itipjic  (f ) i mais  d’une  maniere  cncore  aflcz  imparfaitc,  nc  con-No.  CII. 
fiderant  alors  que  Jcs  fibrcs  cxterieures  des  furfaccs  de  la  lame 
pliec,  au  licu  qu’il  faut  fairc  attention  a toutes  ccllcs  qui  compo- 
fent  fon  epaiffcur.  C’cft  pourquoi , je  vai  tachcr  de  fupplccr  a ce 
defaut , & de  pcrfcttionncr  Ie  principe  de  la  Refiftance  des  Soli- 
des, & ma  conftru&ion  de  la  courbc  Elaftique.  L’un  & 1’aurre 
fc  fera  en  meme  temps  cn  fc  fervant  des  Lcmmes  qui  fuivent. 

L E M M E I. 

Des  Vibres  de  meme  matiere  & de  rneme  largeur , eu  epaijfeur  , 
tirees  oh  prejfees  par  la  meme  for  ce  , s' et  cadent  ou  fe  compriment 
proportioncllemcnt  a leurs  longueurs. 

D EMONSTRATION. 

1°.  Soicnt  deux  fibre*  AB,  A E [f/g.  il  dont  la  plus  lon- 
guc  A E foit  divifec  cn  parties  AB,  BC,  CD,  DE,  £galcs  cha- 
cunc  a la  plus  courte  A B de  ccs  deux  fibres : quon  affermifle 
la  plus  longue  au  point  D,  & qu’on  attachc  a fon  extremite  E 
le  poids  P ; Ia  partie  D E s’etcndra  autant  que  Ia  plus  courte  fi- 
bre AB  l’eft  par  fon  poids  P egal  a 1’autre  ; a caufc  de  ( hyp. ) 

DE  = AB.  Quon  affermilTc  enfuite  la  fibre  AE  en  C,  & qu’on 
otc  1’arret , ou  1’attachc  qu’on  vient  de  fuppofer  cn  D i la  partie 
CD  s’etendra  aufii  autant  que  fait  la  plus  courte  fibre  AB,  a cau- 
fc de  ladion  continucllc  de  la  pefantcur  du  poids  P.  Quon  11- 
che  1’arret  cn  C,  & qu’on  affermilTc  la  fibre  A E cn  B & enfin 
cn  Ai  on  trouvera  de  meme  que  chacunc  de  ccs  parties  BC, 

A B , s’etcndra  cncore  autant.  Donc  1’extenfion  E K de  toute 
la  fibre  A E , fera  a 1’cxtenfion  B I dc  la  plus  courte  fibre  A B, 
comme  AE  efl  a AB.  Ce  quii  faloit  premierement  demontrer.  • 

Jac.Btrnoulli  Opera.  Iiiiii  2°.  Soicnt 

(«)  N°.  LVIII,  pag.  580  & fuiv.  & N«.  LXVI . pag.  6 39  & fuiv. 
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No.  CII.  20.  Soicnt  encore  dcux  fibrcs  dc  longucur  inegalc  AD,  AB 
[f/£.  3 ] , dont  la  plus  grande  AD  foic  cncorc  divifec  cn  parties 
AB,  BC,  CD,  cgalcs  chacunc  a la  moindre  AB  dc  ccs  fibres. 
Qu’on  foutienne  1’autre  AD  en  B;  (a  partic  A B fc‘  comprimcra 
par  le  poids  P , qu’on  aura  mis  dclfus  , autant  que  faic  la  plus 
courtc  fibre  AB  par  un  poids  egal > a caufc  de  ( byp. ) AB  = 

A B.  Qu  on  foutienne  cnluitc  la  fibre  A B cn  C , & puis  cn  D, 
otant  chaque  fois  le  foutien  de  Pendroit  ou  il  etoit  auparavant  ; 
chacunc  dc  les  parties  BC , CD  louffrira  cncore  la  meme  com-  * 
prefiion  , a caufe  de  1’aflion  continuclle  du  poids  P.  Donc  la 
comprctfion  AK  dc  toutc  Ia  fibre  AD,  cft  a la  comprcITion  AI 
de  la  fibre  AB,  comme  AD  cft  a AB.  Ce  quii faloit  fecondcmcut 
demontrer. 


L E M M E II. 

Des  Fibres  homogenes  & de  meme  longucur , mais  de  differentes 
Urgeurs  ou  epaifeurs , setendent  ou  fe  compriment  egtlement  par  des 
forces  proportionellcs  d leurs  largeurs. 

Demonstratio  n. 

Soit  A F [ Fig.  3 & 4.  ] la  plus  grofte  dc  ces  fibrcs  , laqucllc 
on  imagincra  divifec  fclon  fa  Jargcur  BF  cn  d’autres  fibrcs,  qui 
foient  chacunc  dc  la  largcur  ou  grofleur  de  la  plus  menue  A B. 
Il  cft  clair  que  chacunc  dc  ccs  fibrcs , refultantes  dc  la  divifion 
de  la  grofte  AF , pour  ctrc  ctcndue  ou  comprimce  autant  que  la 
fibre  AB , demande  un  peids  egal  au  ficn ; & par  confequcnt  que 
toutes  ccs  fibres  cnfcmblc,  c’cft-a-dirc,  Ia  fibre  entierc  AF,  pour 
arriver  au  meme  degre  d’cxtcnfion  ou  de  compreftion  AI  que  la 
nloindrc  fibre  AB,  requiert  un  poids  Q , d’autant  plus  grand  que 
le  poids  P,  que  la  largcur  ou  epaiftcur  dc  la  fibre  AF  cft  plus  gran- 
de que  celle  dc  Ia  fibre  AB.  Ce  qu  ii  faloit  demontrer. 

LEMME 
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No.  CII. 

LEMME  III, 

"Des  Fibres  homogenes  de  me  me  longueur  & largeur , mais  cbar- 
gees  de  differens  potds , ne  s'etendent  ni  ne  fe  compriment  pas  pro- 
portionellement  d ces  poids ; mais  Cextenfion  ou  la  comprejfon  caufee 
par  le  plus  grand  poids , efl  d C extenfion  ou  d la  compreffion  caufee 
par  It  plus  petit  $ en  moindre  raifon  que  ce  poids -Id  ne/l  d celui  ci. 

Demonstratio  n. 

Si  Ics  comprcffions  6toient  proportionclles  aux  poids  qui  Ics 
cauicnt,  il  senluivroit  qu’ayant  chargc  la  fibrc  AB  £ Fig.  3]  d’un 
poids  R qui  fut  au  poids  P cn  plus  grande  raifon  que  la  longucuc 
de  la  fibrc  AB  n’dl  a AI  quantite  dc  la  compreffion  faite  par  Ic 
poids  P ; la  fibre  A B fc  comprimcroit  plus  que  dc  toute  fa  lon- 
gueur : ce  qui  cft  abfurde.  Donc  la  compreffion  d’unc  merne  fi- 
brc, ou  dc  fibres  egalcs  cn  tout,  caufee  par  le  plus  grand  poids 
R , doit  neccffaircmcnt  etre  a la  compreffion  faite  par  le  plus  pe- 
tit P , en  moindre  raifon  que  le  poids  R n’cfl  au  poids  P. 

Il  en  doit  etre  de  memc  des  extenfions  des  fibres ; 1’cxtcnfion 
n’etant  autre  chofc  qu'unc  compreffion  negative  ,•  comme  la  forcc 
tendante  n’cft  autre  chofe  qu’une  forcc  negativemene  compriman- 
tc.  Ce  qu'il  faloit  dimontrer. 

S C H 0 L 1 E. 

C’cft  auffi  ce  que  1’cxpericnce  confirme.  Car  ayant  pris  une 
corde  de  boyaux  longuc  de  3 pies , jc  l'ai  chargcc  fucccffi  ve- 
rnent dc  2 , 4,  6 & 8 livres ; j’ai  remarque  qu’elle  setendoit  dc 
9 , 17,13  & 17  lignes  : au  licu  qu’elle  cut  du  s5etendrc  9 , 1 8, 

*7,  j 6 lignes , fi  les  extenfions  etoient  proportionclles  aux  poids. 

I i i i i i » C o- 
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COROLLAIRE. 


Si  l’on  cor^oit  une  lignc  TVNt/0  \_Fig.  5 ] , dont  Ics  abfciflTcs 
NR , NQ  marquent  lcs  forccs  tendantcs  , & Np,  N*  Ics  forces 
compri mantes ; lcs  appliquees  RT  , QV  Ics  extenfions  > & />0,  x» 
lcs  compreffions  d’une  fibre  de  longucur  & groffeur  donnees  : 
Cette  lignc  TVNt/9 , que  j’appcllc  lignc  de  tenfion  & de  comprejjion, 
ne  peut  etre  droite , mais  courbc,  concave  vers  1’axe  Rf , ayant 
du  cote  de  N 0 une  afymptotc  parallele  a cct  axe ; parccquc  la 
raifon  de  RTaQV  [/i0  a *u]  doit  etre  moindre  que  cellc  de 
NR  a NQ  [N/>aNx],&  que  pO  ne  fauroit  jamais  excedcr  Ia 
longucur  donnec  de  la  fibre.  Au  refte,  il  efk  probablc  que  cette 
Courbc  eft  differente  a 1’egard  de  differens  corps , a caufe  de  la 
difierente  ftrufturc  de  leurs  fibres. 


L E M M E IV. 

La  mime  force  qui  fait  plier  une  poutre  ou  perche  ABCD  [ Fig.  I ] 
de  A B en  G F , en  etendant  une  partte  de  fis  fibres  de  la  quanti  te 
du  triangle  BSF , & comprimant  C autre  de  la  quantite  du  triangle 
ASG , fieroit  capabte  d'etendre  C afimblage  de  toutes  les  fibres , fur 
fapui  A , de  la  quantite  du  triangle  A B F ; ou  bien  de  comprimer 
cet  affemblage , fur  l'apui  B ou  F , de  la  quantite  du  triangle  BAG 
ou  F A G. 


Demonstratio  n. 

Concevrns , pour  un  moment , la  poutre  apuice  en  A pour 
empechcr  fa  comprcffion  ; lc  poids  P la  fera  un  peu  plier , com- 
me de  AB  en  AF.  Qu’on  ote  enfuite  l’apui  A , apres  que  Ia  fi- 
bre BF  eft  tendue  autant  qu’ellc  lc  peut  etre ; lc  point  F fervira 
d’apui,  & le  memc  poids  P fera  cncore  baiffcr  la  poutre,  comme 
de  F A cn  F G.  Or  il  eft  clair , que  fi  l’on  cut  laifle  librcmenc 

•llcr 
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allcr  Ia  poutre , fans  1’appuier  cn  A,  Ic  poids  P Fauroit  d’abord  No.  CII. 
fait  plicr  dc  AB  cn  GF.  Douc  la  forcc  qui  peut  tout  a la  fois  cten- 
drc  unc  partie  de  fcs  fibres  dc  la  quantite  du  trianglc  B S F , & 
comprjmer  Fautre  de  la  quantite  du  trianglc  ASG,  cft  Ia  memc 
que  cclle  qu’il  faudroit , pour  ctcndre  Faflcmblage  de  routes  lcs 
figures  fur  Fapui  A de  la  quantite  du  trianglc  ABF , ou  pour  lcs 
cornprimer  fur  Fapui  F de  Ia  quantite  du  trianglc  AFG  ( h ). 

Cela  paroit  cncore , en  ce  que  la  fibre  cn  H etant  tendue  fur 
Fapui  A dc  la  longucur  HK , & coroprimee  en  memc  tems  fur 
Fapui  F de  la  longueur  K.I , c’eft  tout  comme  fi  cllc  &oit  feulc- 
ment  tendue  dc  la  longueur  HI  = HK — KI,  & que  la  fibre 
«n  N etant  tendue  fur  fapui  A de  la  longueur  M N , & compri- 
mec  fur  F dc  la  longucur  ML  , c’cft  tout  comme  fi  ellc  £toic- 
feulement  comprimee  de  la  longucur  NL  = ML — NM.  Or 
toutes  les  H I & N L font  les  trianglcs  BSF  & ASG , ainfi  que 
toutes  lcs  HK  font  lc  trianglc  ABF , & toutes  les  KI  lc  trianglc 
AFG  ( ‘ ).  • 


(k)  J’avoue  que  ce  raifonnement 
ne  me  paroit  point  concluant , & je 
ne  vois  pas  cc  que  1’Auteur  pour- 
roit  repondre  a Mrs.  ^arent  [ Ef- 
fais  & Recherches  de  Mtith.  & de 
Phyf.  Tom.  III.  Arr.  14]  & Bull- 
eingeh  [ Comm . Aead.  fetrop.  Tom. 
IV.  pag.  178  ] , qui  lui  objeftent 
qu‘il  eft  vrai,  geometriquement  par- 
iant , ou  quant  a la  fimple  lituation  , 
que  c’cfl  la  meme  chofe  de  porter 
AB  d’abord  en  AF,  & puis  en  FG, 
ou  de  le  porter  tout  d’uncoup  cnFG: 
mais  qu’il  nes’cnfuit  nullement  quela 
meme  force  foit  capable  de  produire 
indiffrremment  Fun  ou  1’autre  de  ces 
effets.  Etiltft  aife  devoirque  la  tor- 
ce  requife  pour  produire  la  comp^ef- 
fion  ASG  doitetre  plus  grande  que  ia 


I i i i i i 3 C o- 

force  ndccflaire  pour  produire  la 
comprclfion  AFG ; quoique,  geomd- 
triquement  pariant, ASG  ne  foit  qu’u- 
ne  partie  de  AFG.  Mais  il  faut  re- 
marquer  que  les  fibres  qui  remplif- 
fent  le  Triangle  ASF  , loin  dc  refi- 
fler  a la  compreflion  , aident  au  con- 
traire le  poids  P a comprimcr  les  fi- 
bres du  triangle  ASG  , parce  quel- 
les  ont  cte  tendues  au  aela  de  Ieur 
longueur  naturelle,  & qu’elles  font 
effort  pour  fe  relTerrer.  Donc  il  fau- 
dra  moins  de  force  pour  cornprimer 
AFG  que  pour  cornprimer  ASG..& 
a plus  forte  raifon  il  en  faudra  moins 
que  pour  cornprimer  ASG  , & eten- 
dre  en  meme  tems  BSF. 

(*)  Ce  raifonnement  ne  conclud 
pas  mieux  que  lc  prde^dent , parce 
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R O L L A I R E. 


La  forcc  qui  pcut  etcndre  Ia  poutrc  fur  1’apui  A dc  Ia  quantite 
du  trianglc  ABF,  cft  donc  Ia  memc  que  celle  qui  pcut  Ia  com- 
prirncr  fur  1’apui  B ou  F de  la  quantit£  du  trianglc  B A G ou 
FAG  : parcequc  chacune  de  ces  forces  eft  la  raemc  que  celle  qui 
pcut  1’ctcndrc  & lc  comprimcr  tout  a la  fois , fans  apui , de  la 
quantite  des  dcux  trianglcs  BSF  & ASG. 

PROBLEME  I. 


'Irouver  combien  il  faut  plus  de  force  pour  rompre  une  poutre  di- 
re ement . c e (l-a-dir e , en  la  tirant  fuivant  fa  longucur , que  pour 
la  rompre  tranfverfalement . 

SOLUTIO  N.' 


Soit  la  poutrc  ABCD  [ Fig.  1 ] que  fon  regardc  comme  com- 
pofcc  d’unc  infinite  de  fibrcs  homogfcncs  de  roemc  longucur,  & 
chargee  a fon  cxtremitc  du  poids  P , qui  la  fafTc  plicr  dc  AB  en 
GF , en  etendant  une  partic  de  fes  fibrcs  de  la  quantite  du  trian- 
glc  BSF  , & comprimant  1’autrc  dc  la  quantit^  du  trianglc  ASG; 


u’on  riy  confidere  pas  les  points 
'apui  fur  lefquels  fe  font  ces  cxten- 
fions  & ces  comprcffions.  De  ce  que 
HI  cft  egale  a IIK  moins  KI , com- 
mem fuit  - il  que  la  fibre  en  H refi- 
flera  autant  a etre  etendue  de  la  lon- 
gueur  H K fur  1’apui  A , & a etre 
comprimeede  la  longucur  KI  furl’a- 
pui  F , qu'a  etre  etendue  fimpleroent 
de  la  longueur  H I fans  apui.  Ce 
Lemne  refte  donc  fans  demonftra- 
tion.  O n peut  meme  prouvcr  qu'il 
eft  errone  & que  cettc  crrcur  influi: 


8c 

fer  les  deux  Problemes  fuivans.  Il 
feroit  trop  long  d’y  fubflituer  des 
Solutions  plus  exaftes.  Cette  matie- 
re  demaoderoit  uti  Volume.  Con- 
tcntons-nous  donc  de  renvoier  le 
Le&eur  aux  DifTertations  de  Mrs. 
Parent  <5c  Buli.finger  citc'es  dans 
la  Note  preccdeute , & a celle  de  Mr. 
Muschenbroek  dans  fon  Recueil 
intitulc  Dijfertationes  phyficet  experi- 
mentales  O geometrica,  Lugd.  Bat. 
1725).  4°. 
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re  du  levicr  j ccttc  refiflance  feta  »x  — x — = 

t t 


& que  la  forcc  de  ce  poids  foit  precifemcnt  celle  qu’i!  faut  pour  No.  Cii. 
romprc  Ia  poutrc.  II  paroit,  par  Je  Lemme  4,.quc  (i  l’on  foutcnoit 
]a  pourrc  d’wn  apui  cn  A , le  meme  poids  P etcndroit  fcs  fibres 
dc  la  quantite  du  triangle  ABF,  c’eft-a-dire,  Ia  fibrc  extreme  de 
la  meme  longucur  B F , & une  des  moyennes  de  Ia  longucur 
HK,  qui  font  les  appliquccs  du  triangle  ABF.  Qu’on  reprelcntc 
ces  longucurs  BF  & HK  par  les  appliquecs  dc  la  lignc  de  tcnfion 
RT  Sc  QV  [ Fig.  j ] ainfi  que  les  forccs  requifes  pour  6tendrc  ces 
longucurs,  par  les  ablciflcs  NR  & NQ.  Soient  nommccs  AB, 
b i AD,  c i BF [RT ] , / ; HK[QV],/>;  NR , wj  NQ , ». 

L’on  aura  BF  [/]:  HK  [/>]  = AB[>]:  A H [ bp:  tji  dont 
la  diffcrcnticlle  bdp:  t marqucra  la  largeur  dc  la  fibrc  E H.  Et 
parcequc  la  rcfiilancc  que  fait  la  fibrc  cn  H , cft  proportionnec  i 
la  forcc  ablolue  NQ  dont  cllc  cft  tiree,  a Ia  largeur  dc  la  fibre 
EH  par  lc  Lemme  i , & a la  diftancc  dc  l’apui  A H.  par  la  natu- 
ra bp  bbnpdp  „ 

' ~ - = 1 ; & par 

tt 

les  fibres  cnfcmblc , 

fm  t dt  par  raport  a tout  lc 

triangle  ABF.  Donc  ccttc  rcfiftancc  erant  egale  a Paflion  du 
poids  P , laquclle  a pour  valeur  [ momentum  ] aDxP,  l’on  aura 

^ Jhitdt  = ADxP  = rxP,  & par  confequcnt  aufil  P ~~^/mtdt, 

Suppofons  maintenant  qu’il  faillc  romprc  la  poutrc  fuivant  la  di- 
reftion  A D ou  B C ; il  cft  clair  que  toutes  les  fibres  comprifcs 
dans  1’epaiflcur  AB  [£]  dc  Ia  poutrc,  doivent  etre  toutes  cgalc- 
ment  tendues  , chacunc  dc  Ia  longucur  B F ; & par  confequcnt 
tirees  ebacunc  dc  Ia  meme  forcc  NR,  ou  m ; cc  qui  donne  bm 
pour  la  fomme  de  toutes  ces  perites  forces  D’ou  l’on  voit  que 
la  forcc  requife  pour  romprc  la  poutre  en  BF  dire&ement , c'cft- 
a dire,  cn  la  tirant  fui^ant  fa  longucur  A D ou  BC , eft  a ccllc 
que  doit  avoir  lc  poids  P pour  la  romprc  tranlv crfalcincnt  au  me- 
nae 


confequcnt  Ia  refiftancc  que 

c’eft-  a - dire , 


bb  r , 

fera  r=  — Jnpdp 


font  toutes 

bb 
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mc  cndroit,  comme  bm  eft  a —fmtdt,  ccft-a*dire,  comme  la 
• ctt 

longucur  [r]  de  Ia  poutre  eft  a ~tfmt  dt.  Or  ccttc  quantit6 

b v 

fmtdt  eft  toujours  plus  petite  que  le  ticrs  de  la  hauteur  AB. 

tn  tt 

Car  de  ce  que  t:  p <*m:n,  par  Ic  Lemme  3 , il  s’cnfuit  que  n eft 

toujours  <mp:t,  npdp  < mppdp : t & fnpdp  < ~ fppdp  — \mp *;  t. 

Donc  tout  Ic  trianglc  ABF  donnera  fmtdt  < \mt * : t <\mtt , 
b b 

& cnfin  — fmtdt  <, — x \mtt  = \b=z  l A B.  Ce  qui  s’ac- 

• 7ntt  mtt 

corde  avec  les  expe'riences  de  Mr.  Mahiotte,  qui  a toujours 
trouve  cette  quantite  moindre  que  Ic  tiers , & plus  grande  que  Ic 
quart  de  la  hauteur  AB.  Voyez  fon  Traite  du  Mouvement  det 
Eaux . Pare.  j.  Difc.  i. 

COROLLAIRE. 


Si  l’on  con$oit  la  poutre  comme  foutenuc  d’un  apui  en  F , & 
comprimce  de  la  quantite  du  triangle  AFG,  & qu’on  rcprelente 
les  racourciftemens  de  la  fibre  extreme  AG,  & d’une  de  les  moyen- 
nes  K I , par  les  appliqu^es  de  la  ligne  de  comprcflion  [ Fig.  5 ] 
p9,  xv,  ainfi  que  les  forces  compnmaatcs  de  ccs  fibres  par  les 
abfciflTes  Np  , Nx ; nommant  AG  [p 9] , t ; KI  [ * v ] , ; Np , 4 ; 
Nx , v ; on  trouvera  de  memc  que  la  refiftance  que  toutes  les  li- 
bres font  enfcmble  a leur  comprcllion  , par  raport  au  triangle 

KFI,  cft^x/rr^T,  & =—  fprdT,  par  raport  au  triangle 

AFG.  Donc  puifquc  [ Lem.  4J]  il  faut  Ia  meme  forcc  pour  vain- 
cre  la  refiftance  que  les  fibres  font  a lcu%  comprcllion , que  pour 

bb 

vaincre  cclle  qu’clles  font  a leur  extenfion,  Ion  aura  — fmtdt 

— bb 
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= f/*r  dr , Se  par  oonfifequent  aufli  // tt  =yw  tdt : fur  d t.  No‘  ci1, 

D’ou  il  paroit  que  les  Iigncs  dc  tcnfion  & dc  compreflion  ctant 
dcnnees  > s’eft-a  dire , m etant  donn^e  par  t , Se  n par  r , le  raport 
qinl  y a entre  / & t [entre  BF  & AG,  ou  entre  BS  & AS] 
fera  aufli  donnd  ; Se  quainfi  le  poinc  S , qui  nc  fouffrc  ni  exteu- 
fion  ni  compreflion  , fera  trouve. 

PROBLEME  II. 

Trotever  la  courbure  de  la  Ligne  Eia  [ii que  > c'  efl -a- dire , celle  des 
Umes  a reffort  qui  fint  flues. 

SOLUTIO  N. 

La  lamc  IKCN  [ Fig.  j ] efl  un  paralI61ogramme  reftanglc  en 
fon  etat  naturel , affermie  ou  cloule  a Tun  de  fes  bouts  I K , & 
chargee  a 1’aurre  N du  poids  P , qui  lui  fait  prendre  la  courbure 
IBN  ou  KAC  } EA  eft  une  dc  fes  parties  infiniment  petite , £teu- 
due  en  dehors  de  Ia  quandt6  du  triangle  BSF , Se  comprimec  eu 
dedans  de  la  quantit£  du  trianglc  ASG  i EH  Se  FG  prolongecs 
concourent  au  point  M , ccntrc  du  cercie  ofculatcur  dc  la  courbe. 

Soicnt  raaintenant  AD  ou  NX  = x,  ND  ou  AX  = y,  l’6paif- 
fcur  dc  la  lame  I K ou  A B = b , le  poids  P = bb , la  longueur 
dc  la  fibre  EB  ou  AH  = dz,,  la  longueur  de  celle  pour  laquclle 
eft  conftruitc  la  ligne  de  tcnfion  Se  dc  compreflion  =/.  Se  en- 
fin  la  force  qui  peut  dtendre  la  fibre  EB  de  la  longueur  BF  foit 
marquee  par  NRrrw,  Se  ccllc  qui  peut  comprimcr  la  fibre  AH 
dc  la  longueur  AG  , par  N />  =/*. 

Or  [ Lem.  4.  ] le  poids  P pourroit  6tendre  Ia  particule  EA  dc 
la  lame  fur  1’apui  A de  la  quantice  du  triangle  ABF , cn  vertu  du 
levier  D AB;  ou  bien  Ia  comprimer  fur  1’apui  F dc  la  quanriti 
du  triangle  FaG,  en  vertu  du  levier  CFG;  les  bras  des  leviers 
A D Se  F C font  ici  confideres  comme  egaux . a caufc  du  peu 
Jac.  Bertseulli  Opera,  Kkkkkk  de. 
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No. CII.  d’epaifleur  AFdcIalarac.  C’eft  cc  qui  nous  donnc  bbx\ Px 

r ' • • bb 

AD,  morncnt  du  poids  P ] = — fm  t d t quantit£  dc  la  reGftance 

des  fibres  [par  Ic  Probi.  1.]  Ainfi  en  divifant  par  bb , Ion  aura 

x — — fmtdt.  Lc  Corol.  du  Prob.  1.  donnc  auffi  - fmt  dt  = 
tt  {t 

2 furdr.  On  aura  dc  plus  \_Lcm.  t [RT]  =.dz  [EB]: 

TT 

— [BF]  comme  aufti/.r  [ffl]  =zdz  [HA]:  y-[AG].  Ec 

parceque  BF:AG  = BS:AS;  donc  BF  -+-  AG  [( tdz.  -\-rdz. ):/]: 
BF  [tdz:f\  = AB \b~\\  BS  [bt : (/  + t)].  Entin  a caufc  des 
trianglcs  femblables  B S F & HMG  , l’on  aura  BF  [ tdz  : /]  : BS 
[£/ (/+t)]=HG  [qui  ne  differe  pas  fenftblcmcnt  dc  AH  011 
dz~\  : HM[J/((  + t)]  rayon  du  cercie  olculateur,  lcqucl,  com- 
pie  l’on  fait , dans  toutes  les  courbes  s’exprime  generalemcnt  par 
dxdz. : ddj.  Donc  on  aura  bf:  (r-fr)  = dxdz : ddy  , ou  bfddy 

— ( /+  t ) dxdz  , & en  prenant  lesfommcs,  bfdy  =r  dz ) dx 

& en  quarrant  bbffdy'  z=.dz‘  x(/(/  + t)  dx)1  =(dx1  -f-  dy1  )X 
{f  (t  + r)  dx)1 . ou  bien  ( bbff — (/(  r-f-r) dx)1)  x dy1  — dx1  (/( t 
-j-r)  dx)1 ; & en  tirant  la  racine  quarree  dyyj^bbff — {f  {t+T)dx)z) 
dx /c /+ T )dx  , ou  enfin  dy  = dxf(t  + r)dx: bbff (/(* 

dxf),  qui  eft  la  differcnticllc  dc  1’ordonnee  dc  la  courbc 
que  l’on  cherche. 

Nous  avons  donc  trouve  trois  equations : favoir  Xzzzz-^fmtdt  i 
i fhitdt  = — furd*  > & dy  — dxf(t+r)dx:  \l  ( bbff (/(/  + 

t(  ■ ■ TT 

t )dxf)i  dont  Ia  prcroicrc  exprime  lc  raport  qui  eft  entre  t & 
x , 1’autre  entre  t & t,  & la  rroificmc  cclui  d’entrc  x Scys  cc  qui 
determine  cnticremcnt  les  points  dc  la  courbc. 

Pour  la  conftruire , on  traccra  prcmi£rement  la  courbc  ONZ , 
ccllc  que  faifaot  OX==RT=f,  Si  YZ=z=p&=t,  NX  foit 
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-zi^-fmtdt,  & NY  — —fnrdr\  car  ayant  coupe  indefinimcncNo‘ CI1 

dans  1’axe  NX=NY,  fi  Ton  fait  X A =f(d  xf(t-{-r)  dx: 

^{bbff — (/(/-4-r)  </x)* ) ),  lc  point  A fera  dans  Ja  courbc  rc- 
quife  KAC. 

Suppofc  donc,  par  cxcmplc , que  !c$  lignes  dc  tenfion  & de 
compreflion  fuflent  droites  [ quoiqu’ellcs  ne  foient  jamais  tcllcs 
par  lc  Cero/,  du  Ltm.  3.  ] ayant  alors  N R : RT  [—  m : t ] = a.  g 
& Np:  pfl  : T J ; ^ i 1’equation  difTcrenticllc  dc  la  cour- 

be  fera  dy  = xxdx:  1/  ( 4 adbbff:  9 (g+  b)1 x+ ) = (g-\-h)xtcdx: 

y/^axbbff (£+/;):*4)>  & BS  : AS=£.-  h. 

Mais  fuppofe  que  ccs  lignes . la  fufient  des  paraboles , que  g 
fut  le  parametre  dc  la  promere , & b cclui  de  la  Iccondc  ; alors 
ccttc  equation  deviendra  dy  = xdx  V x : \/  ( gbbff 16  (g  + b + 
l\J  gh)  — x’  ),  & BS:AS=v^<?:V/^>  &c. 

Voiez  N°.  C1II , Art.  XXVI  & XXVIII. 


Kkkkkk  i N°.  CIII. 
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VARIA  No.cin. 

POSTHUMA 

JACOBI  BERNOULLI. 


ARTICUL.  I. 

Attollere  Jnfinitinomium  ~ ad  potcjiatem 
indefinitam. 


tmmy  DIO  CLMoivoum  docere , in  Tranfatt.  Angli 
can u 1^97*  modum  attollendi  Infinitinemium  a x -f- 
bxz  -f-  cx'  +dx* +exs  -i-  &c.  ad  potcftatcm  indefinitam 
m.  Sed  quia  Infinitinomium  hoc  eft  particulare , ncc 
adeo  Canones  Aufioris  applicari  polTunt  ad  quatvis  alia  Infinitino- 
mia,  cx.gr.  ad  ax  + bx'  4-f*‘+  dx'°-t-ex's  &c.  (*);  metho- 
dum 


C 


(•)  Quidni  poflent  f Pone  modo  * — a,£.s;0,  c zzb,  d z=.o>  e=o, 

/=c. 
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Ko.  CIIL  dum  docebo  conficiendi  rem  generaliflime , pofito  Infinitinomio 
4+b+c+J+e  +/+&c.  ubi  per  litteras  a,  b,  e &c.  non  foli 
coefficientes  , (ed  ipfi  termini  integri  intclliguntur.  Id  vero  ge- 
mino modo  efficio. 


MODUS  PRIMUS. 

Quia  per  combinationum  Do&rinara  [Vide  StochaHicen  meam 
Part.  II.  cap.  8.]  difeimus,  membra  potcftatis  cujufvis  Multino- 
mii  alicujus  aliter  non  exprimi , nili  per  coacervationem  combi- 
nationum partium  radicis , fadarum  fecundum  exponentem  at- 
qualem  potcftatis  indici  ; cocfficicntem  vero  termini  cujufvis  ex- 
primi, per  numerum  permutationum  litterarum  illum  terminum 
conftituentium  (k) : idcirco  fi  Series  convergens  a + b+c  + d+c 


& c.  elevanda  fit  ad  poteftatcm 


/=  c,  g=o,  l = o,  i=o, 
k = d , &c.,  Sc  formula  quse  exhi- 
bet ( ax  4-  bx'-- f-  a r'  -f-  dx*-+- 
fx*  + g x’  + b x'  + * x»  + k x 1B 

dcc.  ) m , dabit  (ax  4-  bx’4-cx‘  -f. 

d x,#  -f-  Scc.  )m . Imo  fi  terminus 
primus  efict  a , non  mx ; nihil  aliud 
requireretur  quam  ut  lnfinitinomii 

poteftas  m divideretur  per  xm. 

(»)  Etenim  multinomii  a-\~b~\~ 
r 4-  d -f-  &c.  quadratum  habetur  du- 
cendo fingulos  terminos  in  Ungulos; 
unde  nafcuntur  omnes  biniones  44  , 
4 b , ac,  &c.  ba,bb  ,be  Scc.  ca , cb , 
cc  Sic.  omnium  litterarum.  Cubus 
habetur  ducendo  quadratum  in  ra- 
dicem, hoc  efi,  jungendo  fingulas 
litteras  cum  finguus  buiionibus  j un- 


....  m m — i 

m , multiplico  4 per  i ; 4 

pec 

de  fiunt  omnes  terniones  4* , 44 f , 
4 ac  Scc.  aba,  4 bb,  abe , Scc.  ac  a, 
acb , acc  Scc:  nec  non  baa , bab , bac 
Scc.  bba,bbb,bbc,  Scc.  bea,  beb , 
bcc  Scc.  atque  C44,  cab , cac , Scc. 
cba , cbb  , ebe  Scc.  cca , ccb , ccc  Scc. 
Scc.  Pariter  biquadratum  efi  coacer- 
vatio omnium  quaternionum  , Scc. 

Solent  autem  in  unum  conflari  ter'» 
mini , qui  iifdem  confiant  litteris  va- 
rie tantum  tranfpofitis , quippe  qui 
eandem  quantitatem  defignant.  Sic 
pro  aab  4-  aba  -j-  baa  fci  ibere  ex- 
pedit jaab , Sc  pro  abe  4-  acb  4-  bac 
bea cab -{~  fb<*  fcribiiur  6abc  , 
Scc.  Igitur  cotfficiens  termini  cu- 
jufvis efi  numerus  permutationum 
litterarum  ex  quibus  ille  terminus 
confiituitur. 
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per  fingulas  reliquarum  b.c.d.e.  Bcc.;  per  fingulos  bi- 

mones  exterarum  bb.be,  bd,  be . Bcc. , nec  non  ce , cd.  ce , Bcc. , 

&c.;  am  3 per  fingulos  carum  terniones  b * , b*c,  bxd , &c.  bcc , 
bcd.  Bcc.,  Bcc. , Bc  ita  confequcnter  , quoufquc  progredi  necclfe 
fuerit ; hac  ratiefoe 


m 


I Xa 

b 4-  c -4“  d -J-  e -f-  f -I*  XJ 

bb  + bc+bd-\-  be  -\Akf  Bcc.  X 

+ cc  + cd+  ce  Bcc.  > x a m 1 
+ dd8cc.J  ' 


Bcc. 


J 


b*  -{-b'c  -\-b'd  Bcc.  x 

+ ;V  Bcc.ixam  4 
Bcc.j 


b'  -j-  b*C  Bcc.  ? w» J 

&c.  5 X4 

&C,  ? m 6 


Bcc. 


• X d 


Bcc.  x Bcc. 


Cocfficicns  cujufque  termini  invenitur  confidcrando  numerum 
permutationum  litterarum  quotcunque  a?  b^  cr  ds  [ fumpto 
q-\-r  + s = generaliter  efle 


i.i.  3.4.. 


. m 


l.2...rx  %.%•-* 

hoc  eft,  fafta  divifionc  per  1.2  l’m 


3<tc.  Ber  mulli  Opera. 


x.*... qx  1.1 ...  r x i.z  ••••  s 
Llllll  Ira» 


No.  CIII. 
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Na.  CUI.  jta > ex>  gf-  terminus  *m  * b* , [ ubi  p valet  m — 3 , & q 3.-]  co- 

cfRcicntcm  habebit  i terminus  a bcc,  i ubi 

1.  1.  3 L 

1 . m.m — i.m 1 

p — m — 3 , a =1  , r = 1 pro  fuo  adfumet  „ • ; 

r 1 J I X I.  i 

terminus  b'c'd' , [ubi  p — m — 10, f=t, r=3,/=5  ] pro 

«,»-  I J,».  ).w-  4.«-  6.»-  7 ».  9 

fuo  obtinebit  


Et  fic  de  reliquis  omnibus. 


1. a x 1.  1.  3 x 1 .1.  3.  4. 5 


MODUS  ALTER. 


Elcgantior  cfl  Sc  legem  progrelEonis  melius  ob  oculos  ponit. 

Ponatur  + b +c  + d + e+f&cc. )m  =p  + q+r  + s-\-t+u 
Scc.:  unde,  fumptis  utrinque  logarithmis , fit  ml{a-\-b-\-  c,+  d 
+ e +/&c. ) = /(/>+'?  4- r- f /+/  + * &c. );  diiferentiandoque 
emergit  ( mda  + mdb  4-  mdc  + mdd  -f-  mde  4-  mdf  &c.  ) : ( 4 -\-b- f. 
t-\-d+c  +/ &c.)  =(d/  + d^4-dr  + dj  + d/  + d*&c):  {p  4- 
7 4-  r 4-  -f  4-  * 4-  u Scc.  ) [ ub*  Pro  nota  differcntialis  ponitur  d ad 
diftin&ioncm  termini  d ] , & , multiplicando  decufiatim  , 


topia  4-mp&b  *-mpdc  *-mpdd  *-mpde  +- wpd/(3cc.=  adp+-4dq+-adr-t-*ds+-*dt-*-*dM  Scc. 


+-mqda+-mqdb^-mqdc-i-mqdd+-mqde8cc. 
4-mrda-t-mrdb-h-mrdc-i-mrdd  &c. 
4-mda+-msdb+-mjdc  Scc. 
-i-mtda-t-mdb  Scc. 
-t-mudaScc. 

Scc. 


■\-bdp4-bdq+-bdr4-bds+-bdt  Scc. 
’t-cdp4-cdq+-cdr-i-cdi  Scc. 
■^-ddp-\-ddq+-ddrScc. 
■i-eda-t-  tdb  Scc. 
+-/d  4 &c. 

Scc. 


Igitur,  k&a  comparatione  terminorum  cjufdem  ordinis , ha- 
betur 


I.  mpd* 
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1.  mpdd—adp n 

2.  mqda — «d q - bdp — mpdb 

3-  nrd* — *dr  = bdq — mqdb-j-  cip «rpdc 

»wdii  ad/  = bdr — mrdb  -f-  cdq — mqdc  -f-  dd p — mpdd 
J.  mtd*  <*dt  :=  bds — midb  cdr — mrdc  -f-  ddq — mqdd-f-  edp—  mpdej 

&c.  <5cc.  &c.  &c.  &c.  &c.  &c.  &c.  Scc.  Scc. 


quarum  aquationum  prima  mpdd  — ddp  — ■<->,  dat  p — J”  ( ' )_ 
Ad  catcras  rcfolvcndas  ( * ) , fingatur  generalis  aquatio  «yd*  — 

*dy  = dzi  fitque  erit  dyz=zamdh — m/n — 'id*; 

adeoque  mpdd ady  [ = dz]==zmdm  bda — am+'db — 

mam/)dd  = — am~*~ ldb;  indeque  d h — — de : dm~^~ — 

/1  d**  ) » & j \_dmh']=;dmJ\  — de.-  dm~t~ 1 ) quo  ca- 

none ad  pracedentcs  aquationes  applicato  , £ quod  fit  interpre- 
tando pro  fecunda  y per  q & d e per  bdp  — m p d b , pro  tertia 
y per  r 5c  de  per  bdq  — mqdb-\-cdp  — mpdc , &c.  J eliciun- 
tur 

Llllll  i t.p  — 


(*)  Aquationis  mpda  — ad p^O 
vel  d d p mpda feu , divi- 

dendo per  am~^~t  t aequat,  (adp  — 
mpda) : =o,  aut  (amd p 

— - W4  p&*);a  = o,in- 

tegrale  eft  p:  *m  = conft. C 

unde  eft  p C*  m.  Simplicioris 

forma  ergo , Nofter  pofuit  C 1, 

& p : — a”1. 

( 4 ) Sine  aflumpta  aquatione  , 


facile  refolvuntur  aquationes  2,  j 
&c.  Verbi  gr.  mq  d d — - «d  q = 

Mp  — f77pdi  , vel  adq mq  d, 

mp  r\  h bdp,  dividendo  pe 

dm~^~I , abit  in  (ddq mqda) 

dm  1 1 , feu  (a1  dq — m*m  lqdd) 

a2m (mp  d b — — bdp  ) .-  d1  ^ 

. . . „ m mpdb-bdp 

cujus  integrale  eft  q.-a  ; - 


unde  fit  q -_ 


m mpdb 
za  f 


m-f-i 


-bdp 


No.  CHI. 
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No.  CIII.  m 

r.  p = * 


m r»', 


bAp 


w+l 

m ,jnndb—bdq-\-mpd< cAp 

x.  r-=.a  /— * - - 

4m+l 

m rmrdb bdr- f-  mgdc edg-\-  n*pdd — ddp 

4*  am+l 

m msdb — bds-\-  mrdc cdr-\-mqdd — -dAq  -f-  mpde- — cAp 

5.  / a f-  ‘ 


&C. 


&C. 


e quibus  lex  progrcflionis  facile  patefeit  Liquet  igitur,  cum 
data  fine  a & m , dari  p , adeoque  & d p ; igitur  cum  & data  finf 
b &c  db , dari  quoque  g & d^j  ac  proinde  propter  data  c Se  de, 
dari  quoque  r & dr ; Si  fic  porro. 


Nota.  Iidcm  valores  litterarum  p,  q,  r,  s,  t,  &c.  valent 
etiam  pro  Multinomio  finito,  puta  Trinomio  A-\-b-\-c , ad  po- 
tcftatcm  indefinitam  rn  elevando : folum  enim  littera:  fequentes,  d , 
c , f,  &c.  carumque  differentialia  d d,  de , d/,  &c.  nihilo  funt  s- 
qualcs  ponenda:. 

Exemplo  fit  Infinicinomium  '+&c.ubi 


A=.ax 

dx— etdx 

b=eX’ 

Ab 36  xJdx 

e yx6 

dr  = ey-v^x 

d^fx" 

daf — ictTx^d.v 

e- ix,s 

dr==i5»x,4d.v 

& C. 

i &c. 

e quibus  eliciuntur 
m m 

p—a  x ------ 


dp: 


m-  r m-i  - 
x dx 


qrrzm.a.  Cxm*~1  --  dq~=zm.(m+-i)&n~  Gxm*~ 1 dx 


m.m — 1 w—i-t  »»4-4 

‘ « C x 

1.  2 


m — j wj+5 

+w-*  y.v 


ARTI- 
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ARTfCUL.  II. 


No.  CIII. 


Regula  pro  conjlruftionibus  curvarum  quarun- 
dam  transcendentium  per  reSliJjcationes 
algebraicarum  (* ). 


C It  indeterminata  x , & ponantur  coordinatarum  qusfita  curv* 

^ algcbraica:  una  {bxM  + cx”) , altera  y/  [ibxm  — cx”) ; erunt, 

fo&a  differentiatione , elementa  coordinatarum  ( bmxm  1 -f. 

tnxn  1 ) dx:  bxm  + cx”),  & ( bmxm  1 cnx”  l)Jx: 

i i/(bxm  — cx”);  indeque  quadrata  elementorum  coordinara- 

rum  (b  bmmxXm  1 + i b c mn  xnt*~n  1 + ccnxx1'1  l.)dxl : 

(4  b x^+-  4 ex*)  & (b  b mm  x1M  1 2 bcmnxm  n 1 

4 -eennx2n  2 )</**.•  (4  b x*  — 4^*”)  , quibus  ad  idem  nomen 

redudlis  & additis , habetur  quadratum  elementi  curvat  algcbraica  * 

(b'mmx^m  2 4-  ( beenn i beemn  ) x m*~2n  2 ) Jx*  . ( tl,f,x2771 

— iccx1”)  , & fd£ta  divifionc  per*1",  cxtraftaque  radice,  ip- 

fum  elementum  ■==dxyj{bimmxn  2-\-(bccnn — ibeen w>)x2n~vl  2}: 
yj{xbb — ttfx1"  2m).  Ut  evanefeat  quantitas  {beenn  — 
l beemn)  x2”  m 2,  ponatur»  =2  m,  & erit  hoc  elementum 

ix  yjfrmmx"  2 : y ' ( ibb iccx2m ) r=  bmx 1 dx  i/b ; (ilb 

2 mx  bm  j >n — i , ,,  L , , ib  mi,  „ 

— 2ror  ) = — x dxy/  >b:  — — x ).  Sunt  autem 

e ce 

LUI  11  3 coor- 


(•)  Methodum  univerfalem  redu- 

cendi quadraturas  tranfiendentes  cu- 
jufvis  gradus  ad  longitudines  cuiva- 


rnm  algebraicarum  dedit  Vir  celek. 
Joh.  B e R N o u L L I . in  .4  a i:  EruJ. 
Litf.  1724.  Aug.  pag.jjt?. 


1 
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No.CiU.  coordinatas , per  hypothcfin,  una  altera  y/  (bxm 

— ex"),  hoc  eft , propter  «=*»*,  una  y/  (£x",-t-fxt'"’),  altera 
^ (bx" — ex1")  i qu®  fi  nominentur  y & zt  habebitur 


ct=£x»— cx^Ayy-r  zz=2cxv» 


£ 


“0;H<‘)'aiJIrgo 
'Myy— «)af3 


yy*-XJL 

2b 


~V  2C  * 


Eft  igitur  b-^x[m—lJx  y/ \ ^(77  — '*2OT)  elementum 

curv*  algebraic® , cujus  zquatio  relationem  coordinatarum  ex- 
primens eft  ( yy  + zz):  ib  = \/  (yjr zz)  : y/  2f,  polita  ^ =: 

*/( bxm+cxtm)  6t  t=ff(bx" — cxxm).  Hinc 


REGULA 


Si  Fraltio  differentiatis  talu  fit , vel  ad  talem  reduci  fofflt , ut 
numerator  fiat  rationalis  , denominator  radix  quadrata  differentia 
quantitatis  data  & fote  fiatis  indeterminata  x , cujus  fote  fiatis  in- 
dex quadruplus  fit  indicis  ejufdem  x unitate  autti  in  numeratore , 
erit  ejus  integrate  fortio  curva  algtbraica. 

Exempla. 

I.  aadx:y/(a* — x4).  Quia  hic  im  = 4=  4X(°+  1 ) & 
— i/ib  = aattx.  bb:  cc=a +,  erit  m=t  , br=\,  c = i 

, jy(  **” +«*”)]  ,*[  v/  (tr —«"”)]  = 

J i. , & tandem  yj  + zz  = a y/  ( yy — zz ). 

zaa 

II.  adxyja-.yj^aax — x' ),  fafta  divifionc  per  1/ x reducatur 

ad  Q„iahic.-»=»=4X(-;+')&-v'i< 

yj{aa — xx)  c 

r=ay/a  , Jc  bb:  cc=iaa  ; erit  m = 1 » b = 1 a,  c=  1 ; 

yii 
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y [y/  (bxm+cxtm)]  — y/  (idx  + ixx)  , z [\f(bxm rx*»)] No.  CIIl 

yj ( idx — ixx ) , & tandem  yy  + zz  = ia \/(yy  — zz). 

III.  dddx:  yj  ( x+  — 44),  fa&a  divifione  per  aaxx  redbcatur 

ad  hedX:^{^  — Quia  hic  *»  = — ‘4=4X(—  2-fi), 

* * ‘ ' * 

& — ib  = l , Si  bb:  CC=;  i : *4,  erit  w — j , l . i x4 . 

c 

***+<*  *")]===✓ — i * [y/^x*— rx **) ] 

XX 

A*  XX  ■ ■ "4 J 

= y/  — ^ — . & tandem  yy+zz  = *y/(yy — «*). 

Hoc  modo  reftificationem  curva:  Elaftica:  & conftrufticfceni 
Ifochron®  paracentrica:  Lcibnitiana:  inveni , mediante  rc&ifica- 
tione  curva:  algebraica:  Lcmnifcatx.  Vide  A7.  Z.///?  menf.  Scpt. 

**9 4,  pag.  3J (fc) 

■d  L I A REGULA. 

Pofita  w = 2 in  fuperiori  generali  elementi  formula  , reduci- 
tur boc  elementum  ad  d xyj (4^  + {bccnn — 4 bccn)xin  4); 

v'  ( 2^  — iccx1*  4),  g c fafta  divifione  per  ad  dxyj—  + 

ce 

Ubnn 2 bn)xin — 4):y/(— — ***~“4). 

ce 

Sit  igitur  differentiale  datum  dxy/~^—>  fient,  infiituta  coi- 

h ' " xr 

latione,  atquationes  hx:  2 n — 4 = r»  2 b' : cc=f,  \bnn — 

2 bn=g,  & bb : cc===b  i unde  reperiuntur  » = 1 (r-J-4  ) . c 

=/■•  ib^h , b-=f:  ih,  ut  & £ = xg:  ( nn 4»)  = 8^.-  (rr 

— 1 « ) ; adeoque  /:  h = 1 6g:rr  — 1 6.  Quod  hanc  Regulam 
fuggerit. 

JREGULA. 

(k)  N°.  LX,  pag.  5o8.  Vide  Notam  b , pag.  Cifi, 
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Ko.  CUI. 


REGULE. 


‘J  : ' • ‘ f+RX* 

.Si  fractio  differentiatis  talis  fit  forma  dx  f ~ > aut  ad  ta- 
lem reduci  pofft ; fit  que  f : h = 1 6 g : rr 1 6 , erit  ejus  integra- 

te portio  curva  algehraica  , cujus  ordinata  funt  [^(^x^+fx")  ] 
i f i-_l.  . ...  m n..  ..  i f 


v/(IiXI+t-^ulir+')  & 


zhy/h 


Exemplum. 

*^  + >*  ; quia  hic/[4<*‘  ] • h [a‘  ] = i6g  [ 80]  .•  rr 

A X 

— 16  [ io]  > idcirco  integrabitur  rc&ificatione  curva: , cujus  or- 
dinata: funt  V ( ** *+  ix' : a'  ) & yj  ( ixx  — ix’ a ’ ). 

TERTIA  REGULA. 


Sit  differcntialc  hujus  forma:  dxy/{ffxm — ggxn),  cujus  qua- 
dratum difpcfcatur  in  duas  partes  ( ffxm — ifgxim~^'in+ggxn)dxl 
& l*fgx’m+>n  — 1ggxn ) dx1 ; quarum  partium  radices  funt 
\fx'm+gx'”jdx  & dxynifgX'm  + L'»  — lggX”)  = 
x*m+'*»dxVl*/g  — tggx'a—im). 

Manifcftum  eft  intcgralia  hatum  radicum  fore  coordinafas  cur- 
va: , cujus  elementum  exprimitur  per  di/Terentialc  propoiitum  j 
qua:  curva  proin  erit  algcbraica , ' fj  amba:  radices  abfolutc  inte- 
grari poflint.  Prioris  quidem  (fx1"1 — gxiK)dx  intcgralc  fem- 
per  cft  7 — ~ — - xlW  + x — : — ^ — x,/,+  Poftcrius  autem 

i i m -f-  • i m -J-  i 

tantum  integrationem  admittit  , quando  index  potcftatis  indeter- 

roina- 
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IOOJ 


nainatat  extra  vinculum  n]  ab  indice  poteftatis  intra  [j*No. 

— i»*],  vel  a multiplo  hujus  indicis  [lr« — i em]  unitate  de- 
ficit ( c ) , hoc  cft , quando  * m + i * + t = J en  — 1 e m , feu 
quando  *=  ( iem-{-m  + 4);  ( te — r),  hoc  ell,  [polita  fuc- 

celTivc  c = i|  t,  ),  4,  &c.  ] > quando  n = * — 4 


aut 


5»- 


4 7<«+-  4 

— , aut  — — 


JW4-4  o ,T  j 
» aut  — , &c.  Unde 


* 7 

REGULA.  • 

✓ 

Si  differentiate  talis  fit  forma  , aut  ad  talem  reduci  pojfit  , 
dx  f (ff*m  — ggx11),  in  qua  n aquatur  vel  3rn4~4>  > 

vel  -7rn~l~^  , vel  , dr  fic  porre  ( d ) : erit  ejus  integrate  por • 

5 7 \ 

tio  alicujm  curva  algebraica , ordinatam  unam  habentis  ,~m 


— S 


(e)  Nondum  conflat  alios  dari 
calus,  quibus  integrari  polfit  quan- 
titas ffdx^(e+fx^)  praeter  hos  : 
quando  fcil.  (/>+!).•$,  numerus 
eft  pofitivus  integer ; qui  cafus  ille 
eft  quem  Aiiftor  indicat , & demon- 
ftrabitur  N".  fequenti  ; vel  etiam 
quando  (p-J-  1 + > *):  <1  numerus 
e(l  integer  negativus , qui  cafus  ex 
praecedenti  facile  fluit  , dividendo 

-fifi)  per  0r?  & multiplican- 
do x P dx  per  x'^.  Ex  ifto  autem  fe- 
quitur  quantitatem  ***  nJri,ndx\J{ijg 

Jac.  Ber  naulii  Opera. 


— 2£jx5”  iVt  ) efle  integrabilem  , 

atque  ideo  dx  \j  {jjx’1 — ggx* ) ad 
rediiicationes  reduci , poties  n — -• 

, vel  2HLZZ3 , vel 

vel^-^.&c. 

S 

(a)  In  genere  a_^+i>»±4; 

2f— — l 

vel  etiam,  ex  Nota  praecede— — ?, 
polito  c integro  pofitivo. 


M m m m m m 


CIII. 


t 
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5 — xin_HI,  alteram  f ( x dx  — 2ggxiQ  *m), 

qua  quantitas  quomodo  fummetur  fequenti  articulo  docebitur. 

Exempla. 

I.  dx<J(a* — x+);  quia  hic  f=aa,g  — 1,  w=o  & »==4 

[ * W+-  4]  ; idcirco  integratur  rc&ificatione  curvat,  cujus  or- 

dinat*  funt  xxx — jx‘  & f(xdx^{taa — ixx))= y (xx 

+ xx)  v^(  taa  — 2xx). 

II.  dx\J  (xxx — x’ ).  Quia  nunc  f=a,  g — 1 , m = l , & 
n — } [ j . j(jcq  rc&ificationc  curva  integrabitur,  cu- 
jus ordinata  funt  I xx — Jxx\/x  ht  f(xdx  {ia — 2x))  = 
(yxx — «xx — n aa)\J  ( 2x — 2x).  (e) 


QUARTA  REGULA. 

Sit  diffcrcntiale  tale  (f xm -±-gxm*~”)dx : y' (j^ — <?£-*“)>  hoc 
cft  {f+gx”)xmdx:^(ff — ggxu,)i  erit  [ divifionc  fatta  per 
- v/(/ 


(*)  Exemi*.  III.  dx^(x* — **)•' 
quia  hic  /=i,£=xj  >»  = 2, 

& « =0  [— -■  2 ] , integrabitur, 

2 

fecundum  Notam  c , rettificatione 
curvae  , cujus  ordinat®  funt  Jxx  — — 

a».  Si  f(Jx\/(  2ax 2 aa  ))  = 

y ( x a ) \J  ( 2ax  2 aa)  , 

qu®  Parabola  eft  biquadratico-cubi- 

ca.  E(l  autem  fdx  \/(xx aa  ) 

arca  Hyperbol®  ®quilater®  , cujus 
complementum  quadiratur  per  rc&i- 


ficationem  Parabol®  vulgaris.  Ita- 
que quoniam  area  curv®,  una  cum 
ejus  complemento  , efficit  reflangu- 
lum  fub  coordinatis,  erit  arcus  Pa- 
rabol® vulgaris , una  cum  arcu  Pa- 
rabol* biquadratico-cubic® , refti- 
ficabiiis  : uti  jam  olim  docuit  Cei. 
Job.  Bernoulli  in  Attis  Lipf. 
1698.  Oftob.  pag.  464.  Calculum 
non  addo , qui  nihil  habet  difficul- 
tatis, 
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V (/+<?**)]  cjufquc  quadratum  ~^xlmdx\ 

J—gx  f—gx 


No.  CUI. 


hoc  cft 


/ — gx*  + lgx*  im 


f — gx* 


x dx1 , quod  in  partes  duas  difpcfcitur 


^ gXnX  dxts=xlmJxt  & lgx*m+‘ndx%  : (f — gxn)>  qua- 

runa  partium  radices  funt  oFdx.  & Jfw,+  *n  jx  J -JA — . patct 

/ — ex- 
igitur harum  radicum  integralia  denotare  coordinatas  curva? , cu- 
jos elementum  fit  differentialc  propofitum  : ipfius  autem  xmd x 

intcgralc  femper  cft 


« + i . • r»+i»  , / 

'X  , alterius  x *x<J- 


2g 


»»+l"  ' 'f—gx* 

incegralc  tantum  habetur  [idque  per  do&rinam  fequentis  articu- 
li ] quando  index  poteftatis  indeterminata:  extra  vinculum  [»»•+. 
i»]  ab  indice  poteftatis  intra  [»],  aut  duplo,  triplo,  quadru- 

pio , &c.  hujus  indicis  unitate  deficit ; quod  fit  ubi  n = — ~ , 


2m-f~2  2m-f-2 

aut  -J~ , aut  — — , 


xm- 4-a  , 

aut  — j-  &c.  ( f ). 


Undo 


REGULE. 

Si  differentiate  talem  habeat  formam  . aut  ad  talem  reduci  pof 

fit,  (fxm  + gxm+n)dx:y/(ff — ggxzn),  abi  n aquatur  ipfi 
i m+  i , vel  ejus  tertia  , quinta  tfeptima  , parti , & fic  porro  ; e- 
rit  ejus  integrale  portio  curva  algebraica  ordinatarum  unam  haben- 

M m m m m m x tu 


( f)  Nam , pofito  c integro  quo- 
vis, pofitivo  efle  debet  m -f-  J n -f-  i 
— «»,  unde  fit  m=  (2m-\-2)  (2c—  i). 

Sed  x”*  *n  dx  y/ integrari 
/ g** 

poteft  etiam , atque  id«o  (/x  m -f~ 


dx  v'  (ff—U*111) » 

reftincationem  reduci  , quando  i 
■ — m aequatur  multiplo  ipfius  n,  uti 

patet  dividendo  tam  xm*~in  dx  yjlg', 

quam  y/(/ — gt*  ) per  x 5 w vel  y/x». 
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No.CIII. 


tts 


m+i 


, ni  + in,  , 2%  ■ 

, alteram  f(x  dx  sj  -e — -)  ; qua  qut- 

t gxtt 


m + i 

modo  fummetur  fequenti  articulo  docebitur. 


Exempla. 

I.  Sit  differentialc  ( aa  + xx)  dx:  y'  — x 4 ) , quo  exprimitor 

fumma  elementorum  curva:  ElaAica  & applicata:  cjufdcm  (*): 

Quia  bic  f —aa . g i , m = 4 . n ■ — 1 . m + »=  1 , adeo- 

que  m = o , & n [ 2 ] = 1 m + 2 ; integrabitur  illud  ope  cur- 
va:, cujus  ordinata  funt  x J\xdx V'  — — ixx). 

EA  autem  hac  curva  Elliplis , cujus  axis  minor  cA  ia  & major 
ta<J  1.  Unde  patet  , quomodo  aggregatum  fclaAica  curva  & 
applicata  ejus  aquetur  arcui  alicujus  Elliplis : vcluti  docui  in  Attis 
Lipf.  m.  Sept.  I 6 j>4  , pag.  338  ( ‘ ). 


II.  (aaxx+x*)dx: V(<*4  — x*).  Quia  hic  /=xx,  £ = t, 

■cftificatione 

:)  = (jxx 


r i z . . 

m = i.  n = i [ = ; — ];  igitur  integrabitur  rcAificatione 


J 


curva,  cujus  ordinata  funt  jx’  & /(xVx\/ 
+ * a* ) )/  ( taa xxx  ). 


aa- 


■xx 


(*)  VideNum.  L VIII,  pag.  jpo  & feq. 
(h)  N°.  LX  , pag.tfu  & 612. 


ARTI- 
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No.  CIII. 

A R T I C U L.  I II. 

Regula  quadam  de  fummatione  differ  entialuim. 

I. 


Summatio  quantitatis  axndx( 


regula. 


Si  index  patefiatis  indeterminata  extra  vinculum  unitate  auttus 
aquatur  indici  in  vinculo,  aut  ejufdem  efl  multiplus-,  hoc  e/i , fi  n 

+ x = m » aut  =,  multiplo  ipfius  ra ; hoc  efl , fi  ° o» 

• • • m 

aut  — numero  cuicunque  integro  & po fit ivo\  quantitas  propofita  efl 
abfolute  integrabitis  ( * ). 

M m m m m m 3 Pofito 


(•  Pone  & erit 

x ( *-  - ) 1 ' m , atque  dx 

"^"A^uibu. 

* . / . 

lubftitutis,  erit  axndx  (fxm-\-jr) 

1 — mzi~1  ^ 

mf  / . . 

Hac  autem  quantitas  efl  manifefte 
integrabilis , quoties  ( n-f-r — m ).-  m 
efl  vel  o , vel  integer  pofitivus. 

Nam  iflo  in  cafu , elevetur  ? 

ad  poteftatem  ( » -f-  1 — m)  : m 
qua;  conflabit  terminis  numero  fini- 
tis , & multiplicentur  finguli  termini 


per  — 1 1 th.,  eruntque  finguli 

. . 

integrabiles  , nifi  forfan  unus adfit , 
in  quo,  poft  multiplicationem  per 

~ .z  l ldz , index  indeterminatae 
mf  . . 

% fit  r — r 1 , id  quod  accidet 

quando  / o , vel  integer  negati- 

vus. Tunft  vero,  terminus  ille  uni- 
cus ad  Logarithmos  reduci  poterit. 
Sed,  quod  non  videtur  animadver- 
tifle  Auftor  nofler , efl  etiam  quan- 

titas  ax  dx  (/x  +g)  inte- 

grabilis , quoties  ( — lm — «— -t ):m 
efl  vel  o,  vel  pofitivus  integer.  Nam 
fi  dividatur  quantitas  in  vinculo  per 

x”» 

s> 
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SUMMATIO  DIFFERENTIALIUM. 


^IIL  Pofito  enim  hoc  numero  liti — , integrale  ejus  fiet 

cxiftentibui  9^+jr~j) 

*gp 

r="  ffm  (/+/>)  (/+/>—  i ) 

, *rp-  (/>•—*) 

* 0(/+/— ») 

*g'p.(p—i)(p—a) 

r^+pw+p— « x^— *)(/+/>— 3 > 

, af'*p.(p—l)(.p—2)(p—l) 

~'rfimV+p)(l+p—  i )(/+/>—*)  (/+/>— 3X/+/»— 4) 


4^./| >(/ — i)(p — t) x , 

ff+-*m  (t+p)(j+p — !)(/+/> — *) 1 

E X E M- 


x*  & multiplicetur  quantitas  extra 

_J 

vinculum  per  x , quantitas 

« *”<i  x (/*W  -+-g  / 1 mutabitur  in 

axn+-ml-mdx  (y+  » ) /- * 

quas  erit  integrabilis  ii  index  »-f-  ml 
— m unitate  auftuslit  — »i  vel 

ejus  multiplo,  hoc  ell  fi 


fit: i,  vel  numero  integro  pofiti- 

, . . u-f-w/4-i 

vo  , aut  dempta  unitate  ii 

r vt 


iit  vel  = o,  vel  — integro  politivo. 

Id  omne  vero  , magis  ad  mentem 
Auftoris  j demonftrabitur  fic.  Quan- 


titatis qxmp(fxm  -f-£  / differentiale 
eil  lqxmp(Lfxm-^-g)  1 mfxm  1 dx 
+ mpqxmp  ldx  (fxm  +g  ) 1 = 
dx  (fxm  +g)l~l 
+ mpqxmp—ldx  (fx™  +g  ) (/x* 
+g)l~l  = (lqmf-\-pqT/if ) 

x"H-"—*dx(fx’n+g)l— I 

+ pqmgxmp'“,dx(fxm+g)1  1 . 
Igitur  /(( Iqmf+pqmfJ  xmp+~m  1 
dx  ifx"+g  )l~~l  ) =qxmp  (fxm 
+ g)1  - — f(pi”‘g  xnp~ldx(fxm 
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Exempla. 


No.  CIII. 


I.  xidxi/(  ibb — ixx ):  quia  hic  a~\  >/=  — t . o — 

i — i = s * adcoquc  / — J . m — i , m —=  j , & ^K1'  m . 

m 

p=i>  invenietur  ejus  integralc  per  hos  Canones  ( — — 

Ttbbxx — bb ixx)^(  ibb — ixx),  hoc  cft,  ( \x * 

tV  bbx* tst  l+xx thb*  ) y'  ( ibb  — zxx). 

II.  x'dx:  \/{ibb  — ixx)i  quia  hic  rurfus  a — r . f — — , 

g=  ibb,  m=:l  . n—f,  &C  ” + .'.  ~~m=zP  = n at  / 1 

m 

— — i.  & l~\i  reperitur  ejus  inegrale  per  Canones  ( — rx4 
■ — rtbbxx tjb*)^  ( ibb 2xx). 


Summatio  quantitatis  (axn  + bxn“*"m)dx.  (fxm  + g)  ^ r. 

Ponatur  ejus  integralc  bx*  {fxm-\-  g)1 , quod  differentiatum  fa- 
cit A/x'~*  Jx(fxn+g)t+fblmxI<-m-'dx(fxm+g)l-l== 

hsx‘  -« dx  (fx-+g ) (fxm  +g)l~l  +fhlmx'*-  m (fxm  + 

( gbsx 

“H?)  T).  Pone  mp-\-m 1 » dx(fxm-\~g 1 ) erit  


+£)  )•  Pone  1- — n dx(fx  +J?)  ) erit  - — : 

feu  p=(n- f-i — m).-  m , & Iqmf  +-  a£_g w(p — l)  m 

pqmf  = a , feu  q—a:  m/(/-+-p),  0 U 

& erit/(  W+ pqmf  Jx”?- 1 .-■)/ e *MP(P— 0 

_ f . 1 oy  J Cii 'I  i i ^ .\ 


dx(fxm-\-g)l  1)=[f(axttdx(fxm 

. t <*  tnVs*m 


r ff(l-\-p)Q+P — 0 

/ dx(fxm  -f -£  ) ^ *) , atque  ita  por- 


- jnp,cm^_J  “xUx  -f-g ) ),  atque  ita  por- 

^ ( ' ro , donec  per  r>—  i , p— 2 , p— 3 , 

rr  J-U  &c'  pmen.as  aJp—  p==0,  quae 

— *'*  ftl  I cj  X dx\Jx  -r&l  ) quantitas,  cum  amciat  terminum  m 
•* ' quo  primum  comparet  atque  fequen- 

Et  eodem  ratiocinio  /?  — E&^xmP~l  t es  omnes , ibi  feries  terminatur. 
/0+p) 
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No.  CIII.  (gfjsx1* 1 dx-\-f  hsx‘*~m~l  dx  (fxm+g)1  ~'+fblrnx’*~m  ~xix  (/ **-{- 
g)l~'  = (gbs  * -•  + {fbs  +fb  Im)  x>+-m—)  d x (fx»+g)1^. 
Fa&a  nunc  comparatione  inter  gbsx’~'  & ax" , nec  non  inter 
(fbs+fblm)x,->-m-‘,dx  & bx**~m ; habentur  s — i =n,gbs 
■=4  > fh  s+fhlm=b  indeque  / = »+  i » h=  [*■£;]  = 
4'<?  C*  + 1 ) » ut  & b = [ b:f{  s-\-l  m)  — ] b:f(  lm-\- »+  I ) ; 
unde  apparet  efle  debere  <*.-£  (»+  i ) = b :fflm+n — i),  hoc 
eft  a:l=g  (»  + i):/(/«»+»+0-  Hinc 

REGULA. 

Si  in  propofita  quantitate  ( axn  -+-  bxn4~m ) dx  ( f xm  + g ) •“ 1 , fit 
a : b = g C n+  i):f(Im  + n-f-i),  erit  illa  abfolute  integrabitis  , 
etiamft  neutra  partium  ax°dx  ( f -f-  g ) 1 , nec  bxD+_m  dx  ( fxm+ 

g )1_I , feorftm  talts  fit : fiet  enim  ejus  integrale  [hx‘  (fxm  +g)J  ] 

—■ -L—  xn«-'  ( fxm  + g ) 1 . 
g(n+i) 

Exemplum. 

( j ccxx  — 4*+  ) : \/(  cc  — xx ) ; quia  hic  a = } cc , b = — 4, 
»=  1 , m=t,  f= — 1 , g=cc>  l — 1 — — J,  Sc  1=  i 1 
infuperque  a:  b = [ jcc  : — 4 = ] g(  «+  1 ) :fUT»+»+  1 ) i 
erit  integrale  qusfitum  x'  1/  ( cc  — xx  ). 

III. 

Summatia  quantitatis  (axn  + bxn"^m+cxn"^  2IT1)dx 
x(fxm  + g)1~I. 

Sit  ejus  integrale  bx,-\-ix,+-m)(fxm-\-g)1 , quod  differentia- 
tum, ut  fupra,  facit  (gbsx‘~ 1 -\-fjf~bs gi  (/+**)  +/bl>n)x’*-m~l 
+ (//  {s  + m)-{~  fi  lm)  ) d x (fxm  +g)‘~l : ubi,  fa£la 

comparatione  cum  terminis  propofitac  quantitatis  > emergit  / = /» 
• + 1 • 
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ion 


4-1»  h=zA:  g{n  + i ),  i=zc:f{lm  + m + n + t ),  & deni  No.  CIII. 
que  {lm  + n + i)  af : g ( /» + i ) — b + ( m + * + t ) cg :f{ Im. 

-jr m-^n  -{- 1 ) s=s  o.  Unde 

REGULA. 


Si  in  propofita  quantitate  ( a x“  + b x8-*-™  + cxn+-im ) d x ( fxm  + 
g ) 1 -«  obfervetur  quod  (lm  + n + i)af:g( n+i ) — b + ( m -f-  n 

+ i)cg:f(lm  + ro  + n 1 ) = o ; quantitas  propofita  esi  abfo - 

lute  integrabitis , tametfi  nec  fingula , nec  bina  ejus  partes  tales  fint: 

efl  autem  integrate  ( — -x“+-,  + — x0+-“+-‘  ) 

' 5 vg(n+i)  ^f(Im+m+n  + i)  - 1 

( fxm  + g )* . Nota , hoc  procedere  etiam  cum  b = o. 


E x 


E M P L A. 


I.  (xx  + 3*+  + *x<)  dx : sj  {\  + xx).  Quoniam  hic  a =*  t 

£=3,r  = *»/=i  , g=i  , » — r , m = i , l = \ , ad- 

coque  {lm-{-n  4-  t)  •'  g(n-\-\  ) b ~\- { m n i )cg:fUm 

» + 1 ) = | — 3+i=:0,  idcirco  reperitur  intcgralc 
(t*’  +}x’  ) v'  ( « + **)• 

II.  ( jxx  — * 8 x‘  ) dx:  y'  (i  + rx).  Quia  hic  a = f , 

b = o j c z=  — 8 ,f  = 1 ,gz=iin  — i,m—i,l  — ]t  ideo- 

que  (lm-\-n-\-  i ) •'  af : g ( n-\~i  ) b + (*»  + * + * ) cg  ; f{  lm  + 

m+n+i)=  V — o — V = o ; ideo  reperitur  intcgralc  (fx\ 


IV. 

Summatio  quantitatis  (axP+bxP'l_m  + cxP+'n)dx 
(fxm  + sxn  + h)I“1. 

Sit  ejus  intcgralc  i x’  (/ x"  +g  x"  + b)1 , quod  differentiatum  , 
ut  nuper , exhibet  {his x «“ 1 -f- {fi l m +fit ) x'+-*-  ‘ -f-  ( giln  + 
Jac.  Berntulli  Opera.  Nnnnnn  gis) 
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gis)  x’ dx.  (f x" -\-gxn  + h )1-* ; ex  cujus  collatione  curo 
3'  propofita  eruuntur  s=p  + i , ix=a:  h (p  + i)  , nec  non 

T(/+r+,)=i{<T<,'+:  + ,>=r-  Undc 

REGULA. 

Si , in  quantitate  propofita  ( a xp +b  xP+-m-{-  e xp-+»  ) dx ( f x™  + 

gxn  + h ) 1 ~ r > habeatur  fimul  — h t)  — b , & fimul  — 

1 in  * 

( + 1 ) = e i erit  illa  abfolute  integrabitis , ut  maxime  nul- 

a P-*-! 


la  partium  ejus  tatis  fit : integrati  autem  hoc  erit 

% 

(fxn,  + S»n+b)1. 


h (p-*- 1) 


Exemplum. 


( j x +-  6x*  +-  8xx ) dx : V (**  + 2 x + i )•  Quia  hic  a =:  j , 

b ===  6 , e = 8 ‘f=  i > g = 2 . h = i , m 3 . « = I , p = 

A f'  l ffl 

1.  /=;,  & praterea  — ( h 1 ) = 6 =—  b , nec  non 

» p H—  t 

— ( + i ) ==8  = f : igitur  intcgralc  invenitur  V(*’ 

n p 1 • 

+ IX  + I)’. 


v. 

Regula  generatiffima  pro  fummanda  quantitate  quotlibet  termina - 
rum  [ integrorum  & rationalium  ] in  & extra  vinculum. 

Sit  integranda;  quantitatis  Typus,  (**"+  £x*'“,+  r a-"“*  + 

//x*  "*J  + e a*-'  4 + > -v*  + + * ) d x x (fxm  -j*  g xm~' 1 + 

b xm"~l  i xm,~*  k xm~4  &c.  )l~‘.  Dico»  fi  abfolute  fummari 

* poflic , 
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polllt,  ejus  intcgrale  fore  ( qxt  + rxf  + jx?-*+txt  -i  -f-  uxt  - ♦No.  em. 
&c.  ) x (/x»  +gx”  -» + hx”  -*  + /x*»  -i  + ***  -«  &c.  )/ ; pofitis , 
ut  fcquitur,  • 


p=»+  I — m 


, 1 ff?( P + l(m I )) 

f(p — * +lm) 

, __  f — y C P—1+l  (m—'))~hi(p+l(m~2 )) 

/(/> — i+lm ) 

f g'(p— 3+/(w— 1))~ &r(/)-i-f-/Cw-2))—  <?Cp4-^w?  )) 

f{? 3 +/») 

e~gt(p~l't-l(rn-l))-fis(p-24-l(m-2))-ir(  p-i+-l(rrt~i))-kq(  p-t-/(w~4 

/(/ 4 + *») 


Sin  quantitas  propofita  abfolute  furamabilis  non  fit , erit  ejus 
intcgrale  rurfum  harc  quantitas  (y  xf  + r xf~l  + s xf~*  &c.  ) x 
(/*'”+,?  v",“,  + &c.  >* , fcd  aiTumpta  fecum  hac  quantitate  tran- 
fcendcnte  >/"(?+ % x -f-  4 xx  - - - - - £ ,vw  —1 ) d x x ( /x“  -j-£  x"  -1  -f- 
bxm  “*  + «""i  &c.  ) i politis  q,r,  s,  &c.  ut  antea , & pree- 

terca 

<p ec liu k t 

%.■=€ ilhn ( t +1)  it ikt 

4=7 — 3 — (i  + il)bt — (2  + l)is — 3 tr 

&C.  &c. 

ubi  tamen  obfervandum,  quod  littera;  u,  t,  s,  &c.  k , i.  h,  8rc. 
non  femper  eofdem  terminos  denotant , quos  in  majori  laterculo 
indicant : Sed  quod  hic  u & k femper  ultimos  terminos , in  qui- 
bus x nullius  dimenfionis  cft;  / & * coefficicntes  penultimorum  , 

Nnnnnn  i ubi 


Digitized  by  Google 


ioi4  SUM  MATIO  D I F FE  R EN  T I A LI  U M.' 


No.  cui  ub‘  x unius  i -f  & h antepenultimos  , ubi  x eft  duarum  dimen- 
fionum ; & pari  ratione  reliqui  anteriorum  terminorum  coeffi- 
cientes  defignare  intclliguntur  ( b ). 

Patet  hinc  , quod  fi  omnes  coefficientes  quantitatis  tranfccn- 
dentis  <p,  x > 4 > &c.  nihilo  aequales  reperiantur , cvancfcerc  quo- 
que debeat  ipfa  quantitas  tranfccndens  ; adeo  ut , illo  cafu  , pro- 
poflta  quantitas  abfolutc  fit  fummabilis.  Si  autem  non  omnes  ? , 
X > 4 > &c*  evanefeant , quantitas  propofita  quadantenus  tantum  in- 
tegrata fuerit ; fed  , in  illa  parte  qua;  non  integrata  manet , index 
maxima;  poteftatis  extra  vinculum  ab  indice  maxima:  poteftatis 
in  vinculo  femper  binario  aut  amplius  deficiat.  Unde  cum  nul- 
lum , quantum  fciam  , detur  exemplum  differentiatis  ejufmodi  , 
ubi  index  maximus  extra  vinculum  binario  aut  amplius  ab  in- 
dice maximo  intra  deficiat  , quod  abfolute  fummari  poffit , aut 
a quoquam  unquam  fummatum  fit , [ intclligc  tamen  , fi  prius 

omnis 

I 


(k ) Quantitatis  (axn-f-ixn 
’*■+“)  termini  funt  724—  1 numero: 

quantitas  autem  (a  x^-f-rx^--1-^ 
&c. ) non  habet  nili  p+-  j , hoc  eft, 
n 4—  2 — m coefficientes.  Quare  fi 

differentiale  ipfius  (qx? -f -rx?  1&c.) 

1 &c.)/  comparetur 

cum  ( axn+bxn~l  &c- ) dx.  ( Jxm 

+gxm  1 &c.)  ^ habebuntur» 
-j-  1 aequationes  ad  determinandos 

»4-2 m coefficientes.  His  igitur 

determinatis , reflarent  m — 1 aequa- 
tiones, quae  eflent  totidem  conditio- 
nes, five  relationes  coefficientium  a, 
b,c,  &c.  quibus  locum  obtinentibus, 

quantitas  (,»x”  + £xn  1 &c.  ) dx 

{fxm+gxn  l6cc.)1  1 efletin- 

«egrabilis.  At  vero  , fi  locum  non 
habeant  hae  conditiones  , quantitati 


(vf- +rxf>  1 &c0  ( 1 ) 1 

adjicienda  eft  quantitas  tranfeen- 
dens  / ( $ 4-  % x 4-  4*  x1  &c.  ) d x. 

(/x  -f-gx  occ.)  , ut  intro- 
ducantur novi  coefficientes  ^.x-^.&c. 
qui  efte  debent  »2—1  numero,  ut  fatis 
fiat  777—1  aequationibus  fuperftitibus. 
Quamobrem  incipiendo  a tp  4-  *x  4— 

&c.  pergendum  eft  ufque  ad  £xm~~2. 
Denique  ut  determinentur  coefficien- 
tes omnesjfumendum  eft  differentiale 

quantitatis  (qx? 4-r  x?  "~“1  &c.  ). 

(f*™  4-  g *m &c.  ) 1 +-  /(  f 4- 

Xx 4— $xW  2)  dx.  (/x  Tn  -4. 

gxm  1 &c. ) I 1 ) & illud  compa- 
randum cum  quantitate  propofita 

( a xn  4-  b x”  "*  &c. ) d x,  (/»”*  +■ 
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omnis  poflibilis  rcdu&io  fub  vinculo  inftituta  fuerit : nam  ex-  gr.  No. 
x i/  (tax*  +x‘  ) lummari  poteft,  ut  maxime  index  i extra  vin- 
culum plus  quam  binario  deficit  ab  indice  6 intra , ob  rationem 
quod  quantitas  x</(dax*+xs)  reducitur  ad  x’  s/  xx)] 
colligi  poteft , me  hic  omne  praeftitifle  , quodeunque  prarftari 
potuit : nam  aut  totam  quantitatem  per  Canones  meos  abfolutc 
fummo  , aut  partem  tantum  ejus  > rcli&a  alia  parte  quam  certum 
eft  fummari  non  poflc. 

Exempla. 

I.  Sit  integrandum  diffcrcntialc  (x7 — ax*+jx5#  — i x' 
4-VffX* — V(x**  — 3xx+-  ix+- 1 ).  Noten- 
tur valores  cocfficicntium  , computatis  etiam  terminis  qui  defir 
ciunt , non  fccus  ac  fi  adeflent , ita 


a=z  i 

/=t 

b • ■■  ■■  * 

<? ==  ° 

e = + 3 

0=— W 

h-—i 

O 

II 

■M 

*=+HS 

i = 2 

e- — ; 2 

k=i 

Hinc/=»  + i — m = 4i  fic  ut  quaeGtum  integrale  (qxP  + 
&c  ).  (/x-+  5cc.)1 , fiat  (qx*  + rx*  + sx1  + tx -f- u ) (x7*  — 

3xx+ **+ i ) > ubi  tantum  determinandae  fuperfunt  per  Cano- 
nes noftros  litterae  q,  r.  /.  t,  ui  hoc  pafto. 

qz=d:f(p+ml)=i:  i *<?  = J 

7 — (b—gq  (p  + (m — i ) 0)  •'  /"( P — — 2 — o).-  i X 

S = — i 

s = (c gr(p 1+-  ( m 1)  / ) hq{p+-  (m i)  /))  :f(p >+- 

«»/)  = (-»-  3 o-t—  i ( 4"*—  I ) ) •’  i X 4 = ( 3 -i- 1 ) ••  4 = V 

t r=(</  — gs{p — i+-(m — i)l) — hr{p — n-(w — t)/)  — *<](p 

'*-(» — 3 )0):f(.p 3 +->»/)=(  O — O — j(3-t-l) \ (4+-  »)V 

Nnnnnnj  £ x J 


No.  CIII. 
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i x 3 =(  — V — ^ 3 = — « 
u=  ( e—gt(p — 3 +-(» — 1 ) 0 — — *-»-(» — *)  — 

i 4-  ( w 3)0 kei  (/+-(*» 4)  l ) •/(/> 4+-»»/  )=( 2 

0 4- V(14-I  )-H?(3-Hi)' J(4-H0)):  I X2  = ( 2 4- 

* +-  * — r ) • * — »40  • 

Priufquam  autem  condet  totum  difFerentiale  integratum  ede  i 
qusrcndi  funt  etiam  coefficientcs  <p , x » 4 > &c.  quantitatis  tran- 
fcendentis  7"((f  + 4 ) d.v ^ ( x+ * — }xx+  2x4 i ))  jux- 

ta breviores  Canones , ubi  contingit  litteras  u , t , s &c. , k , i , 
h , & c.  eofdcm  terminos  denotare  quos  in  amplioribus.  Quare 

* = « — /'*—  =+M  — Tfo'  + ?i  = ° 

* = /3  — llh*—(t+l)it—lks  = — W + ^ — V = o 

«i-  =■  > — jigu — ( i -*-2i)bi — (2  w)« — 3&r—  4-  y5' — o“  V — y <-j— o 

Unde  cum  finguli  hi  cocfficicntes  evanefeant , colligitur  quan- 
titatem propofitam  totam  ede  integratam,  cjufque  intcgralc  per. 
feftum  fore  ($*♦— }x' + V*1 — iU  + ^)  ^(x4*  — 3x* 
+ ix+i  ). 

II.  Edo  difFerentiale  ( x 1 — tZ+j*'#  — 2x**44x4 
3 ) d a: : \/  (x4  * — 3 x'~  -f-  zx  + i ).  Quia  cocfficicntes  omnes  , 
exceptis  ultimis  «,/3,7,  funt  iidcm  qui  in  procedenti  Exemplo; 
hinc  edam  per  majores  Canones  eodem  quantitates  reperiuntur 
pro  7,  r,  s,  t,  h.  Sed  variant  <p,  x>  4-  Nam 

$ ~ OL  liu  I fct  = 4—  3 1 1*5  4-  15  = i4I 

X~ /3  — ilbu  — (14—/) it  — iks 1—  4 4-  '{!'  4— is  — '4  = +" 

«1/  — y — 3 Igu — (l+-2l)ht — (24-/)« — %kr~o — C — V — ” 4-  f = — 745 

Unde  colligitur  integrale  quantitatis  propofito  ede  Cex* — * x' 

•j-  V X1 rrf  x 4 V»  ) ^ ( X4  # 3 x1  -f-  2 X + I ) 4/1  ( 240 

4-  *,r  * — W **)  d*  V (*+  * — 3*1 4-  2 X 4 I ) ). 

Nota.  Operatio,  qua  Prima  & Quinta  Regula  hujus  Arti- 
culi invento  funt,  ob  prolixitatem  non  apponitur,  fcd  uniformis 

cfl 
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cft  in  omnibus.  Ponitur  enim  integrale  fidum  , cujus  differen-No. 
tialc  termino  tenus  confertur  cum  differentiali  propofito  « ad  eli- 
ciendum exinde  aflumptos  coefficientes. 


A R T I C U L.  IV. 


Demonf  ratio  Anagrammatis 
Ephemerid.  Parif.  n.  Auguft;  1698.  (‘) 

inferti.  - 


*44  b'  elt  d10  e6ip  g*  h1  i"  l11  m"  nil  o"  p'>  q'  ri0  s'9 t 41  a-. 

cujus  hic  eft  fenfus. 


Fx  infinitis  curvis  genere  iifidem , ili '4  gravi  celerrimum  deficen- 
Jiim  ad  datum  perpendiculum  concedit , qua  tempus  totius  deficenfius , 
pofitis  celeritatibus  in  ratione  fiubduplicata  altitudinum,  duplum ; 
in  fiubtriplicata  , triplum  ; in  fubfiefiquialtcra  fiefiquialterum  efficit 
fiumma  quor undam  elementorum , qua  ad  rejpecltva  tempuficula  ra- 
tionem habent  duplicatam  elementorum  applicata  ad  elementa  curva. 
Confiat  igitur , quomodo  hac  per  interfieilionem  duarum  tranficenden- 
tium  determinetur.  Imo  dico  amplius  , in  Jpecialibus  quibusvis  cur • 
vis , quafitam  etiam  unius  tranfeendentis  & algebraica  ope  fiemper 
inveniri  pofie  ( b ). 


Demonstratio. 


Sit  optata  curva  A B D [ Fig.  1 ] , cique  infinite  propinqua  & 
genere  eadem  AIN : ergo , ex  natura  minimi , tempora  ddeen- 

fuum 


(0N°.  LXXXVII.  pag.  8?o. 

( b)  Vide  N‘.  LXXVlfl.  Notam  f,  Pag.  732. 


CIU, 
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£>’».  CUI.  fuum  per  utramque  pracife  aquabuntur.  Du£ta  intclligantur 
Tangentes  BF,  IF,  qua;,  propter  curvas  genere  eafdcm , in  eo- 
dem axis  puntto  concurrent.  Sitquc  conflans  EN=^,ND  = 
dp : indeterminata:  AG=x,  GI===y,FG=r,  FI  = f,  AI 
=si  ipfi  vero  IL  parallela  intelligatur  BM ; entque  EN  [/>]  : 
ND  [^]  = GI[y]:  IB  [ydp:p],  & FI  [/]  = ^CFG‘-h 
GI1)  [ v^Crr-*-^7)]  » loco 7 furaendo^-t-  ydp:  p,  &c  ditferentian- 

do  habebitur  FB — FI  = ^~^~=yy  dp : tp  s quare  FI  [/]: 

FB  — FI  [ jydp : tp~\  = IL  [ds]  : BC  — IL \_yydpds: ptt~\.  Po- 
nantur IL , BC , fcorfim , & luper  illis  erigantur  rcdlangula  IQ , 
BP , quorum  altitudines  LQ , CP  reciprocentur  celeritatibus  qui- 
bus dcfcnbuntur  particula*,  hoc  cfl , radicibus  altitudinum  IG, 
BG;  adeo  ut  LQ  fit  = 1 : y/  y > fignificabunt  utique  rc&angula 
hac  I Q , B P tempora  quibus  particula  I L , B C deferibuntur : 
Omnia  ergo  re&angula  IQ  omnibus  BP  aquari  debent,  ut  &, 
ablatis  communibus  Tegmentis  IS,  omnia  refidua  RQ  omnibus 
LP  aquari  debent.  Sed  pro  y ponendo  y +-  ydp : p & differentian- 
do  1 : \/7  = LQ,  habebitur  LQ  — CP,  fcu  SQ= — dp:ipy/y, 
quare  RSxSQ==RQ==  — dpds:  ipyj y , & (BC  — IL)  x CP 
= LP  =zyydpds : pttsjy  ; adeoque  f( dpds : 1 p\Jy  ) =/[ yy  dpds : 
ptt\Jy)  feu  /{ds:  /y)  ~ ij\yydt  .*  th/y)  lcu,  [quia  t: y =.  ds:  dy  ] 
/(ds : /y)  = tfdy1 : dsy/y).  Si  celeritates  quibus  particula  IL, 

m f»  m 

BC  deferibuntur  fint  ut  /y  , erit  /(ds\y/ y)  ^=.m/(dy' : d s/  y) 
( e ).  Quare  conflat  propofitio.  ( * ) 

Exem- 


( * ) Nam  fi  fit  LQ  = v.y/y,  erit 
ejus  differentiale  LQ CP SQ 

m 

- — dy : my\/y ; feu,  fcribendo^c/p.p 

m 

pro  dy , dp:  mpy/y.  Igitur  RS  X 

SQ 5—  — dpds:mp\Jy.  Sed  (BC 
— — i L ) x CP  = LP  z=^yydpdt ; 


m 

ptt\/y ; quarum  fumma  cum  aquales 

m 


fint  , erit  /(dpds:  mpy/y)  - 


m 

/(  yydpds : pti\fy  ) aut,  dividendo  per 

m • 

conflantem  dp : mp  ,f(ds  : \/y  ) 

m 

mf  (yyds : tt\Jy ) , vel  denique , feri- 

bendo 
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INTER  INFINITAS  GENERE  EASDEM. 


io  If 


Exemplum. 


No.  CIII, 


Si  curva  A I N , A B D fint  Ellipfes , fitque  natura  vel  aqua- 
tio unius  cx  infinitis  fupcr  eodem  axe  tranfverfo  deferiptis  , abx 

— bxx  — ayy , reperitur  fdy  \f  {{  Ayiyy  — 4 byy + abb) : {ab  by 

4 h'  ) ) = y/  ((  abb Atbyy  ) ; ( 44/ 4 by'  + abby  ) ) ( c ). 


Aliter  in  fpeciali  quavis  Curva  per  unam 
tantum  tranfeendentem. 

Sint  AIN , ABD  Ellipfes,  quarum  femi-axis  tranfverfus  AE 
=4»  EN  =/»,  EH==x,  HL  =y » & ducantur  LT,  IO  pa- 
rallela axi  AE  i erit  natura  Ellipfis  aayf=  aapp — ppxx , qua  fi 
diffcrcntictur  , pofita  x conflante  , habebicur  pro  dy  [ L C ] = 
ydp : pi  & fi  difierentietur , pofita  j conflante  , habebitur  pro  dx 
[LT]  =a ay y'd p:p'x i & fi  diflerentietur  , pofita  p conflante, 
habebimus  pro  dx  [GH]=  — aaydy.-ppx;  adeoque  IL=: 

^ { dx'  -E  dy1 ) = dy sj { a*yy+p*xx ) : ppx  = dy  y/ { aa yy+p* 

ppyy ) •'  \J  ( p * — ppyy ) , 8e  dtflerentiando , pofita  y & dy  conflante, 
IL  — OT = 4*yl . ( ipp  — yy ).  — dydp: p'x'  \J  {a*yy  +p*xx)  , 

nec 


«I 

bendo  dy 1:dsi  pro  yy:  te  ,f{ds:  yj y ) 

~mf{dyl  :ds  sjy  ). 

m 

{*)  Nam/(«ft.’ y/y)  tempus  def- 
cenfus  efl  multiplum  , juxta  expo- 
nentem m , fummz  elementorum 

m 

[dy1:  dsyjy\  quae  ad  tcmpufcula 

m 

[ds:  yfy  ] rationem  habent  duplica- 
tam elementorum  applicata  [dy  ] ad 
elementa  curva  [ds  ]. 

j fxc,  Ser  nexili  Opem. 


( * Cum  fit  abx bxx ayy  ’ 

a 

erit  x x 4 * — ~yy , atque 

. C?  « 

* = — *yy-  b)  Sc 

dx  =z±£ydy . v'  ( ' aa  — *yy  - b)> 

nec  non  ds  — dy  •J 

dbo qbyy 

Igitur  f{ds  : y 'y)  -—fdy  y/ {{abb+. 
4(  4 — b)yy):  { abby  — 4 by'  ))  & 
2 K dy'-:  ds<Jy  ) = 2 fdy  y/  {{  abb  — 

i byy)  ••  {^bby  + 4 ( 4 b)y » ) ). 

Oooooo 
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CURVA  BRACHYSTOCHRONA  &c. 


No.ClIl.  nec  non  CT  = v'(LC‘  + LT ')  = i/(yydpl pp + a+ y*dpl't 
pfxl ) = — ydp y/  ( **yy  + p*xx) : p'x.  Jam  , quoniam  celeritas 
in  I & O eadem , tanto  plus  requiret  temporis  I L quam  O T 
ad  deferibendum , quanto  IL  major  quam  OT  : idcirco  ( I L — 
OT  ) X i : fcu  **jy.(ipp — yy).  — dydp:p'x'  VC-V  4* 

p*xxy ) fignificat  exccflum  temporis,  qui  requiritur  ad  deferiben- 
dum IL  , ultra  id  quod  requiritur  ad  deferibendum  OT,  & prop- 

tcrca /(Syyi  ipp — yy)- dydp : p'x'  y/  (a*y'  -f -p*xxy))=  toti 

differentia:  per  AL  [ id  cft,  per  hypothefin,  per  AC]  = tempo- 
ri per  CT  =CT x ( i : i/ y ) = — dp  y/  (4* y * 4 -p*xxy)  :p'x  , 
fadaque  divifione  per  conflantem  — dp , habetur  /(  a‘yy  ( tpp  — 
yy).  dy.-psx'  v/(  d*j*  +p*xxy))  — y/  (*+/  +p*xxy)  :p'x. 

Eodem  modo  , fi  A I N , A B D Cnt  Parabola:  diverforum  gra- 
duum, & fit  AH  = X',  fic  ut  y = xf  , fiet  /"(( 1 +/ x)xxdy  : py 
\/ {xxy+ppy' ))  — lx'J  (jf*  +ppyy ) - Vy  (f).  Juxta  priorem  mo- 
dum fit  f{d  xy/{  x x+ppyy)x\/ y ) = ipl  ( yydx:  xy/  (xxy- f. 

ppy'))  (*)• 


( 1 ) Cum  fit  y — — xt , erit  ly 

pix  , quod  differentiatum  , pofita  x 

conflante,  dabit  dy  :y dplx  , vel 

[ LC  ] dy  =ydplx  j pofita  y «on- 
flante,  erit  dplx-i-pdx.-x  = 0, 

adeoque  [ LT  ] d x ■. — xdplx  : 

p;  & denique  pofita  p conflante,  ha- 
bebitur [GH]  dx  = xdy:py  , un- 
de fit  I L d ( dx1  -j-  dy 1 ) : 

dyd(  xx -f-  ppyy  ) .•  py,  ac  differen- 
tiando,  pofitisj  & dy  conflantibus  , 
IL_OT=(  i-+-fx) 
ppydi^+py  )•  I 
— OT),v/v)  = — 
h)xxdy:ppy<J(x-y  + 


xx.  — dpdy: 
gitur  /(  IL 

■ * 4- 

py))  cum 


arquale  efle  debeat  C T : y/y , fitque 
CT  = y/  ( LC*  4LT;)  = 
y/  (yydp'1*1  + xxdpHx' : p1)  — » 

y/  ( *•-  4-py  ) , erit,  divi- 

P 

dendo  utrinque  per  — — dp  :p ,/(( I 
+ bc  ) xxdy  :pyy/(  x!j y 4-  py  ))  = 

i*V(.*l+PY)fVy- 

(*)  Cum  fit  d s = </  x v/  ( x*  4* 
py)-x,  mutabitur  aequatio  f(  dsr 
y/y  ) = 2f( dy1 ; diy/y  ),  pag.1018. 
demonflrata  in  J ( dx  yj  ( xx  4-  py  ): 
xy/y)  = *P*f{yydx  : X y/  ( xxy  4- 

ppy'))- 


ARTI-  • 
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A R T I C U L.  V. 


No.  CIII. 


Demonjlratio  po ferioris  Anagrammatis 

Ephemer.  Parif.  ii  Aug.  1698  (a) 
inferti. 


eftf> g'  h'  i ,4 


cujus  hic  ejl  JenJus. 

• 

Tangens  linea  ex  infinitis  genere  iifdem  curvis  aquales  arcus  ab- 
fc  indent  is  ita  referitur . Duttis  per  datum  in  abfeindente  punclum 
una  ex  infinitis  > ejufque  tangente  & applicata ; fiat  , ut  exceffut 
hujus  tangentis  fupra  jummam  tertiorum  proportionalium  ad  elemenu 
ta  abfcijia  curva  & elementa  applicata  ad  ipfam  tangentem  ita 
fuhtangens  ad  quartam.  Denotabit  hac  portionem  axis  tangentibus 
utriujque  curva , abfeindentis  & abjcijsa , interceptam. 


Demonstratio. 


Curva  GM  [ Fig . t.J  abfeindit  ex  curvis  genere  iisfdem  AB» 
AC  aequales  arcus  AG  , AM : quatitur  ejus  tangens  ME  in  dato 
puntto  M. 


Sunto  FC — p 
BC  =dp 
AN^jc 
LG=dx 


NM  =y 
ML  = dy 
HG  =ds 
LH  = — : dz, 


NE  — q 
ND  — r 
DM=/ 


erit , ex  natura  curvarum  AB,  AC;  FC  [p] : BC  [dp~\  — N M 

Oooooo  J [q  J : 


( ’ ) N*.  LXXXVII.  pag .8j9. 


9 
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DE  CURVA  EX  INFINITIS  ALIIS 


N0.CIII.  (j"[  ;MH  = + [dy+dz~\-t  adcoquc  dy=z 

( vrp — pdz ) : pi  item  ML  [i/y]  : LG  [rf.v}  rr  MN  [7]:  NE  [7]. 
Hinc  fit  y d x \ q = dy  = (ydp  - — pdz):p,  atque  inde  dz= 
( qydp  — pydx ) : pq.  Sed  LH  [ dzj  : LG  [ dxj  — H N [7  ] : NP 
[ r J , unde  ydx : r~  dz  = ( qydp  — pydx ) : pq ; indeque  dx  = 
qrdp\  ( pr-f-pq ) i nec  non  LG  [dx J : GH  [ ds~\  =ND  [r  J : DH 
[ / J unde  rds  : t = dx  = qrdp ;(pr+pq)i  indeque  ds  = qtdpx 
(pr+pq).  Jam  vero»  fuppofita  HI  parallela  Se  aquali  ipfiPM; 
erit  DH  [/J  : HM  [ ydp: p ] = G H [ds  ] : G I [ y dpds  :p / ] , & 
pofica  GR  perpendiculari  fuper  HI , DH  [ / ] : HN  [y  ] = G I 
[ydpds:  pt~\:  IR  [yy  dpds:  ptt ] = [propter  y ‘ t = dz:  ds ] = 
dpdz1 : pds  = 1 H — G H = P M — GH.  Unde  f{dpdzS  ■. pds) 

= AP AG  = AP AM  = PM  r=ds  = qtdp  : (pr-f-pq)i 

&,  fa£ta  divifionc  per  conflantem  dp\p  , fit  f(dz‘  :ds)  =qt: 
( r + q)  feu  q = r/'{dzi : ds):  (/ — /(.dz1  :ds)),  & q + r = 
tr:(t — dz1 ; ds  )).  Q.  E.  D. 

Solutio  generalis  pro  quibufvis  aliis  curvis , qua 
per  communem  aquationem  parametro  va- 
riabili gaudentem  exprimuntur.  ( ‘ ) 

DifTerentictur  aquatio  harum  curvarum , tam  juxta  coordina- 
tas  x Si  y , quam  juxta  parametrum  p,  & emergat  fdx  +gdy  + 

hdpz rro.  Pofita  itaque  x conflante,  fiet  dy  [HM]  = hdp: 

g = ML  -f-  LH  = ML 4- dz ; unde  ML= — dz — hdp: g 
—y  dx:  q indeque  dz~  — hdp :g  — ydx : q =ydx : r . indeque 

dx— hqrdp : ( gry  +gqy)=rds:  t,  Sl  ds~ hqtdp : {gry 

gqy).  Sed  pofito  p conflante,  habebitur  </y[LH]  = — fdx:g, 
& LH*  —ffdx1 : gg , & GH1  = ( LH1  + GL1 ) = dx1  +ffdx 1 : 
gg.  Se  GH  = ds  = dx v' (ff  +gg ) :g.  Pofita  x Se  dx  conflante, 
differentientur  y/ (//+  gg):g.  firque  d ( y/ ( ff+gg ):g)  = mdy 
, +”dp 

(l)  Vide  Nf.  LXXVIII.  Notam  f,  pag.  752. 
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aquales  arcus  abscindente. 
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+ »dp  = [ quia  dy  ei ft  HM) — hntdp  \ g n d p \ quare  dds  leuNo.  CUI. 
PM  — GH  ~ — ( bmdpdx -\-gndpdx ):g  i adeoque  _/’((—  htndpdx 
-f- gndpdx}  -.g')  = AP — AG  = AP  — AM  =ds  = — hytdp: 
(gry+gff)i  ia&aquc  divifione  per  dp  , f{{g» — bm)dx:g)=i 

— byt:  (gry+gyy).  Unde  fit  ( q + r ) fcu  D E:=r  / r : (/  4-^-  * 

/((£»  — hm)  dx:g))  = [ propter  t:  rz=<J(ff+gg)  : g~]  t= 
hrry/^ff+gg):  (br  V (ff+gg)  +ggj/((g” — bm)dx)g)  = 

[ ob  y.r—dy.dx  ==/:  —g ] — hggyj  y/ (ff+gg ) r (—bgj/V Qf 

4 -g!  ) +ffggjf((g» hm)dx:g))  = gj:  f+ggy  f{{g» 

hm)  dx:g)  :{ h yj  (ff + gg  ) +fgf((  gn hm)  dx  :g))  = r + 

ggy  &c.  Unde  dempto  r,  erit  q= — ggyf&g»  — hm)dx\g) 
i(b^(ff+gg) fgftign  — bm)  dx  :g)). 


A R T I C U L.  VI. 

In  Superficie  Conoidis  ducere  lineam  omnium 
inter  eofdem  terminos  breviffimam.  (*) 

Sto  curva  quscunque  ABC  [ Fig.  3.  ] rotata  circa  AD , qua: 
gignat  Conoidcs  ABCFDA , in  cujus  fuperficic  ducenda  fit 
linea  bKH  inter  eofdem  terminos  breviflima.  Q F eft  arcus  pc- 
ripheria:  sequatoris ; ABC,  AKI,  AHF  tres  meridiani;  BN , 
KL  arculi  deferipti  a pundis  B & K.  Sunto  autem  B,  H,  C, 
I , F punda  dada , K pundum  indeterminatum  in  meridiano 
AKI , adeoque  BG  data , KP  indeterminata.  Sint 

CD  — ID  — FD^I  KP=LP  = £ I BK  = / 1 NK  —p 
BG=NG=/  |CI  = FI=/»|  KHr=i'  J Ui  — q 

O o o o o o 3 Hifc*- 

(»)  Vid.  N°.  LXXX.  Probi.  I.  pig.  7j5  feq. 
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DE  LINEA  BREVISSIMA 


No.  CIII.  Hifce  pofitii , propter  arcu*  fimiles  CI , BN  , fiet 

CD:CI  = BG:  BN  , pariter  ID : IF  = KP : KLi 

d : m=  g:(mg:d) 


4 : m = f : ( mf:  d ) 
unde 

BN1  ■+•  NKl ) =BK 

s/  ( m mff ; aa-\-  pp)  = s 


V^(  KL1  + LH1 ) — KH 

V (”""lgidd  + fi)=:v 


Unde  \/  ( mmff : dd  +pp  ) + y/  ( mmgg  \dd-\-qq)  = Minime.  Er- 
go differentiando  habetur  pdp:  j + mmgdg : ddv  -f  qdq : v = o. 
Sed,  propter  fummam  p+q  conftantcm , fit  dq — dpi  item- 
que  dg:  dp  — g:  t ( b ) , adeoque  dg  = gdp  : t ; unde  fubftituen- 
do  habebitur  pdp : s -J-  mmggdp : datv  — qdp : v ; clifo  dp  , p : s -J- 
mmgg  : ddtv q : v — o , vel  q : v p : s = mmgg : ddtv  , adeo- 
que d(g:  v)—mmgg- ddtv,  hoc  cft  d(atdx  : d 1 1 d x1  + 

x*djl ))  = x 'dy1  : at  {d  dt  t dxl  -f-  x*  dy1 ) [ ponendo  K P ~g 
—x , Q C =y , CI  = m = dy,KM  — dx,  unde  fit  q [LH  ] — 
tdx:xj,  hoc  cft  aattxddx  + aat  x dt  d x—  jaattdx1  -f-  x*  dy1. 
Pone  tdxz=zzdy  y erit  tddx  + dtdx  ~ dzdy , adeoque  aat.xdz.d-j  rr 
3 aazxdy * + x*dyl  , fcu  aaixdz , ~ 3 aazzdy  -|-  x*dj  — £ loco  dy  po- 
nendo tdx  : z ] $adtzdx-\-x*tdx:  z,  &,  multiplicando  per  z : 
aatXy  zdz-=  izzd x : x -\-x'dx:  aa.  Pone  z z =/ xm  +£ x* , 

XX 

fictquc  zz  =.  x* : dacc  — x* : aa  , unde  z = — yj  ( x x — c e), 

tandemque  dy  = [ tdz : z ] rr  actdx : xx  (x.v — cc ). 

Facilius  idem  obtinetur,  fi  NK  & LH  fupponantur  squales  , 
quarum  utraque  dicatur  p ; adeoque  B G & K P determinata:  , 
C 1 & 1 F vero  indeterminata:  , quarum  illa  fit  m , hac  n : hinc 
enim 

CD: 


( b ) Mirum  Auflprem  pervenifTe 
ad  conclufionem  legitimam  , per  hy- 
pnthefin  fallacem.  Non  enim  efle 
pmcft  dg.-  dp  =zg;  t , cum  fint 
d g 6i  p infinitefimales  ejusdem  or- 
dj.iis  , dp  vero  ordinis  inferioris. 


Sed  eft  dg:p=.g:t;  At  pofita 
dg  = pg:  t non  elideretur  dp.  Ve- 
ram tamen  e(Te  conclufionem 
actdx : xx  y/  ( xx  ——cc  ) ] ad  quam 
devenit  AuSor  , per  alterum,  qui  f«- 
quitur , modum  evincitur. 
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CD:CI  = BG.BN  & 

r mf 

a m — / : — 

J 4 

adeoquc 

^(B^  + NK^^BR  & 

V(  mmff-.44+j>p)-=zt 

Quare  sj  ( mmff : : 44  + yy)  ~ Minima , & 

differentiata  dibit  ffmd m-.  a 4 s +gg n d n: 44v  = o i unde  quia 
= — dm  [ propter  m + n = conft.  ] habebitur  ffm  : =; 

gg»  : 44v ; hoc  eft , unum  ffm : 4As  xquale  alteri  ffm  i adeo- 
que  ffm : aas  = conft.  Sed  quia  jam  antea  fedta  fuerant  BG  — 
f — x , QC  : — : x &c.  erit  BK  — f (mmff:  44  ) — . r — ■ 

*/(  xx</;‘  ••  **  + ttdx'  ••  xx) ; unde  ffm:s  = xxdy:^(  xxdy1 : aa 
+ ttdx 1 : xx  ) ==  4Xldy : ^ ( x*dyl  + 44ttdxz ) = conflanti  ‘=  4C  : 
hoc  eft  44X*dyx  = 44ccx*dyl  +4+ccttdxl , feu  (xxx‘ — 44ccx*)df 
•=. 4*ccttdx1  i feu  dyl  = 44ccttdx1  :(x* — <v*4)  , & dy=s 
4ctdx : xx  v'  ( xx — - cc  ) , ut  fupra. 


CONOIDICA. 
ID:  1F  = KP:KL 
4:  * — g • — 


iC2y 


No.  CJII. 


^(RIZ  + LH^KH 

sj  (nngg\44+fp')-=.v 


A R T I C U L.  VII. 

In  Superficie  Qoi\oidum , quae  nafcuntur  ex  cir- 
cumduflu  linea  refla  altero  extremo  in  pun- 
6I0  fublimi  quieficentis , fiuper  data  curva , du- 
cere lineam  brevijfimam  inter  data  duo  punfla. 

/Circumducatur  linea  refla  AC  [ Fig.  4.  ] , uno  fui  termino 
^ quiefeens  in  A , circa  datam  curvam  C D E,  gignens  hoc 
fuo  motu  fuperdeiem  conoidicam  A C D E , in  qua  data  fint  duo 

punita 
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DE  LINEA  BREVISSIMA 


No.  CIII.  punda  L & N : Quarritur  linea  LMN  breviflima  inter  punda 
L & N. 

Efto  AB  reda  plano  curva:  C D E » & ducantur  reda:  A L C , 
ANE;  fitque  AB=<*,BE=rx,  CE  = /,  critquc  A E = 
v'  ( AB1  4~  BE* ) =y/  ( 44  + xx) , cjufque  different.  EH=xdx: 
yj ( 44+  xx ) , & DH  — y/  ( DE1  — EH1  )rry/(^‘  — xxdx1 : 
( 44  + xx  ) ) = yj  ( *adsx  + xxds1 xxdx 1 ) : ^ ( 44+ xx ) [ prop- 

ter DE : EG  = FE : BE  > vel  ds  : dx=zt : x ] = dx  yj  ( “"  + ft 
— xx ) : y/  ( 44  + xx ). 

Ponatur  feorfim , centro  a dcfcriptns , radio  ac  = b , arcus  cir- 
culi cdh;  fitque  angulus  dah  = DAH.  erit  AD  [^(44 xx)]\ 

/fJtt 

DH  [ dx  J C j-  /r  — xx) : y/  (44+xx)]  = ad  [£] : dh  [bdx 


\/( l-tt  — xx):  ( aa+ xx )]. 

. XX 

Factis  ergo  B^,  B<T . Bi,  sequalibus  ipfis  BC,  BD,  BE  , appli- 
cetur indefinite  &<zr  = \bb  V,(~“  + — xx):  (44  + xx)  , erit 

fro-pt—  Scdori  arculari  adh;  idcoquc  totum  fpatium  ^-^Pt  = 
Sed.  circul.  ach.  Fiat  ergo  Sedor  ach  = (patio  cutvilinco  %-Jp t , 
& abfeindantur  in  radiis  ac,  ah  partes  al , an,  arquales  AL  , AN, 
juneanturque  reda  ln  , tum  rurlus  fiat  indefinite  Sedor  acd  = 
xfarf  , dudo  radio  ad  , fecantc  redam  In  ip  m , ac  abfeindatur, 
in  latere  conoidis  AD  , pars  AM=am  , erit  M pundum  in 
curva  qua-fita  LMN;  cum  enim  finguli  anguli  dah  sequentur 
fingulis  DAH,  arquatur  fumma  priorum,  id  eft,  angulus  cah, 
fumma:  angulorum  omnium  parvorum  comprehenforum  in  fu- 
pcrficic  conoidica  CAE.  Sedor  igitur  circumplicatus  fuperficici 
huic  congruet , fic  ut  pundum  1 cadat  fuper  L , n fuper  N , m 
fuper  M,  totaque  reda  lmn  fuper  LMN:  Eft  autem  illa  brevif- 
fima  & c.  Irgo  & h»c.  Q.  E.  D.  & I.  ( * ) 


(J)  Hujus  Solutionis  , quam  non  fatis  aperte  exponit  Au&or,  ratio 

haec 
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haec  eft.  Complanata  intelligatur  fu-  quibus  fubftitutis  , habemus  a d* : No,  CIII. 
perficiet  conoidica  ACDE  , hoc  eft  AD1  -f-  AK : EK  = dh  : *i  -f-  a d : 
explicata  k in  planum  cxtenfa  finga-  AE-f- AK  : DH  -f-  »>  : EK  = dh 
tur , atque  portio  vertici  A vicina  fit  i)-|-il:£K-(-ad:  AE-+-AK: 
fedor  ach  ; pofito  nempe  angulo  DH  =dh:  EK  4-ad : AE -f- AK: 
plano  cah  aequali  angulo  folido  co-  DH  =dh  : DH-f-AK:  EK-f-ad: 

Ttico  CAE.  Ergo,  fi  fumantur  al , AE  vel  A D;  unde,  demptis  com- 
an  , aequales  ipfis  AL  , AN , k du-  munibus , remanet  ad  : AD  — dh  : 
catur  1 n reda;  cum  haec  fit  in  liiper-  DH.  Sunt  igituY  fimiles  , vel  aequa- 
ficie  plana  fedoriscah  linea  brevif-  les  anguli  elementares  dah , DAH. 
fima,  erit  eadem  brevilfima  LMN  Iflorum  igitur  fumma,  auae  eft  an- 
in  fuperficie  conoidica  CAE.  Du-  gulus  conicus  CAE,  iliorum  fum- 
dis  itaque  AD  k ad , fic  ut  angulus  mae , hoc  eft , angulo  plano  cah  , ae- 
conicus  CAD  angulo  plano  cad  fit  quatur.  Quare  &c. 
aequalis , fumptaque  AM  — am , erit  Hsec  autem  methodus  in  cafu  fim- 
pundum  M in  linea  quaefita  LMN.  pliciffimo  coni  redi  locum  non  ha- 
Omne  igitur  negotium  huc  redit,  bet.  Nam  cum  fint  BC,  BD,  BE , 
ut  angulis  conicis  CAH , CAD  alii-  five  B% , B i , B » inter  fe  aequales  , 
gnentur  aequales  cah , cad  plani.  Id  curva  +»5  non  deferibitur,  k caden- 
vero  fic  conficitur  ab  Audore  no-  te  AK  fuper  AE,  EK  evanefeit,  fit- 
ftro,  Capiantur  Bjc  ,B>,  B«  aequales  que  infinita.  En  igitur  aliam  fo- 
ipfis  BC,  BD  , BE  , k demiffa  AK  lutionem  fuperiori  I* pe  fimplicio- 
normali  in  tangentem  EF  , fit  fem-  rem.  Cape  ■/% , aequales  arcubus 
per  tf  ad  J Bi , in  ratione  compofita  CD  , CE , fitque  femper  ad  J AK 
ex  duplicata  ipfiusad  [conftantisad  in  duplicata  ratione  ad  ad  AD,  fiat- 
libitum  aftumptae  ] ad  AD,  & er  fim-  que  f patio  «qualis  fedor  cah. 

plici  ipfius  AK  ad  EK,  fiatque  fe-  Dico  fadum.  Nam,  fi  fint  aqualia 
dor  cah  aequalis  fpatio  f t.  Dico  elementa  dah  & tf mi , feu  a d k > d li 
fadum.  Nam  fumtis  elementis  adh  , = «$x  « ),  erit  < f : J d h =a  d : « I 
tftri  fedoris  k fpatii  «qualibus  , ^rid^adxtl.  Sed}AK:«p  = 
feu  Jadxdh^ifXsi^erit  Jadx  AD1:  ad1.  Quare, ex  «quo eft  AK: 

dh : J B t x 1 i =;  • f xi  i : £ Btx  tl  d h A D1 : ad  x « E Verum,  ob 

tf.  J B t ad1 : AD:  + AK : lim.  tr.  EDH , EAK , eft  DH  : AK 

EK , [ per  hyp.  ].  Sedjadxdh:  = ED  vel  <) : AE  vel  AD.  Qua- 

jBiXi) dh  : ad : B«  = dh:  re  , iterum  ex  aequo , D H : d h : — • 

• >-f-ad:  AE -f- AE  : DE -J-DE  : AD  : ad;  unde  rurfus  conflat  aequa- 

BE.  Igitur  ad1 : AD1  -f-  AK  : EK  les  efie  angulos  elementares  DAH , 

dh  : « l-f-ad : AF.  -j-  AE : DE  dah,  atque  ideo  fummas  eorum 

4-  D £ : B E.  Atqui , ob  fim.  tr.  CAE,  cah. 

EDH,  EAK,  eft  AE : DE  =v  AK:  Exiflente  ACDE  cono  redo;  AK, 

DH  , k ob  fim.  tr.  EDG  , EBK  , AD  coincidunt,  funtque  conflantis 
eft  DE : B E = G E vel  • I : EK ; magnitudinis , fetus  nempe  coni. 

Jac.  Bernoulli  Opera.  P p p p p p Eft 
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„ iTT  Eft  igitur  %t  conflans,  dimidium  fcil.  cum  ede  debeat  cad  =»  >4*1  > cr’*  cd 

tertiae  proportionalis  ad  AD,  ad.  i - C D.  Vide  N*.  LXXX. 

Pone,  (implicitatis  gratia,  a d ==  Notaro  b,  pag.  799.  (q.  • 

A D , eritque  tf=.  J a d.  Igitur  , 


A R T I C U L.  VIII. 

r 


A na  ly fis  ejufdem  Problematis  alia  injlituta  me- 
thodo , non  fupponendo  fuperficiem  gibbam 
continue  complanari  pojje. 

t 

Sto  centro  A [ Fig.  5]  deferiptus  arcus  PQR.  Sunto  au- 
tem  punda  data  infinite  propinqua  L & N,  & GM  = 
HN.  Hinc  pofitis 

AB—  AP=</,  I3D  = ^ , AH  = m , P Q=p 

BC  =/,  AG  = / , GM  = HN— »,  QR— 
fiet  AP  : PQ==AL:  LG;  item  AQ:Q>R=AM:MH 


LM=  \Z(LG‘4-GM') \J ( llpp:  aa-\-nn) , & MN = y/ ( mmqq : 

llpp-\-ianri)  -}-  y/  {mmtjq-\-aann  ) 

a 


aa-\-nn).  Quare 
jus  differentialis  [ cxiflentibus  l,  m ,n,a  conflantibus] 


Minimo , cu- 
llpdp 


mm 


¥±_ 


\Kupp+**»») 
= 0;  hoc  cft,  quia  dp  = — rfy,  [propter 


j. 

• y/  ( mnujf]  •+-  aann  ) 
p + tj  — conii.  ] llp : s/  (llpp  + aann  ) = ( mmqq  -f-  aann  ) , 

hoc  cft  unum  llp : y/  (l  l pp  + aann)  squale  alteri  mmq : yj  {mmqq 
4 ~aann),  adeoque  llp:  y/Olpp  + **nn)—  conflanti.  Sit  jam 

porro 
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porro  BC  =f— x ,ST>  —dx , AL  — l=y,  flM  — n — Jy , No.  CII!.- 
& CF  — t;  erit  BC  [x]:  CF  [/]  = S D [d  x ] : D C[tdx  : x]; 
AC:=y/(AB2  + BC2)  — y^  + xx),  DT  [difF.  AC  ] — x.Vx: 

V/  ( **  + xx  ) . C T = <J(  DC 2 DI 1 ) = v/(  Udx' : xx — xxdx1 : 

( aa-\-xx))  = dx  y/  (tt:  xx x x : {aa xx))z=d  x ^ (axtt  + 

ttxx x*):xy/  (44  + xx ) , ac  tandem  AC  [ y/(na  +xx)J  : C T 

[dx  y/  ( 44tt-\-ttxx x+  ) : x ^ ( *<* -|- xx  ) ] = AP  [_*']:  PQ  [/>]; 

nnde  p—4dx\J  ( 44tt  + ttxx X*):  ( 44X  -{-  X*  ) = Z.dx-,4,  & llp: 

V C ttpp  +**"»)  =zyyzdx:y/  (yyzzdxl-\-4*dyl ) = coniianti  c ; 
hoc  eft  y*zzdx*  = ccyyzzdx1  -f-  4*ccdyx(^j£U  4*ccdyl  = (y*zz  — 

ecyyzz)  dxL , & 44cdy  =yzdx  yj  (yy cc ) , & 4cdy ; y y/  (yy cc) 

= zdx : 4 = xdx  yj  ( 44tt  -f-  ttxx  — x+ ) : ( 44x + x* ).  Longitudo 
line*  curv*  invenitur  eiTe  y/ [yy  — cc)  ( * ). 


C 0 N S T R U C T I O. 


Caeteris  politis  ut  in  priore  modo , nempe  a c = b , & leito- 
re  circuli  a c d — fp.  X'fo-S'  » fit  rclP  [ &£■  6~]  ®rcus  circuli  defcri- 
ptus  centro  a,  radio  ar===f:=rs  : per  punitum  s & afymptotis 
ar  j at , defcripta  fit  Hyperbola  fvw  j demittatur,  in  ar  perpendicu- 
laris qzv,  erit  zv=y=;am  = AM.  F.  (k). 


(•)  Eft  LM  = v'(LG!+GM:) 

Atqui  LG AL.  PQ:AP  = py.- 

*^=cdy  :y/(yy — cc),  quoniam  p = 
zdx : a = aedy -y  y/ (.yy —cc) ; Se 

GM  =dy.  Igitur  LM 

yy—cc 

+dy1)==ydy:y/(yy  — ce),  cu- 
jus integralis , feu  curvae  longitudo 
eft  y/  (yy  — cc). 

(k)  Cum  fit  aed; — 

/((  i bb  \J(44tt  ttxx  — x*) :(441 c-f- 
*'))>  fitque  arq : aed  = ar* : ac2«= 


cc:bb  , erit  feftor  arq=/((Jcr 
\/(aait-^-ttxx—- x*):  (aax+x'))  Se 
dividendo  per  J ar  — } c , arcus  rq= 
/((  cdx  y/  ( aatt-{-ttxx — x+  ) : 

**))  = udy  :y  y /(yy  —cc  ) = [ po- 

fno  y = cc : u ] cdu : y/  (cc — uu) 

* arcui , cujus  cofinus  eft  «.  Ergo 

a z cofinus  arcus  rq  , erit u.  Sed 

ex  Hyperbolat  fvvr  natura,  eft  zv  = 
arxrz:  az  =cc:  u=y.  Igitur  zv 
— AM. 


Pppppp  1 ARTI- 
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ARTICUL  IX. 


Questio 

Kum  T.laflrum  t rufum , fublata  fubito  vi  tendente,  eodem  tempore 
in  omnibm  fuis  partibus  in  rcttitudinem  fc  reffituat : an  vero  in 
aliis  partibus  citius , in  aliis  tardius  ? 

Resolu  ta. 


Efto  AEC  [ Tig.  7 ] curva  tenfionum  (*);  AB,  AF  vires  ten- 
dentes , BC,  FG  tcnGoncs;  hoc  cft,  fibra  dux  longitudinis  a vi 
AB  tendatur  per  BC,  & a vi  AF  per  FG.  Quarritur  quanto 
tempore  BC  & FG  reforbeantur.  Sit  MN  tempus  quo  tota  re- 
forbetur,  & PJf^  celeritas  quam  obtinet  fibra  cum  ad  DE  con- 
tratta  cft,  & TJf incrementum  celeritatis,  quod  ei  accedit  tem- 
pufculo  conflanti  RP  a vi  refidua  AD,  quam  obtinet  fibra  cum 
ad  D E contra&a  cft.  Exponetur  ergo  fibra  B C per  fpatium 
MNo  , & fibra  DE  per  fpatium  PNOjQ^{ 4 ).  Sit  itaque  D E vel 
PNOgj=  ap  & ADr=t,  MP—x , PJ£j=zy.  Hinc  quia  T^Jpfi 
AD  proportionatur , erit  ady  — tdx , nec  non  diffcrcntiale  (patii 
PNOQj  hoc  cft , — adp  — RJf  fcu  ydx.  Hinc  primo  fit  aydy  — 

atdp  , & yy~if{ — tdp),  & /( — *tdp  ) * id  cft 

^^proportionalis  radici  fpatii  CHKE. 

Sint  itaque  duar  fibra  B C & FG ; dividatur  utraque  [ hoc  eft 
AH,  AI]  in  atquales  numero  partes,  quarum  Kk,  Vv  fine  or- 
dine eadem  > du&aque  AGy,  fiat  yA  curva  fimilis  ipfi  GL.  Sic 

tcm- 


CO  Vide  Nos.  LVIII,  LXVI,  Sc 
CII. 

(k)  Eft  enim  fibrae  DE  lonritudo 
fpatium  percurrendum  , quoa  cyro 
fi  igulis  momentis  RP  fit  in  ratione 


compofita  ex  tempore  RP  & veloci- 
tate RS,  hoc  eft , cum  fit  ut  reftang. 
RPTS , erit  in  tempore  PN  ut  area 
FNOQ. 
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tempus  per  Kk  : tempus  per  Vv  = K k : Vv  [ = HK : IV  — No.  au. 
propter  fimilitudincm  figurarum  >HKL  & GIVL,  \/>HKL: 
VGIVL]+VGlVL:y'CHKE=v/VHKL:VCHK£  (c)  = mi- 
nus  ad  majus  , cum  curva  AEC  cft  concava  ; aut  majus  ad  minus, 
cura  curva  cft  convexa  verius  axem : & fimiliter  carcera:  particu- 
ke  fibra:  B C vel  citius , vel  tardius  reforbentur  particulis  fibr* 

FG  i unde  fcquitur , fi  ea  fit  tenfionum  natura , ut  tenfiones  crcf- 
cant  in  ratione  minore  quam  vires  tendentes , fibram  magis  ten* 
fam  citius  reditui  minus  tenfa  ( d ) ; £1  crefcant  tenfiones  in  rado* 
ne  majore  quam  vires , minus  tenfam  citius  reditui  ( e ) ; fi  dc- 
nique  crefcant  in  eadem , eodem  quocjue  tempore  omnes  fibras 
reditui  (r).  Unde  fcquitur,  arcum  citius  reditui  in  partibus  qua: 
majori  curvedinc  gaudent . fiquidem  certum  fit  experientia , ten- 
fiones crcfcere  in  minore  ratione  quam  vires  (*).  Hinc  ille  for- 
te tremulus  motus  in  extremitate  eladri  fefe  redituentis. 


aliter  & concinnius  ita  demonjlratur. 

Sit  celeritas  fibra:  B C , cum  ad  B M feu  DE  contra&a  ed , 
MX  =y  i abfumpta  fibra:  pars  CM  = x , & MN  =^=  dx ; ma- 
nente,-ut  fupra,  AD  — /,  erit  tcmpufculum  quo  elementum 
MN  abfumitur,  [quippe  in  radone  direda  elementi  & reciproca 
celeritatis]  dx:y.  Sit  porro  tcmpufculum  condans  dx : a , & hoc 
tempufculo  ablumtum  elementum  RT;  unde  cum  longitudines 

Pppp  p p 3 iildem 


(')  Hoc  ed,  tempus  per  Kk  ad 
tempus  per  Vv  , in  ratione  compo- 
fita  ex  direfta  fpatiorum  Sc  inverfa 
velocitatum.  Sunt  autem  fpatia 
Kk  : Vv  , ut  HK  : IV , propter  di- 
vifionem  proportionalem  , & HK : 
IV,  propter  fimil.  curv.  GL,  y\, 
funt  ut  y/ > HKL : GIVL.  Heec 

igitur  eft  ratio  fpatiorum.  Velocitates 
vero  odenfae  funt  ut  ^ C H K E : 


\/GIVL  ; quae  ratio  fi  invertatur  & 
cum  priori  componatur , nafcicur  ra- 
tio v^HKL:  v[CHKE. 

(*)  Tunc  enim  AGC  curva ver- 
fus  AB  concava  eft. 

(c)  Tunc  AGC  verfus  AB  con- 
vexa. 

(f)  Tunc  AGC  refta  eft , &co- 
incidunt  CHKE , yHKA. 

( • ) Vide  Num.  CII  , pag.  p8 1. 
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iifdem  celeritatibus  cmenfa:  fint  ut  tempora » erit  — : ^ = NM 

vel  QX : RT  = QS  : R S = dj : RS  [ ydj : 4 ] incrementum  ce- 
leritati additum  in  dato  tempulculo  , quod  incrementum  cum 
proportionari  debeat  vi  retrahenti , hoc  eft , tendenti  AD  [r] 
habebitur  ydy:  4 — tdx : 4 , adeoque  \yy  = ftdx , & y — f iftdx 
& dx:  y=dx : f iftdx , tempufculum  quo  elementum  NM  ab- 
forbetur;  quod  proin  dl  in  ratione  compofita  ex  directa  parti- 
culae NM,  & reciproca  radicis  fpatii  CHK.E,  ut  fupra  repertum; 
unde  ca:tera  fequuntur , ut  ibi. 

NB-  Si  tenfiones  viribus  tendentibus  fint  proportionales , id 
eft , fi  AEC  fit  linea  reda , fiat  centro  B , radio  BC , quadrans 
circuli  (B)  XP:  erit  MX  celeritas  fibra:  ad  BM  contradar,  it  ar- 
cus CX  tempus  contradioni  infumtum.  Nam  politis  ABzzrBC 
— -4 , erit  t = AD  = DE=BM  = BC  — CM=^  — x , 
unde  ttdx^=.iadx  — ixdx.it.  fitdx=.\4x — xx.it  y — 
y'  xftdx  = f (2 4 x — xx)=MX,  ex  natura  circuli  : unde 
tempufculum  quo  MN  ablumitur  dx : f iftdx  — dx:y/(i4x — 
xx ) = elemento  arcus  SX,  it  tempus  quo  tota  CM  abforbe- 
tur  =:CX.  Sequitur,  tempus  quo  prior  medietas  fibra:  BC  re- 
(orbetur  ede  duplum  ejus , quo  pofterior  ablumitur. 


ARTI-; 
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“ ' 1 No.  CIIL 

ARTICUL.  X. 

Demonf  ratio  Theorematis  de  radiorum  ofculi 
ufu  in  reducendis  fecundis  differentiis 
ad  primas. 

Theorema. 

R Adi  is  ofculorum  reciproca  retia  fuper  curva  in  retiam  extenja 
applicata  Jpatium  circu labile  efficiunt  (**  ). 

Demonstratio. 

Efto  curva  quavis  ABCD  [ Fig . 8],  cujus  axis  AI  vel  DF, 
abfcifla  AH,  vel  IH , vel  DE,  vel  FE  = x;  applicata  HC,  vci 
EC  = )/;  curva  AC  vel  DCr=rz;  radius  ofculi  BG,  vel  CO 
=/,  BKr=A,  CK=r  dj , BC  = <&..  Efto  etiam  quadrans  cir- 
culi PLQ , cujus  radii  LM  , LN  ipfis  GB , GC  ; PL  ipfi  AI, 
vel  DF  NR  ipfi  EH , & MO  ipfi  BK  parallela  ,•  ipfc  vero  ra- 
dius LM  fit  = 4,  abfcifla  LR  = w,  applicata  RN  — »,■  quibus 
pofitis,  habentur  primo  , ex  fimilitudinc  Triangulorum  BKC, 

MON,  & NRL,  fequentes  tres  analogia 

I.  BK[</x]:KC[4]=NR[»]:RL[>] 

II.  BK[dx]:  BC[dz]  = NR  [»]:NL[rf] 

III.  CK[dy]:  BC[^]=LR[w]:LN[4] 

Deinde  , ob  fimihtudinem  triangulorum  BGC  & MLN , ha- 
betur 

(*)  Vid.  Num.  LXVI,  pag.  (S^r; 


Digitized  by  Google 


No, 


1034  USUS  RADIORUM  OSCULIJ 

•CIII.  betur  BG  : BC  [dz J =zLM  ] : MN  [adz: , unde  JMN 
xML  = lc&ori  MLN  — \nndz:s\  totufque  adeo  fettor  PNL, 
vel  MLQ  =f(,*adz:  % /)s=  omn.  (**:  a/)  x.dz.  Quod  cft 
Theorema. 

Hoc  ut  utamur  in  reducendis  xquaiionibus  diffcrcntialibus  fe- 
cundi genens  , fiat  tertio 


LR:LN=NO:MN 

ndn 


m 


m 


NR:LN  = MO:MN 

. *dm  adz 
n : n dm  : zr:  — 

H J 


mdz 


unde  fiet< 


dn 

ndz 

dm 


Sed  per  Theoremata  , qua:  habentur  in  Afl.  Lipf.  1694.,'  pag. 
164  (*),  cft  quoque, 

- - dj dz 

dz'  dxdz . 

djddx  ddj 


pofita  conftante  dx  - - 
dz' 

1 ixddy 


. . mdz,  . ndz, 

. , = alterutri  — — vel 

)dydz ;*  dxdz'  dydz(  dn  dm 

dxddz  djddx.  ddx . 


e quorum  collatione  oritur 


ddj d ndz.1 : mdx 

ddj dmdz1 : ndx 

ddz dndjdz : mdx 

ddz dmdjdz : ndx 


ddx  — — : dn  d z : mdy 

ddx d mdz1 : n di 

ddz dndxdz : mdy 

ddz  = dmdxdz : ndy 


ddj  — — dndx  : m 

ddj dmdx  .•  n 

ddx • dndj  : m 

ddx  = dmdj  : n 


Jam  vero  , juxta  sequationena  propofitam  > quarratur  quoque 

valor 


(c)  Num.  LVIII » pag.  378. 
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valor  ipfius  ddx , ddy  vel  ddx. , & habebitur  nova  arquatio  con-  No.  CIII. 
ftans  cx  puris  differentialibus  primi  generis , c qua  porro  per  tres 
fuperiores  analogias  femper  bina  rurfum  elemcnra , vel  dx  & dy , 
vel  dx  & dz,  vel  dy  & dz  tolli  poliunt:  led  cavendum  ut  talia 
tollantur , quorum  integralia  in  arquatione  non  reperiuntur  : 11 
vero  nullius  elementi  intcgrale  reperiatur  > perinde  cft  quinam 
tollantur,  adeoque  res  variis  modis  confici  poccft;  atque  ita  tan- 
dem obtinebitur  xquatio  , in  qua  nonnili  una  harum  x , y , & z.  , 
cum  fua  diftcrcntiali  reperitur  , quique  femper  feparari  poliunt , 

(i  arquatio  nonnifi  duo  membra  habuerit  i & farpe  G plura , prop- 
ter m y/  ( aa  — nn) , vel  m = ^ {aa mm  ). 

Exempla. 

I.  In  Velari a [ Vid.  Ait.  Lipf.  1 691 , pag.  *o»  , & 1 69  f , pag- 
54 .6  (*  )]  pofita  dz.  conflante  , arquatio  cft  adzddx  =dy'  ; eli- 
minato ddx  , habetur  adzdmdy : n~dy' , hoc  cft , per  i & II  ana- 
logiam , aadm : mm  = dx , & fadla  integratione  aa  • m = x ( * ) , 
feu  m — aa:  x , &c  tandem , per  I analogiam  , dx : dy  = n:  m = 

a*  a a 

J (aa — mm)  : m = y/  (a  a ) . — «/( ** aa )?  a » 

XX  X 

und c dy  = adx:  ^ (xx — aa). 

II.  In  Rlaflica  [Vid.  Aii.  Lipf.  pag.  172  , & 1 695  > pag. 

538  (')]  aquatio  eft  a ‘s  = 'Iaai  hoc  cft,  deleto  s.  xndz : dm 
=i  aa , hoc  cft,  per  II  analogiam  , xdx  = J adm , 5c  xx~am , 
unde  m — xx:  a ; atque , per  1 analogiam  ,dx:dy  — n:m~yj(aa 

mm) : mm=z^(a*  —x*):xxi  quare  dy  ~ xxdx : f (a* — 

*+). 

Jac.  RerntuUi  Opera.  Q q q q q q III.  Iu 

(c)  N.  XLVIII,  pag.  485.  Not.  curvam  delignat  ac  </y==  adx:\/(xx 
e,  & LXVI , pag.  654.  a a)  abfeiflis  folum  ab  alia  ori- 

( * ) Aut  generalius , e aa  .-  m gine  computatis. 

' — x ; unde , deducitur  dy  =.  adx : (e)  N°.  L V I 1 1 , pag.  j8j) , & 

V’  ((c — x*) aa),  quae  eandem  LXVI,pag.  1. 
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III.  In  curva  lintei  , oftendi  poteft  perveniri  ad  dj  : d z 
I \x  xs , unde  fit  xdz,  = isdy  — [ deleto  / ] i ndj  dz:  dm , <cu 
xdm  = indy-=.  [ per  I analogiam  ] 2 mdx , adeoque  dm:  m=s 
idx : x unde  fit  m~xx:  a i adeoque,  per  I analogiam,  dx: 

X*  XX 

dj  — \J  (aa ):  — r =V(<*4 — x*):xxi  quare  dy  = xxdx: 

4 4 A 

y'  (4+  — x4),  eadem  cum  Elaftica. 

\ * 

- — 1 


ARTICUL.  XI. 

Tj4  dum  ACDEFGB  [ Fig.  9 J extremitatibus  Juis  A & B fufpen- 
* fum  ab  infinttis  potentiis  C , D , E , F , G , juxta  dtreftiones  quas- 
vis HC,  HD,  IE,  KF , LG  agentibus  extenditur,  guaritur  fili 
curvatura , ejus  direclio  media  LP , & vis , qua  fecundum  LP  im- 
pellitur ? 

Producatur  infima  fili  particula  AC  in  tangentem  AP,  ut  & 
reliquar  DE  , EF , FG  , GB  in  tangentes  E M , FN , G O , BP , 
qua;  fccent  AP  in  M,  N,  O,  P.  Juxta  MH  erit  diredtio  media 
portionis  ACDE  (•),  produdta  MH  & EI  concurrant  in  1 & 
jungatur  NI , erit  barc  dire&io  media  ACDEF.  Concurrant  NI 
& FK  in  K,  erit  jundfa  OK  diredtio  media  portionis  ACDEFG. 
Concurrant  OK  & GL  in  L , erit  junfta  PL  directio  media  por- 
tionis ACDEFGB. 

Et  H 1 K L eft  linea  mediarum  dirc&ionum  , quam  vidcl.  for- 
mant 

autem  direftio  tranfit  per  punftutn 
H;  hujus  vero  diredtio  per  punitum 
M.  Itaque  direftio  media , tam  ten- 
fionum  CA,  DE,  quam  poten- 
tiarum  HC,  HD,  eft  MH. 


f • ) Potentiis  H D , H C oppo- 
nuntur tenfiones  filorum  CA , DE  , 
Sc  cum  illis  funt  in  aequilibrio.  Ergo 
potentia  arquipollens  ipfis  HD,  HC, 
aequalis  eft  & oppofita  potentiae  ae- 
quipollenti  ipfis  CA,  DE,  Illius 
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raant  intcrfcdionibus  fuis  dire&ioncs  particulares  MH,  NI,  OK,  No.  CIH- 
PL , & patet  principium  ejus  H coinciderc  cum  principio  curvsc, 
quam  formarent  dirediones  potentiarum  CH,  DH,  EI,  FK,  GL, 
hoc  cft,  [in  linteo  a fluido  inflato,  ubi  dire&iones  ba:  linteo  per- 
pendiculares funt , ] cum  initio  evoluta:.  Sintque  OV , PT  arcus 
centris  L & G dderipti , & . 

AQ  = x , GQ=;,  AEG—/,  AW  — £ 
bR=dx  , GR  = dj  , F G ds  , QW b X V 

Radius  ofculi  in  G = z.  o 

Potentia  tendens  filum  in  pundloG=^ 

adeoque  potentia  tendens  univerfam  particulam  G F~ pds 


Sinus  totus  - - - - - — / 
Sinus  fili  BG  & direfhonis 
GL  -------  — f 


Sin.ang.  GPL^=m 
Sin.  ang.  APL=;  n 


Sin.ang.  GLP  —u 
Sin.  ang.PLOrr/ 


Firmitas  fili  in  A lemper  conftans=  44 

Vis  qua  filum  impellitur  per  dire&ionem  mediam  LP  = <ff 

Sin.  ang.  BGF  [ P G O ] : Sin.  ang.  LGF = pds : firmit.  fili  in  B 

d s ^ , prz, 

: r — pds : r — 

z,  4 

Firm.  fili  in  A : firm.  fili  in  B = Sin.  ang.BPL:  Sin.  ang.  APL 

prz, 

aa  ; — ■ m : » 

4 

unde  fit  4'n=tHprz.  /Eqjjatio  i*. 

Finn.fili  in  A:Potent.in  P=Sin.ang.BPL;Sin.ang.BPA[PGRvdOGR] 

4 d x 

44i  aq  = m : —r— 

7 

unde  fit  44dx  z=mqds,  AiQJf  atio  II*. 

Pot.  in  P ••  Pot.  in  G = Sin.  ang.  GL  O : Sin.  ang.  PLO 
*q  : pds  — * '•  * 

unde  fit  4qt=p»dst  £qOATio  III*. 

C^qqqq  s FR 
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No.  CIII. 


»038 


FR  [*]SFG  [<//]= AQ  [*]:  PG  [g]  & ^J=^[?a]:^~=YT, 

& , ob  fimilia  triangula  FGR;  POT,  eft 
FR:  FG~PT : PO  , Sin.tot.:  Sin.  ang.  OPV  = PO  : OV 

xds'  nxds' 


xds1  x ds* 


zJx'  ' dzJx1 


In  triangulo  L G P 

Sin.ang.GLPiSm.ang.LGP—PG:  PL,  Sin.tot.Sin.ang.PLO— PL:OV 

xds  rxds  _ rxds  nxds 1 

U r dx  ndx  * * t~  ndx  azdx' 

unde  fit  trzdx=nndsl  , iEqu  ATIO  IV*. 


Ex  Sinibus  angulorum  APL,  BPL,  nempe  m &e  x , reperi- 
tur  (k)  Sinus  anguli  compofiti  ex  ipfis , ABP  fcu  FGR,  id  eft, 
adx:  ds , unde  fit  msj ( aa  — nn)  + nsj  {44 — mm)  = 4 4dx: 
ds . Aqu  a TlO  V*. 

Similiter  crr&w  Sin.  ang.  BGL  & GPL  invenitur  Sinus 

differentiae  ipforum  GL  P fcu  #,  unde  fit  ry/ {4 4 — mm)  

m y/  ( aa — rr)z=.au,  jCqjjatio  VI*. 

Jam  habentur  fex  aequationes,  & quinque  tantum  littera  m,#, 
n , q , t iunt  eliminanda.  Poffet  haberi  natura  curva  ex  (olis  p 
& r , qua  ex  hypothefi  femper  dantur:  Sed,  quia  per  11“"  & 
III*“  aquationem  prima  aquatio  jam  determinatur,  hinc  illarum 
quinque  litterarum  non  nifi  quatuor  eliminari  poffunt , quin- 
ta vero  femper  ex  cognita  natura  curva  invenitur* 


(%)  Vid.  Nota  tumuit,  in  Cautes.  N*.  LXVII,  pag.  668. 


nempe 
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nempe  (*) 


m— 


A+d: > 


V ^"us‘-ia  prza rzzds 2) 
aprzdx 
~^(a*ds*-24  ‘przdyds  -k-ppmzds2) ' 


-=[po  f.przmaaf]= 


aadx 


No.CIII. 


V (aadil-u>j4ydi+.fjdii) 

*fd  x 

V (aadi—lnjdy  ds+- fjds1) 


■ * ^ / 

_<J(aidsl—2A  ‘przdyds*-  pprrzzds1) __*J(Aads-24fdyds+- ffds') 

*<t*  ~ ds 

..  -=fc4  'rdy^prrzdi — a 'dx^/faa—rr) -Ardv4-frds-adxi/(aa-rr) 

m~y/{^*dtx  — 2a  przdyds  -i— pprrzzds')  ' y/(*'dsx—2afdyds+-  ffds') 

u:m  = Kj[—];OL  e= — aax,is 

dx  ±4  'rdy=Pprrzds-A  'dx\J(4*-rr)  -ATdyr-Jrds-Aux^  Kaa-rr) 


Qqqqqq  3 


Ad 


(*)  iEquat.  f , m aa nn)  + 

rt^AA mm) Aadx.ds  , quadran- 

do & tranfpoiicndo  r dabit  2 mn^(a* 

A:m  — - A*n  -f-m  »■) a*dx- 

ds 1 a m 2 «V-f-aar»* , & qua- 

drando iterum  qa*m  n2 — ^A:m*nl 

4A1m:n+-\-^m*n*  = (A*dx  : ds1 

• — a;m2 a2n2)  -J ~^A  'm  n dx2:dsl 

4 a m'n'-  — 44  mzn*-{-^m*n* 

adeoque  , demptis  communibus  , 
(a*dx1:ds1 — 42m  —a'»1)2—  4A*m:nl 

4 «4ra  »:</x  .•<& 44  4m  nJ(i — 

dx2:ds  '■ ) -=  44  4m  n </x2) : ds2 

=44  m n’dy2:  ds1 , & radice  extra- 

fta  , A*dx  : dl2 42»!1 4'«*  

2a:mndx : ds  , vel , quia  ex  yEquat.I. 

n=przm:  a'  , aVxv  ds * 4 m' 

f2rz:m'  : 44‘  -=ifc  2przm2dy  ■ ads , 
unde  w»  —a’dx  .{a  ds  ±24  przdyds 
+P  r2Z2ds2),  vel  m-r=xA*dx‘  y/(4 ‘Jr1 
it  24  pridyds  -J-  />  r x.Mr‘ ). 

Et  q >0  lia  » e»  ALq'i»t.  1 , x 

/>rrw.-  4' , eft  n — Aprzdx:^[a6ds-  -t- 
2*>  przdyds  -J-  pxrV-ds'  ). 


Et , quia  vEquat.  2 dat  aq  — *'dx: 
mds , habebitur  44  ( Aidsl  -v- 

24  'przdyds  -f-plr'zIds1) : ads. 

Et,  fubftttuto  pro  jh  valore  ejus 
a*  dx:  \J  {a*  ds'  2a  przdyds  -f- 

/>‘rV</r1 ) , in  yEquat.  6,  r v/  ( a a 

mm) — mJ{AA—~?r)^=zatt,  prior  tet- 
minus  r v/(  44— — wrw  ) fit  r yY" aa  — 
4'  dx * ’ . 

A&ds2a±.2a>przdyds-f-pprrzzds'- 

r y/f  A%dsl a'dxl  =Sz  2as  przdyds  -f- 

OApprrzzds * (a6ds2^iz  2a  }przd\  d' 

+ p prrzzd fi)  = r y/( 

2 A'przdyds  AApprrzzds'):  ^'.  a'‘dsx 

it24  *przdyds-f-pf>rrzzdsl')==r(a*dy 
ztzaprzds) : ^(A^di2  2 a-przdyds  -j- 

pprrzzds • ) ; pofterior  vero  terminus 

eft  A*dx  j(aa rr  ) ••  ^ ( 46</y‘  '-t- 

2dprzdyds-\-pprrzzdsl).  Igitur  il!o- 
rum  fumma  divi'a  per  4 , quae  e(l  « 

•( aWdyzizprrzds -f-4  dx  ^44— 

rr  ) ) : \J  ( a^dy2  i±:2A'przdyds-f~ 
pprrzzds 1 


\ 
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No.  CIII.  Ad  inveniendam  porro  naturam  curvas , confiderandum  eft , efle 
[ NB.  /HCD  ,/HCA , &c.  defignant  finus  angulorum  HCD, 
HCA , &c.] 

Firm.fili  AC : fifra.fili  CD  =/HCD : /HCA^ 

Firm.fili CD : firm.fili  DE  =/HDE  :/HDC/  • 

Firm.fili  DE : firm.fili  E F= /IEF:/I  E D>  Ergo  componendo 
Firm.fili  E F : firm.fili  FG=/KFG  : /KFE\ 

Firm.fili  FG : firm.fili  GB  = / LGB  : f LGF  J 


Firm.fili  AC : firm.filiGB=/HCD , HDE  , IEF , &cc  : /HCA  , 

HDC,  IED,  &c. 

^ 1 * = Prod.  omn.  fin.  ang.  finiftr:  Prod.  omn. 

fin.  ang.  dextror. 


44 : 


=zr.  r.r.  &C. : r 4 


dss]  {44  — rr) 


. &c. 


Nara  [ Tig.  10]  BG  [4]:GV[/(rf* — rr)]  = BS[— ]:  ST 
ds  \J  {44  — rr)  - 


[ 


] , unde  ST  + TV » feu  SV , finus  anguli  SGL, 


feu  anguli  dextri  LGF  = r + <&/(**  — rr);z.  Igitur  Log. 
44  — Log.  ^ = fi  r — //  ( r+— - — — ) , atque  Log. 

z* 

Ad  reducendam  asquationem , fiant  duas  curvas  /&r , <Tp , tales 
ut , exiftente  A y = AG  , y@  fit  = TV  — -r  , & y $ = S V = 
r +ds  / {44  — rr):z,  adeoque  $i'  = ST=  ds  \j{44 — rr):  z. 
Ducantur  rcftse  /2i , «Tw  parallelas  A y > & fccantes  Logarithmicam 
m , in  » & 1 ; erit  A * — Log.  * 1 vel  y (3  , & A 9 = Log.  9 n vel 

><T , hoc  eft,  A x = /r>  & A0=/(r+  — — ),  & 0x, 

Z/ 

fisu 
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fcu  N = /(r+  ) — lr.  Sed , [ cx  natura  Logarith- N#-  CHI, 


CDlCa 


tj]:  ...  fco  /(,+ 


d'<J  (aa — rr) 


) — /r  = 


ddssj  (dd rr) 


r z. 


• Quare  Log.  F~  \p=JW 

, dsy/(dd — rr\  , ^dsy/{dd rr) 

= , & diffcrentian- 

**  T Z> 

do  prdz.+pzdr+rzdp— pds sj  (a* — rr)  (d),  feu  prz  = 
/fj, «i £?— ”>,  hoc 

* d 

cft , differentia  firmitudinum  fili  in  B & A , aqualis  fumma  ter- 
tiarum proportionalium  ad  GB,  GV,  & pds. 

Notandum,  fi  analyfis  inftituatur  refolvendo  pds  in  motum 
horizontalem  & verticalem  ( * ) , alia  prodeunt  aquationes ; om- 
nia enim  M inveniuntur  aquari  - Aprdj+pdx  </ {aa — rr))  & 


omnia  N , -J{prdx — pdy  y/(ad  — rr))  (f).  Unde  fit 


Vis 


(4)  Nara  differ.  Log.  ZU:  

u‘ 

d.J(prz: a»)  __ a.d( pn.) djftr 

prz.d'  prz 

j dr)<\/'  aa — rr) ads\J{a*  — rr) 

r z r z 

Quare  '•  J(  Prt) «hy/(dd rr> 

p>z  rz 

Vtl  d{  prz) ■ pds\J{a* rr). 

(e)  Q'.>  madmodum  faftura  eft 
N°.  XXXIX,  Not.  pag.  42$. 

(*  ) Eft  enim , Fer  prine  Mech., 
potemu  abfolnta  pds  ad  potem,  h >- 
(izomalcra , & verticalem , in  quo- 


vis curva  punfto , ut  finus  t®tus  a 
ad  ftnum  dc  cofinum  anguli  quem 

arehendit  dire&io  GL  potentiae 
Jtae  cum  linea  verticali.  Is  au- 
tem anguluseft  differentia  angulorum 
quos  capit  curvae  portiuncula  G B 
cum  diredtione  GL  & cum  verticali. 
Horum  angulorum  finus  funt  r,  dc 
ady.ds,  dc  differentia  eorum  finus 

eft  ( r \/'al — a'dy\-  ds 1 ) _ \f{d4 

ds 

— rr  ) : <1  ==  ( ar  y/{  ds'  — ■ di  * ) — 
ddy  y/{  da  — rr  ) ) : ads  =-  { idx  — 

dy  yd(  ad rr  ))  : ds , cofinus  \ ”0 

( 


O 
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No.  CUI.  Vis  in  G : Vim  in  A — N = Sin.APR:  Sin.RPG 

:aa — ~{ prdx—pdj\/ {44-rr))~  ds  : dy 

nec  noa.  Vis  in  G : Potentiam  M = Sin.APR:  Sin.APG 

\-JXprdy+pdx\/(4a — rr))  = ds  : dx 

Habemas  igitur  tres  arquationes , per  quarum  femper  Ungu- 
las quatfitum  invenire  licet , quanquam  plerumque  facilius  per 
unam  quam  per  aliam 

I.  prz  = a-^  — ^~f(prdx — pdj  { ( 44 — rr)) 

II.  prz  = <~fxf(Prdy + fdx  \J  (44 rr)) 

III.  prz  — a'  +{(pds  y'  ( 44 — rr)) 

Dcmonftratur  id  ita,  prz=4>+f(pds{(44 — rr;))  hoc  cft  . 
==  4'  +/(pds  \J {aa  — rr)) , vel  prdyds  = a' ddx  + ddxf(pds 

ddx 

aa rr))  , & prdyds  4-  pdxds  { (a a rr)  = 4 ' ddx  + ddx{  pds 

sj  (44 rr))+pdxds\ / ( 44 — rr),  & integrando  dsf(prdy-\~ 

pdx  \J (aa  — rr))  = 4>dx  4 dx  {{pds  \l(  44  — rr)) , vel  j^AprciJ 

+pdx{{4  4 — rr))—a'+{pds  {{44  — rr))  — prz.  Q. 

E.  D. 

Appii - 


( r -f'  (aa Aady' : ds1 ) \!(aa 

— rr  ))  • 4 = ( rdy-\-\/(dyl — ds') 

\/  ( 44 rr  ))  .•  ds ( rdy  4*  dx 

1/(44 rr)):  ds.  Igitur  Sin. 

tot.  4 : rd*  — dyyJ{44 rr)  _ 

d 1 


pds  ■ 

d 

potentiae  horizontali , & Sin.  tot. 

r dy  4-  dx  y/  ( a a rr  ) 

ds 

pds  . prJv+r,dxs/(aA rr)  _ pQ_ 

tentiae  verticali. 
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applicatio. 

I.  Si  r==at  quem  cafura  motu»  fluidorum  obfervat  (*),  ha- 
betur, per  tertiam  aquationem, 


No.  CIII. 


pz  = aa 
pdxds 


aa 


pz  = aa 

pd)ds 

« ■ . ' rf/f 

ddx 

pdyds  =1aadd*> 

dsfpdy aadx 

a*dxl—{dx1+dyl){fpdy)1 


ddy ' 

pdxds  — — aaddy 
dsfpdx  — aads  — aady 
aady—  aads  — dsfpdx 
**dy *=  ( aa — fpdx ) 1 x [dx'+dy' ) {*'—{Cpdy)')dx'-df{fpdy)\ 

(a* — ( aa—fpdx)l)dyl  = {aa—fpdx)'  dx1  ,y fyfpdj 

S—ifpdjY) 

{aa — fpdx)dx 

'VV—  {a a — -Jpdx)1)  Intelligimus  ubique  per  Jpdx, 

( 4a fpdx ) Jx  vc\fpdy , omnia pdx , aut pdy  per- 


d,= 

4= 


, — — — — tinentia  ad  partem  curvae  inferior 

f{iaafpdx—{fpdxy)  rcm  AG 


Sit  ex  gr.  Curva  lintei,  ubi  p=QW  = b — x = i/  , erit 

fpdx-= — fudv  -=\bb '7vv , unde,  pofito  aa^ibb.  erit 

dy  — {aa fpdx ) dx:  f { laafpdx {fpdx)1)— vvdv: 

\f  ( b 4 — v * ) , nempe  Elaftica. 

Sit  deinde  p = a , erit  fpdy  = ay  , unde  dx  — dyfpdy : \J {a* 

{/pdy)1)  = *ydy:  f {d* aayy)=ydy:\J  {aa yy),  & fa&a 

furamationc,  x = a* — f {aa — ^).feu  yy=iax — xx.undc 
conflat  curvam  quaefitam  clle  circulum. 

Quod  fi  p detur  per  plurcs  fimul  indeterminatas , ut  fi  fit/»  =s 
Jae.  Beraoulli  Opera.  Rrrrrr  ady1 


(*)  Quia,  nempe,  pre/Iio  fluidi  exercetur  fecundum  perpendicularem. 
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No.CIII.  ady1 : ds1 , quemadmodum  fit  in  Velaria  (h),  aquationes  repertte 

dy  = ( aa fpdx )dx:  y/  ( x aafpdx ( fpdx ) * ) & dx~  dyfpdy : 

f (a* — ( fydyf ) nihil  prodclle  polTunt : quare  anteriorum  ali- 
qua lumen  da , puta  pdyds  — aaddx  , hoc  cft,  (ady2 : ds1  )x.dydr=. 
aaddx  , fcu  dy'  : ~adsddx  , caquc  refolvatur  , ponendo  t dy  — 
adx , &c.  ( 1 ) ; unde  fit  dy==4dx : yj  ( xx  — aa) , nempe  Funi- 
cularia. 

II.  Si  ponatur  r-==.ady : ds , quem  cafum  obfervant  omnis  ge- 
neris Funicularia  , in  quibus  direftiones  ponderum  , tum  inter 
fe  , tum  axi  A W parallela  funt ; habetur , per  primam  Aqua- 
tionem , pzdy : ds  — aads : dy  ( k),  & per  tertiam  pzJy:  ds==aa 

fpdx  •,  unde  fit  aads  : dy  — aa -f-  fpdx  ; aads aady  -f-  dyfpdx  ; 

aads  = ( aa  -\-fpdx ) dy  ; a*ds*  x=.(aa-\-]pdx)2  dy1  i a*dx'  + a*dyl 

~(aa -\-fpdx  )l  dy1  j ((aa+fpdx)1 a*  ) dy2 —a+dx1 } & dy  — 

aadx : f ( 2 aafpdx  + ( fpdx  )2  ). 

Si  p detur  per  y , ponatur  adxz=.tdy , aadx 1 —ttdy1 , aads1— 
(aa-\-  tt)  dy1  ads  = dyf(aa-\-tt);  pdx  =ptdy.  a ; unde  loco 
aads  = aady  dy  fp  dx , habemus  ady  y/  (a  a + r t)  =aady-\- 

dyf{ptdy  : a ) ; a y/ ( aa-\-tt  ) — aa-\-f(ptdy : a ) ; atdt:  y/(  aa-\-tt) 
=ptdy : a ; aadt : f ( aa  -{-tt ) r=  pdy ; fp  dy  = f ( aadt : y/  ( aa  + 

, tt))  = feftori  hyperbolico,  cujus  applicata  t. 

Si  p detur  per  s , diflcrcntictur  aads : dy  = aa  + fpdx , habebi- 
tur 

yj  ( 44-f-M),  & integrando  x 

\J(aa  -f-  tt)  vel  xx aa ■ tt 

aadx':dy' , ac  tandem  d\l . aadx'  .* 

( x* aa  ) , vel  dy  — — adx : ^(  xx 

' ■ aa ). 

( k ) Evanefcit  enim  terminus 

f ( prdx pdy  yj(aa rr  )).  Nam 

yj(aa rr)  = y/ (aa aady1:  ds1) 

v-  V(ds' dy1 ) adx:  ds.  I- 

ds 

gitur  prdx pdy  y/(  aa rr  ) 

padydx:  ds padxdy:  ds  -r — 0. 


( k ) Vide  N\  XLVIII , Notam 
e > Pag-  44  ri 

(')  adx  ■ — tdy  dat  ads  

[*V(dx'  -f-  dy  )]  = dy  \J( aa+  st)  , 
cujus  differentiate  ddy  \J  ( aa-\-  tt) 
-f-  tdtdy  :\J( aa  -f -tt ) debet  efie  con- 
flans  , propter  ds  conflantem.  Ergo 

ddy  -= tdtdy : (aa- f-  tt)  & addx 

•L=  tddy-\-dtdy\  =. ttdtdy:  ( aa 

~\-tt)  -f-  dtdy  = aadtdy:(aa  -f -tt)  , 

atque  dy'  [ = adsddx ] adtdy *: 

sj( aa-\-tt) , vel  dy  [=.adx : t ] === 
ait:  sj  (aa-\-tt) , unde  fit  dx  tdt : 
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fur  — xadsddy : dy'—p dx ; ponatur  ady=tdt,  & invenietur  N-*  CIII. 

a^dt  :tt yj (44 tt)s=pds{}),  & fpds  = aaf  (44 tt):t; 

idcoquc  t— 4':  y/ (4*  + (fpds)')  & dy—aads:<J(S+(/pdsy)t 
qua:  eadem  cft  cum  figura  lintei  ABCD  [Fig.  10]  Vid.  N B. 
pagina:  1047.  Unde  fcquitur,  five  velum  la'itjdinis  ina-qualis 
BC  a vento  infletur , five  funis  gravetur  ponderibus  ipfis  BC  pro. 
portionalibus  ^curvaturam  utrinque  eandem  fore. 

III.  Si  p & r dantur  per  s,  habetur,  per  tertiam  Aquatio- 
nem, imivcrfolncr  prdyds:  ddx  —4'  +f(pds  f (44 — rr)).  Pone 

4dx  = tds  , 4ddx  —dtdsi  44dxl  = udi'  — ttdx1  4-  ttdy1  ; ( 44 

tt)  dx 1 = ttdy1  ; dy==dxy/(44 tt):t  — ds  y/(44  — //)•  4 , 

& dyds : ddx  ~dsf  ( 44  — tt):dt  unde  prdyds : ddx  — prds\J{ax 

tt) : dt  = 4'  -\-f(pdsy/{44 rr)),  tandemque  prds:  (*’4- 

fpds  f (44  — rr))  = dt  f ( 44  — tt ) j quare  t invenietur  per  s, 
indeque  & x -=zftds : 4 , & y ~ fds sj (44  — tt) : 4 per  /. 

Habita  natura  curva:,  habentur  & m,  h,  aq , u & GL,  per 
aquationes  pag.  1039. , nempe 

I.  Si  r=rf,  erit  (") 

R r r r r r 2 m vel 


( 1 ) Ex  ady  = tds , fluunt  4 ddy  = 

dtds,  Se  dx  — y/(dsl — dy' ) 

dsd(aa——tt):  4 ; quibus  /ubftitu- 

tis,arquatio aadsddy:  dy1  =pdx, 

mutatur  in  a'dt : tt=pds  yf  (aa 

tt)  : a,  vel  in  a*dt : tt  y/(aa 

tt)^pds. 

(")  Ubir  — a,e(\  pz  = aa  [pag. 
1043.]  <Sc  aaf  ==pri  = 4'  , atque 
/=  4.  Igitur  m vel  n,  quod  eft  ae- 
quale aadx  vel  afdx  divif.  per 
t/(  aa ds' — iafdyds -f- ffds1  ) [ pag. 

IO39.]  = aadx:y/  (2aads1 

2 aadyds)  = [ quia  aady  = aads  — 
dsfpdx,  ac  confequenter  aadx  = 
& d (.ztafpdx  — . (fp dx)1)]  — 


ds  \J(  zaufpdx ( fpdx)l):\J(2aads' 

2aads'-\-2ds'fpdx  ) — yj(2aafpdx 

(fpd*  )'  ) • y/zjpdx  = y/  ( aa  — 

'ifpdx  ). 

Vel  quoniam  aadx  = dsfpdy , Sc 

confequenter  aady  =zds  y/  (a* ■» 

(fp  d >•)'  ) , erit  m vc*  »=  [ aadx  : 

y/(  2 aads1 2 aadyds)  - — ~|  dsfpdy  : 

\/(2aadil—2ds:^(d*- (fpdy)))— 

fpdy  : \J(  2aa 2 y/(«4 ( fpdy)1)) 

=fpdy:  (y/(aa  +fpdy) y >(aa 

fpdy  ). 

Iifdem  pofitis  aq—a\J(aadi' — — 
2afdyds  -f-  ffds 1 ):  d s =4  d ( uaads' 

■ 2 aadyds  ):  ds  = f feribendo 

aads  —mjsfpdx  pro  aady  ] a\J(2aads' 

— :Wi‘ 
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CIIL  m vel  n = y/ (aa — i fpdx)  =2 fpdy.  (i/(aa+Jpdj) — yW fpdj)) 

aq  = a y/  ifpdx  = dyj(aa+ fpdy) af  ( aa fpdy ) 

u = f fpdx z=z\  f(aa+ fpdy) — (aa — Jp^j) 

GL  =aax:fpdx=aax:  (44  — i/ (4* — (fpdy  )* ). 

Firmitas  fili  in  B = aa 

II.  Si  r^z.ady:ds,  erit  (')  polito  nempe  fpdy=i((aadt : 
\f(aa  + tr))] 

m — 


2 a a d s1  -{-  2d  sfp  d x)  : ds  ^=r~. 
a y/  ( 2fpdx ) , vel , fcribendo  ds  <f( 4 * 

(fpdy)')  pro  a 4 dy , 4 q == 

4)/  ( 24  4 — 2\/(  4* — (fpdy  y ) — 
4\/(aa-ypdyJ 4 \J(  au fpdy). 

Sed  m , propter  /=  4 , & r 

— a,  ideoque  ^(aa rr)  = 0» 

reducitur  ad  ( a ady -{-  aads  ) : 

y/(2  4'ds1 2 aadydt) y/(aads  — 

aady)\\j2ds  , vel  pro  aady  fcribendo 

aads d ifpdx , ad  y/  'ffp  d x ; aut 

pro  aady  fcribendo  dssJ(a*—( fpdy)'), 
ad  y/  (i  aa  — J f(a* — ( fpdy )*)  = 
i )/(  44  -{-fpdy) j f(aa  __ fpdy  ). 

Et  GL.quod  eft  = aaxds:( — aady 
-{-aads)  i fiet,  [fi  fcribas  aads  — 
d ifpdx  pro  aady  ] = aax  : fpdx,  vel 

[ h fcribas  ds  \>(a* ( fpdy)1 ) pro 

aady  ] = aax  : ( aa \/  ( a*  — 

( fpdy )‘  )• 

( »)  Ubi  r = ady : ds  , evanefcit 
terminus  ultimus  ALq.  I.  pn  = a’ds: 

dy f(  prdx pdq  f(aa-rr). 

Vid.  Not.  k,  pag.  1044.  atque  ideo 
fit  aaf — - prx.  — • a'ds : dy.  Ergo 

/ ads : dy.  Igitur  y/  ( aads1  — ■ 

2afdyds-{-ffdsi  ) =^\J(aads\ — iaads*. 


«4-  aads*  ‘.dy1)  — \J(dsl dy1 ) 

dy 

adsdx : dy. 

Quo  pofito , m = [ aadx:\J(aadst 
&c.  ] — aadx  : ( adsdx:  dy  ) ~ ady  : 
ds.  Sed  [pag.  1044.  12 •]  habe- 

batur aads : dy  = aa  -{-  fpdx.  Ergo 
m = <«’:  (aa-{-fpdx)=  aa:  \f(aa-{-tt) 
quoniam  af(aa-{-tt)  = aa-\-fptdy:a 
= aa  -f-  fpdx. 

Verum  n — [ afdx.  \f(aads’~  &c.)] 
aadsdx:dy 

- — — a. 

adsdx:  dy 

Sed  aa [ a y/  ( aads : &c. ):  ds] 

aadsdx.dy  aadx  ,,  r , . 

- —ir2— 

(fpdx  y ) = [ quia  dx  : dy  = t:  a] 
at. 


Eli  autem  u=  — ardy  -f-  frds— 
adx\J(aa — rr)  divifum  per  \J(aads'- 
&c.).  Sed — ardy  = — aady1;ds> 

Sc  frds  — aads  &C  — adx  \J (aa • 

rr)=  — aadx1 : ds.  Horum  fumma 
eft  aa  (ds—  (dy1-{-dx1):  ds)  x^aa(ds 
— — ds)  = 0.  Igitur  m =•  O. 

Atqui  GL  = aaxds : ( — ardy  -f- 

frds adx  y/(  aa rr))  = aaxds : 

O==00. 

Firmitas  autem  fili  in  B , qua;  elt 

prz-i 
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t»  ==  -**  ■•( dd+fpdx)  =zdd:\/  (dd  + tt).  No.  CII I. 

n =d  =4 

d<j  = s/(  i ddfpJx+(Jpdx) 1 )=  dt 

M = O = O 

GL  — OQ  — 00 

Firmitas  fili  in  B = 44  + fpdx  = d \/  (dd  + tt) 

III.  Si  p it  r dantur  per  j (°),  erit  [pofito  videlicet  f=d+ 

fpdss/  (dd rr):dd  & dt:  s/(dd  — tt)=prdj;  ddf=ds ; * ] 

m =dti  sj {dd — iff(dd — tt)+ff) 

n —ft:</(dd ify/(dd tt)  +ff) 

*q  if sj(dd ) 

u = ( fr — r\]{dd tt) — t\J(dd — rr))-.\J(dd — ifJ(dd-~tt)f-ff) 

GL  = ddx:  (fr  — r \J(dd tt ) — t dd — rr  ) ) 


NB.  Si  linteum  fit  inatqualis  latitudinis  BC  [ Fig.  io],  ita 
quidem  ut  B C ad  longitudinem  A B relationem  datam  habeat 
quamcunque  ; ejus  a vento  inflati  curvatura  AG  lic  invenitur. 
Quia  potentia  P tendens  filum  in  pun&o  G componitur  ex  ra- 
tione fimplici  latitudinis  fili  BC,  feu^,  & duplicata  elementi  dy, 
erit  p =gdyl  ■■  di 1 (') , unde  pz.  =gzdy1 : di 1 = dd  (*>) ; gdYdy1: 
dyddxdi 1 = 44  C T ) » gdidj  = ddddx . dyfgdi  — dddx,  df  (fgdi)1 
=d*dx  . Frgo  (d*  -\-(fgdi)1 ) df  = d*dY  y unde  dy=.dddim. 
V^(  a*+^Jg^s  T)  y & dx  = dsfgdi  : f(d*+  (fgdi  Y ).  Ponatur  h b 
= + (fgdsY  ) > & invenietur  ( ’ ) m vel  n =*d'fgds : hf(ihb 

Rrrrrr  3 — 244), 


pn. : a = df Addi  : dy 4 4 

+fpdx  = a y/  (dd  + tt). 

(8)  In  aequationibus  pag.  1039., 
pro  dy  feribe  di  \J(aa — tt):*  , & pro 
dx , feribe  tds  : * [ Vide  pig.  IC4J. 
lin.  10  & 11.]  Habebis  aquationes 
quas  hie  afTeit  Nufter. 


(»)  Per  Notam  e , N\  XLVIII, 
Pag- 441-  . 

(^)Quia  r==4.  Vid.  pag. 
1043.  l'n-  2- 

( 1 ) Pofitis  nempe  dy  conflanti- 
bus , eft  z = di ’ : dyddx. 

(')  Propter  r=  4 eft  etiam/— 

a [ Not.  m ].  Igitur  m vel  >1 

dttdx  : \J  ( 2d»dr 2 dadyds ) ■ — • 

£ feri— 


/ 
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No.  CIII.  — lda  ) * ~ **  W ; h*  u = \J  {\h  h — \aa)\h  , 

& GL  = hhx  : ( hh rfrf  ). 

Notandum  hic  occurrit  f(dj:  fgJs)  = Max.,  & f(dxjgds)  = 
Max.  ( * ) Et  quia  firmitas  lintei  in  G fecundum  totam  latitudi- 
nem A3D  BC  accepti  elt  aequalis  firmitati  ejus  in  A fecundum  la- 
titudinem AD  •,  fcquitur  unius  fili  firmitatem  in  G , ad  unius  fili 
firmitatem  in  A efle  reciproce  ut  AD  ad  BC. 


£ feribendo  dsfgds:  hh  pro  d x , & 
a.tds  : hh  pro  dy  ] = a*  d s f g d s : hh 
^/(  2aads'  — 2a*dsi:  hh)  ==■  a’/gds : 
b\J{lhh — 2ad).  Et  aq  = asjip.  aads* 
2 a*dsx{  hh)  : di  — aa\J  ( 2 hh  — 

2 aa  ):  h.  Sed  u ( ardy  -|-  frds 

adx  \/(aa rr)  : \/(  2 aads 

2a*dsl:  hh  ) — - a*ds  : hh-\-  aads 

O ):  sj( 2 aads’ 2a*ds*:  hh) 

hh j ad):  h.  Atque  GL 

aaxds:  ( — ardy -{-frds  — adx  \f(aa 

— — rr  ) aaxds : ( — a*ds : hh  -f- 

aads  ) hhx  : ( hh aa  ). 

( ' ) Per  N‘.  XCIII  Tabellam  ; 
lir».  17.  curva  cujus  aequatio  eft  dy 
= qdt:^(aa-{-qq) , Maximum 


habet  fqdy,  quod  N°.XCVI,  Probi. 
II.  dcmonftratur.  Interpretemur  dt 
per  ds , St  q per  f*  fgds , St  curvae, 
quae  maximum  praebet  f(a'dy:fgds)’ 
vel  /( dy:  fgds ),  aequatio  eft  dy  = 
a 'ds  : f?ds  aads 

%/(“*+*  ■■( fgds)  l)~t/(*'-H’fgdt)  iy 
qualis  eft  curva  lintei  hic  exhibita. 
Interpretemur  rurfus  dy  per  dx,  dt 
per  ds.  St  q per fgds:a;8c  curvae, quae 
Maximum  habet  f ( dxfgds : a ) vel 
f (d  xfgd  s ) , aequatio  eft  dx  = 

dsfgds  : a ds  fgds 

y/{aa+(fgdsy-:aa)  }/{**+( fgds)1)* 

qualis  etiam  hic  occurrit. 


ARTI, 
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ARTICUL.-XII.  ’ 

JC  St&tiun  dy  — ayxmdx  + by  Vdi  nmUrum . filum  fu 
quadraturas ; hoc  eft  , feparare  in  illa  litttras  indctermina- 
tas  cum  fuit  diffcrcntialibus  a fi  iuvicsm.  ( * ) 

LEMMA. 

Pofito  Is  fignificarc  Iogarithmum  quantitatis  / ; & Nexi  quan- 
titatis c xt , fpcftata:  inftar  logarithmi , numerum  , erit  diff.  Next 
= cpxt - 1 Ncxt.dx. 

Nam  fit  s — NcxP,  erit  Is  — exi , & dls~[ds:  sz=z]rpxt-'dx, 
& ds  = [ dNcxt  — ] cpxt-  lsdx  — cpxt-'  *.  hexf.dx. 

ANALYSIS. 

Sit  jam  y = t.  Next , unde  dy  — Nexi,  dt+td Nexi AVvtde 

+ r/>/x/-‘.  Nexi  dxz=byr  x*  dx  + ayxmdx  = b^x'  ( Nexi )T dx  -f- 
atxm.  Nexi  dx.  Ponantur  membra  poftrcma  cptxt — Nexi,  dx  , & 
atxm.  Nexi,  dx  fe  deftrucre , ut  fiat  p = m -f-  i , & c = a : p ■=. 
a:  (m+  i ),  & reliqua  adatquentur  fibi  invicem , erit  Next.  dt  — 
btrxy.  { Nexty  d x i hoc  eft,  dt:  tr=bx ».  ( Next  dx batTe 

N(c.  (r — i )xt)dx~bx'’.  N ( ) dx  i Se  integrando 

=i=£ — * • (.r—i)t~*==f(ix\N(£^  xm*-w)dx)t  fcu  d= 

m+ 1 

(r — !)£/'-' — i=(r — i)/,—/(^*&c.),  fcu  (r  — 

(<? — &c.  ))  = i , fcu  #'-,=i:(r  — i )x(" — -f {lx*  Sec.))> 

fcu 

(’)  Conf,  N*.  LXXII,  pag.  73 x , & LXXVII,  pag.782. 
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N*.  CIIL  , . ' f“'  . , r,L  „ .,/*(»' — O - .v 

fcu  dcmquc  / = i:\/((r — i)*(£ — f(bx'.N( — —-J-x**-') 

•'  m -j-  i 

dx))t  adeoque  yr=z /x  N{  — x"*-1 ) = x"+-')  : 

' 1 W + 1 W-J-I 

y (r — I)  x{g—f{bx\  dx ) ). 

Aliter. 

J/  m & r=o  » ^ efl  y fi  ady  = ydx  + bxu  dx , & u 
numerus  integer. 

Fiat  y+bx"=t . feu  J — t — bx" , erit  ady  —*dt — abux"  ~'dx=  tdx 

hoc  dXyadt—  tdx-\-  abux " ~ldx 

Fiat  t+abux ' — s erit  adrzzads — aabu{u — i )xu  ~ldx=jdx 

• hoc  eft.  ads=sdx-\-aabu(u — i )x"~"  ldx 

Fiat  / \-allu  ( u — i )x"~t  = z-  - erit 

ads=adz — a'bu{u — I )(# — *)  x*  ~*dx=zdx 

hoc  cft,  adz  =zdx-\-a 1 bu{u 1 )(* — t)x"  ~*dx 

Fiat  z+a’ bu(u—  i x"~i—p  - - erit 

adz.  ^adp — a*bu(u  - 1 )(#-*)  (.U — J )x"~  *dx=pdx 
hoc  eft,  adp=pdx-\-a*  bu{u—  i)  {u — i){u — 3 )x"~*dx . 

<9 

hoc  eft,  fi  ponamus  « = 4,  adp=pdx  + 4.  3. 1.  \.a'bdx  , feu 
dx  = adp : (/4-4.3. 1.1. a*b  ). 

Sed  p—z+a'  bu(u— 1)(* — i)x"  -*  ^=s+albu(u — \)xu~i+.a'bu{u- 1 ) 
(u—i)x"—i—t-\-abux"'-1-\-a,’bu{u — i).v"“  x+a'bu(u — i)(*~  i)x" 

— y + bx" 4-  abux " buiu 1 bu[u 1 )(u — l)x“  * , 

adeoque  j =p  — bx"  • — a bu  x""~x — a*  b u(u  — 1 ) x"~" 1 

a'bu{u — i)(* — i)x *-*,  &c. — a?~'bu{u—i){u — i)...  a.  jcj 

& ira 
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& ita  fi  u = 4 , erit  7 = />  — b x*  — 4 ab  x*  — 3.4  a1  b x1  No.  CIIl. 
— ».3.4^.  (»;.  r • 

Aliter. 


Sit  J ' =/>  — ex— f **  — gx'  — hx'  . &c.  erit  [ady  ~]adp 

. aedx lafxdx — lagxxdx 4 ahx'dx  &c.  ~pdx exdx~fx'dx 

£x  dx  hx^dx  , &c.  +bx"dxz=[ydx-\-bxud> cj.  Ponantur  ita 

'di  = — *edx ixfxdx — -j  agxldx 4 ahx' dx  &c. 

— ydx  = . . . — p dx+cxdx  + fxldx+gx'dx  + hx*dx  &c. 
bx*dX=== hxJx 

Pofitoque  * = 4,  collatirque  terminis  fimilihm , h — b;g=  yjk 

— 4** » /=  jag  =■  3 . 4 a zb ; *=  i i.j.  44' b unde  erit  adp 
— pdx+aedx,  fcu  dxz=adp:(p+ac)i  atque  * =p  — 1.3.4 a'bx 

— 3.4  Sbx'  — 4abx'  — bx\ 


Nota  1 . Etiatnfi  nec  m , nec  r fit : — o , poteft  nihilominus 
arquado  ad  hanc  formulam  ady—ydx  + b x* dx  reduci  (e),  ad- 
coquc  per  pofteriorem  modum  rcfolvi  , hoc  modo.  Pone 


=t,  fiet  x*dx  = dt:  (I  +m).  & x»dx ■_  - 

_ I;  (i 

Pone  iterum  y=z. 
b(\ — r)  (« — m):(m+ 1) 


Pone  iterum  y=z. 1 • r\  & invenies  dz,=4— . — zdt  + 


i-H» 


1 

' dt.  qua;  cjufdcm  cft  formula;  cum  ady~ 


ydx+bx*dx;  quare  fi  (#  — m ) .•  ( m -f.  1 ) numerus  eft  inte-t 
ger  , &c. 


z*.  Omnis  arquatio  fimilis  huic  ady=yldx-\-f  xud v poteft 
reduci  ad  hanc  formulam  a dy —yydx +yrxHdx.  Sit  enim  y — 
th,  erit  dy  — bz^dx,  & y1  = zh  , & f=zhr  ; adeoque 

ahzf’~ldz,  = z.^dx  + x*  d x , fcu  adz~  \zhl-h*-'dx 

h 

Jd(.  BerntuUi  Opera.  Ssssss  +1 


(k)  Atque  hinc  fluit  conftruftio  N1.  LXXII,  pa e.  734. 
(O  Vide  N1.  LXXII  Notam  a,  pag.7jx 
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+ ■-  x,hr~  A-H  x"dx  i pofitoqnc  hq h-\-  I =*  i , ut  fit  h = 1 : 

(q  — 1 ) > fiet  adz:  (q  — 1 ) = zzdx  + z *)•/?- *> x“d x. 
Quare  fi  in  hac  ultima  feparari  polluat  indeterminata; , poterunt 
etiam  feparari  in  propofita  ( * ). 

3*.  Problema  ita  poteft  proponi  aliter  \_Fig.  1 1 ].  Data  qua. 
vis  curva  AB  [Ab],  feu  geometrica,  fcu  mechanica,  fcu  libera 
tantum  manu  formata  [non  tamen  linea  rc&a  , ut  Beaunius 
fupponit  in  Problemate  quod  C autesio  propofuit]  invenire 
lineam  CD  , cujus  applicata  DE  ed  fubtangentem  eam  habeat  ra- 
tionem quam  habet  conftans  quardam  ad  DB-  vel  Db.  («) 

40.  bi  fit  dy  = adx  -f -ydx : x + byydx : xx  + cy'dx\xl  -f-  cj*dx : 
x 4 &c.  Pofito  y — xz , erit  xdz  -f-  zdx  = adx + zdx  4-  bzzdx  + 
ii) dx  -J-  ez*dx  &C.  hoc  eft  dz  - — adx  ■ x bzzdx : x + czldx : x 
+ ez*d x.-x  &c. , hoc  eft  dz:  (a  + bzz  + cz*  + ez*  & c.)  = 
Jxn r (')• 

Pro - 


(4)  Vide  pag.  feq.  tentamen 
fblutionis  aequationis  dy=yydx-\~ 
x*dx,  quae  iflius  dy=yy  dx- 
y*x"dx  cafus  eft.  Non  potuit  autem 
aequatio  4 dy  T=.yldx-±-yrxPdx  redu- 
ci ad  praecedentem  ady ydx-\~ 

byxtdx.  Poni  enim  debuiflet  lq  — 
£-f-  1 — 1 , id  quod  dedirtet  h — o, 
& v 2* I.  • 

(*)  Vide  Num.  LXXII,  pag.731, 

(r)  Sit  a-(-  bzz  -f-rt'  -f-c  x4-f- 
&C.  = ( »+■  x).(£+-x).(>-t-x).  («+-x) 
Ac.  ,A  dx.x~  dz:  ( 4-^-£xx-^-rx, 
-t-*x+-l-  Ac.  ) reduci  poterit  ad  dx: 
x=*zAdz.  (»+- z)-\- Bdz:  (C-t-x.)  -f- 
Ctfx:(>-t-xH-E<fc.(«+-x)+-Jcc.atque 


integrando  , U"  -f-  Ix  = /*/(«+- x)  4~ 
Bl  ) 4-C7  ( y H — x ) -J-  E /(  • +- 

x ) Ac.  aut  4°x  = («4-x)'^. 
(C+-x)fi.(y+-x)C.(.-t-x)£.  Ac.  Ex- 
ponentium A\,  B,  C,E,  determina- 
tio non  eft  difficilis.  Sit  enim 


(•4- x).  (C-i-x).  (y-i-x)  .(»+-  x)  A c. 

AL+JL+—+JL+  » 

a-t-x  C+-x  y-t-x  »-t— x 
A multiplicando  per  «+-  x , erit . , . 


I ==  A+. 

(C-Kx  ).  ( y+ - x).  (t-rx  ) Ac. 

Bi Ac. 

ff-t-x  y*-x  »+-  x 
Finge  nunc  x=  — «>  ut  fit  o- 

e ri  t ; 
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Propofitio  principalis  aliter. 


No.  CIU« 


dj  = lfdx  + hx*dx.  Pone  J—pq.  erit  dj  = pdq  + qdp pqdx 

4-  bx“dx.  Vonc  pdq  ~ pqdx  . unde  dq : q =dx , & lq~x>t*.q  — 
Nx  ; unde  Nxdp  = qdp  = bx“dx  ; adeoque  dp  ■=  bxudx : Nx , & 
p=f(bxudx:  Nx)  , & J =pq  — Nx/( bxmdx : Nx ) (*). 


Tentamen  resolutionis  uEquationis 

dy  3=yydx+xudjc 


Fiat  j=pq,  erit  dj  =*pdq+q dp=plqld x + x" d x.  Pone 

pdq~p*qldx , erit  dq:  ql—pdx.  & i : q-=Jpdxi  q~ — I : 

fpdx  i ac dp : fpdx  = >?dx.  Pone  zzzzfpdx  ; d z =pdx  i dz: 

dx  = pi  ddz:  dx  = dp  ■, ddz:  zdx  — dp : fpdx  ■=.x*dx\ 

— ddz:  zz=x*dxl.  Si  generaliter  zrd  d z = x"dxl , fiat  hoc 

modo,  e d xm  j d z — ■ a m xm—  'dx  i d d z =(rf  m m 4 m) 

xu  ~xdx*  •,  ar  ( amm  — am)  xrm-+m ~l  dx1  — zrddz x"dxl . Ergo 

x—rm-\-m 1.  m=(u-\~l):  (r-f-  I ) i 4r+"(mm m ) 

1 . &c.  (h).  Si  fit  generaliter  zT  d z‘  ddz  = x"dx'  , erit 

ar+-J-+t  ( m’+-% m1-*1 ) xr,n+-fm*-m~”~l  dx'  — x?dx' . 

Pofito  z = Nx  , erit  ddz : z = dx *. 

S s s s s $ i Aliter. 


eritque  [ 


=] 


(C— «).  (y-«).  (•—<»)  &c.  A'  Et 

pariter, multiplicando  primam  aequa- 
tionem  per  Gi-z  , de  fingendo  ?. 

- - i 

— S,  invenies  — — - — 

(a-C).(y—C/.(l — S)  &C. 

H.  Sic.  Vide  quse  de  hoc  argu- 
mento fcripfere  Viri  Cl.  Leibni- 
tiuj,  Joh.  Bernoullius  , an  ACI. 


Erud.  1702.,  p-  210,  & 170J,  pag. 
Ij>.  feq.  atque  Moivreus  in  Mif- 
celL  Analyt.  Lib.  II. 

(*)  Vid.  N*.  LXXII,  pag. 733  , 
Nota  b. 

( h ) Sed  in  cafu  propofito , ubi 
zrdz=dz- = eft  r= 

1 ; adeoque  r-f-i  = 0 & m 

= (u  + 2):  ( r 4-  O = 00. 
Methodus  itaque  non  fuccedit. 
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aliter. 


Ponc^= — crit  [dj  =]dz:z(lz)l  = dx  ; (^)*  + 
W*  =[j)dx  + x*'dx] ; hoc  cft , dz  — zdx  4-  z ( Iz  Y x"dx  ( 1 ). 

Aliter. 


Pone  iterum  dz : z ~ dt  ( k ) , cric  dt  — dx-\-  ttxMdx. 

In  aequatione  dy  zrzyydx  4-  xxdx  . vel  ddz  : z =.  xxdx1 ; fl 

ponatur  z=i  — 4x*+bx*  — ex11  + exl‘ — fx le  &c.  inveni- 

X*  Jf1 1 

tur  J—  — dz:  zdx  — (4-“ JT*77  + 


3.4-7  8.I  i.i  i.i  S j 4.7.8. 1 1-1  *.l  16.19 


3.  4.  7.  8.  i* 


&c.  ):  ( + 1 — — 


3-47.8  3.4.7.8.11.1*  3.47. 8. ix. ia. i j.itf 


3-4 

&c.  ) , feu  y 


= 4-  * 


+ 


ix 


1 3* 


3 3*  7 3*7  » rT.7.7.ii 


&c.  ( 1 ) 


(l)  Sed  quo  ducat  haec  tranfmuta* 

tio , non  video. 

(k)  Vel  y — 1 :i,&yy  = 

l:  tt,  ac  dy  = dt : tt.  His  enim  fub- 
flitutis,  abit  aquatio  dy=yydx-\- 
xudx , in  hanc  dt  = dx  -J-  ttxudx. 

(i  ) Scmper  facile  eft  valorem  ip- 
fiusy  invenire  per  Seriem  infinitam; 
& hunc  in  finem  plures  dederunt  me- 
thodos Aualyflse.  V.gr.  quoniam  se- 
qua-ionis  dy —xxdx  integrale  efiet 
y = fvJ,  poney  — \x,-\~p,  & dy  = 
xxdx-\-dp,  atque  yy  = -f-  }px'-{~ 

pp\  quibus  fubflitutis, aequatio  dy 

yy  dx  -f-  xxdx  mutatur  in  d p . 

£ x*dx  jpx'd x -f-  pp  dx.  Pone 

p = -r-x7 4 - a , & fubftitutione 
t'  3-'7  -t-1» 


fafta  habebis  dq  = ~^-xlodx- f- 

3*-7 

J X ' *dx  -f-  J qX  'dx  -j qx7dx 

3 +-7  • y-1 

-f-  qqdx.  Pone  itaque  q = ; 2 x' 1 

4~  r &c.  Igitur 

— x7  4 - *l'  &c. 

3.7  3*-7-  11 

Alt  quaeritur  aequationis  Solutio 
in  terminis  finitis.  Eandem  , multo 
poft  fata  Auftoris , propofuit  Cei. 
Com.  R iccatus  , in  j4EI.  Lipf.  /upp. 
Tom.VIII.  pag.  72,  quaerens  a Geo- 
metris quomodo  in  aeq.  xmdq  = du 
4 'Uudx  q , dato  ad  libitum  expo- 
nente 
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nente  m , & fafto  q t=x«  , determi- 
nandus fit  valor  exponentis  7*,ut  fuc- 
cedat  indeterminatarum  feparatio  & 
aequationis  conftruAio  per  quadra- 
turas. Cui  refponfum  protinus  de- 
dit Cei.  Dati.  Bernoulli  , AII.  E- 
rud.  I72J  , pag.  $73.  Idem  quoque, 
monente  fratre  Nicolao  , animad- 
vertit non  feparabiles  folum , fed  & 
integrabiles  aut  faltem  ad  circuli 
vel  hyperbolae  quadraturam  efie  re- 
ducibiles  aequationes , in  cafibus  om- 
nibus in  quibus  feparabiles  funt  in- 
determinatae; id  quod  feliciter  quo- 
que effe&um  eft  a Cei.  Goldbatch. 
Vid.  Aci.  Acad.  Fetrop.  Tom.'I.  pag. 
i8y,  198.  Horum  inventa  huc  re- 
deunt. 

1.  Sit  aequatio  propofita  azmdz __ 

byyz1  1dz  =dy,  quae,  faciendo  y= 
x : b , & ab  = c c , mutabitur  in 

cczmdz xxzT’~~‘  ldz  = dx.  Pone 

x -- ■ - cc:  u , & ea  convertetur  in 

hanc  eczn  1 dz auz" dz  ~du  , 

quae  cum  priori  fimitis  omnino  fit, 

nifi  quod  m & n 1 tranfponun- 

tur  , concluditur  quod , fi  aliqua  re- 
latio inter  m & n 1 locum  det 

feparationi  indeterminatarum , rela- 
tio quae  nafeitur  feribendo  m pro 
n 1 & n 1 pro  m,  eidem  fe- 

parationi locum  dabit. 

2.  Pone  rurfus  PtF  -t-  cczf:  t, 

feu  xx  =PPz2P  2PcezP~*~1  ■■  r + 

t+t2?:  tt,  8c  dx  = P p z?  ldz  + 

*cqi3  1 dz:t—  ccz^dt : It  , fafta- 
que  fubfiitutione  habebis  cczmdz 

—PPz^^dz-l  Pcc  z*’-'-  *~'dz 


:t—c*z3**~n  1 dz.tt=fp ldz  No.  CllL 

-f-  ecqz^  ldz:  t cczldt : tt.  Sit 

— PPz2t*~n~ldz  - PpzP~ldz , 

& —2PcczP+-^n—ldz:t== 

ecqz ? ldz:  t,  & invenids  p = — », 

F = n,  &.  q~ — 2».  Unde,  fi  po- 
nas x = »t  n + ccz  'M ; t,  ae- 
quatio propofita  mutabitur  in  cczmdz 

c*z  * dz:  tt  = — ccz  2n dt: 

tt , aut,  dividendo  per  — ccz~2H:tt, 

in  ccz*"’1  ldz — ttzm^~2!‘dz dt. 

vel , faciendo  p, « f,  & 

* =:  m +-  2*  +-  I , in  c c z**  d z 

ttz  1dx. dt  , quae  propofitae 

eft  fimilis. 

3.  Quoniam  igitur  propofita  re- 

• ducibilis  eft,  quando  m » 1, 

erit  quoque  reducibilis  fi  p »— 1; 

hoc  eft  fi »* 1 — — m-f-  m,  aut 

fi  m — — 3 n 1. 

Ergo  etiam  fi  p - — 3 » _ 1 

hoc  eft  fi n 1 — 3(7»+ 

2»  1 ) 1 , aut  fi  m z — J n 

Et  pariter , fi  p = — \ t 1, 

hoc  eft , fi n 1 j (m 

+ 27»  + 1 ) 1 , aut  fi  77» — 1 — £ n 

1.  &c. 

Generatim  fi  m = — ( /+2  )n:p 

1 , polito  p numero  impari 

quocunque.. 

4.  Et  per  1 , tranfponendo  m 

& 7» 1 , reducibilis  etiam  eft  se-' 

quatio  , quando  n I ( p 

+2).  (pi+iVp 1 , hoc  eft  , quan- 
do m = pn  : ( p + 2 ) 1. 

S s s s s s 3 &r,- 


/ 


Digitized  by  Google 


CIII. 


,oj 6 SEPARATIO  INDETERMINATARUM 

y.  Reduftio  autem  ita  peragitur.  At  fi  cc  negativa  fit  quantitas , « 
p — i # n-l  < non  poteft  poni  conflans,  eflet  enim 

S.tecx  dt—xxt  dt  =/_c;hocefl,  imaginaria:  fcd 

— dx.  Pone  x =nz  +«■*■  -t,  aquatio  reducitur  ad  i n'P  Vx= 

& aequatio  reducetur  ad  ccx  pHp  dt 

(P  — 2>H:P-Idx.  = dt. 

-2  —(P-2)*-? 


</i.(ce-f-«0.feu x np 

/■  — *— = — X fefto- 

J cc-f-  ii  c’ 

rem  circuli  cujus  radius  e,  tangens*. 

Eft  igitur  i tangens  feftoris 

t *’*  fumpti  in  circulo  cujus 

Ponerurfus  *=£lZ4nx  ^P"$)n-P  radius  eft  c.  . 

p Ergo  qualiscunque  lit  e , erit  $ vel 

afp— *>-p.,  L...;r  conflans  8c—c,  vel  data  in  x per 

. . ' ’ quadraturam  circuli  vel  hyperbolae, 

que  rex  dx.— — 

. (f— 5);i.  p- 1 ^ perge  eo 


— 1 1 x 

Pone  igitur  t=J—^-nt 

-\~ccx.  2^np  :s,Sc  habebis 

ccx< P-2>'  f-Xdx-J^)n:p~ldx. 

<f*. 


Sed  * = «x  W -f-  «*" 


-2» 


rrx 


3,  t-?—2r  — (P 2)»:p 


it 

+ 


dem  modo,  donec  uterque  exponens 

primi  ac  fecundi  termini  fiat  _ n:p-i,  2(p 2 )n:p 

[ huc  tandem  deventurum  eft  mani*  ccl  * 

feflum,  quia  p impar;]  eritque  aequa-  £ t — P 4 ...  (P  V * -f. 


tio  ultima  «x 


h,-  p 


'dx. 


cct 


2 (p 4)»:P;r 


iit  ' P 1 dx.  = a/r.  In  qua  , fi 

cc  pofitiva  fit  quantitas  , poni  poteft  ' x Jn:»  M.p 

primo  i conflans  , atque  di=o  f 8ck  = nt  ^ + ccx  : * 

quo  fit  cc »»  = 0.  vel  i = c. 

Deinde  erit  P 1 dt  = AV  ( cc 

— «),feu— 


■2n 


Igitur  x =kx  -+-  ccx 
( £L2  „t-(p-2)n:p+fft-2(p-2)»:p . 

2 , A , ( £3  n,~<p—^i:P^<et~2^n:f> : 

==_  X feftorem  hyperbolae,  cujus  ' p n 

uterque  femi-axis  eft  c,  tangens  i,  ( P - - ^ -\~cc  &c. . 

Igitur  i vel  eft  conflans  = c,  vel  eft  P 

tangens  feftoris  arqual.-K  t n'P  ••••+1-”*- ~n  p+tci~iH*  •*)))) 

fumti  in  hyperbola  aequilatera  cujus  Qu®  fraftio  compofita  ad  fimplicem 
femi-axis  c/  facile  reducitur.  £ 
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Exemplum.  Sit  ccz  'dz 

— xxzrr^'dz=dx , ubi  />-=Jj 
erit  * — - 


nz 


ccz 


-2H 


— 1»  c«x“r’* 

**  + -i,  T^~tn 


fnz  ’ 


— } rtrz  1 n+ccz  r n)c(: 

(Jjntirz  \nc cz~~n 

rerz  ’ 

6.  Quod  fi  autem  aequatio  propo- 
fnafit  cn.—P*:(P+2)—'dz  — 
xxzn  1 dz—dx,  ponatur  flati m 
x=cc:y,  ut  fiat  ccz11  1 dz  — 


yyr—pn:(P+2)— 'dz^dy,  fcu.  No.  CIII. 
[faciendo  — pn:  (/>  + 2)=«] 

ccz  — (p+2)m:p  — 

yyzm  Idz  = dy,  quo  ipfo  ad  prio- 

rem formam  redufta  eft;  & erit  x== 

rc  :y  = cc : ( mz  m 4-  ccz  2m  : 

(P^mz—^—^PScc) 

P 

7 Denique  non  omittendum  Cel; 
EuLEEUMin  Adis  Acad.  Petrop. 

Tom.  VI,  pag.  2ji,  dedifle  aequa- 
tionis hujus  conftruftionem  univer- 
falem  , lingulari  quadam  Sc  fibi  pro- 
pria methodo  , fed  nimium  longa 
quam  ut  hic  inferi  poilit. 


A R T I C U L.  XIII. 

De  Celeritate  & Declinatione  [Derive] 

Navis. 

Olt  \_rig.  i )]  AC,  Navis  cujus  prora  diretta  in  D,-  AB,  Na- 
v-*  vis  cujus  prora  dirc&a  in  M;  AD,  dire&io  venti  , quern 
Veium  in  utraque  Nave  excipiat  ad  angulos  rc&os  > AF,  curfus 
navis  AB. 

Efto  Sinus  totus,  & fimul  celeritas  venti  = AD=r* 

Celeritas  navis  AC=AE=ji,  AL=/>  Longit.  navis  —g 

• — navis  AB  = AF  = * , A />/>)  Latitudo  — — h 

DcmilTa  ex  F in  A D perpendiculari  F G , erit  A G quantitas 

qua 


J 
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Wo.CIll.  qua  navis  AB  fc  fubducit  vento;  adeoque  GD  celeritas  reliqua 
in  navem  efficax  , uti  F.D— 4 — y , celeritas  venti  agens  in 
navem  AC. 

LEMMA  FUNDAMENTALE. 

In  maximis  Navium  celeritatibus , refidentise  aqua:  lunt  ut  vi- 
res quibus  Naves  impelluntur  in  eam  panem  c qua  ipfis  re- 
liditur ( * ). 

Relidentia:  autem  componuntur  ex  lateribus  Navium  aqua: 
occurrentibus,  & quadratis  celeritatum  Navium  in  illas  partes  ad 
quas  rcGduntur  ( b ). 

Vires  vero,  ex  quadratis  celeritatum  venti  in  Naves  agentium, 
& reciprocis  finubus  angulorum  venti  & plagarum  ad  quas  re- 
dditur. 

Jam  cum  celeritas  Navis  AB  fit  A F , erit  celeritas  illa  qua 
tendit  verfus  L=AH,  atque  illa  qua  tendit  verfus  M = AI. 
Unde , per  Lemm * praecedens , erit  [ vocando  quantitates  ut  fupra 
di&um  ] g:  h -f-  AH* : AI1  = GD*:  q , id  ed,  gAH*: 

bAI1  =p:  q,  fcu  AH  Vg:  A 1^/ h=z\/p:  <]q,  id  cd,  A H:  AI 
-'J{p'-0:  V(4:*)—Vpt>:)/lgi  adeoque  fi  p-.q  = h:g, 
erit  AH:  AI  =p:  q.  Unde  condat , fi  DA  in  direttum  ipfi 
B A diagonali  Navis , hoc  ed , fi  AM  : MD  = long.  Navis  : lati- 
tud.  Navis , lineam  AF  coinciderc  cum  ipfa  AD. 

Porro,  cum  inventum  fit  AH:  AI  = ph : <J  qg,  erit  A H‘ : 
AI1  =ph:  qg  & AF‘  [ AH1  +A11]  : AH1  =s ph+qg.ph.  & 
AF  [*]  .•  AH  =\/  (ph  + qg  ) • y/ pb  i unde  AH  =z.\/ ph  :<]{ph 
+qg).  Pariter  AF1 : All  =/>/;  -f- qg •' gq  & AF  [cj : Al  = >J{ph 
+qg)Aqgi  unde  Al  = z.*/qg:\/(ph+qg). 

Sed 

(•)  Sunt  enim  , in  cafu  velocita-  maxima  , contra  hypothefim. 
tum  maximarum,  refiftentiae  aequales  (*)  Sequitur  ex  principiis  Me- 
viribus  impellentibus.  Nam  fi  vis  chanicis.  Vid.  Num.LXVI,  pag.dyj, 
fuperaret  refiftentiam  , augeretur  & Nl.  LVI,  Nota  u , pag. 
navis  celeritas , atque  ideo  non  cflet 
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nt.m  r ^ i +« >]  =» SinuS  tOtUS  [*]:Si.  No. CHI. 

num  ang.  FAI  [V/W </*  + *)].  Hinc,  quia  Sinu,  anguli 

<JU0^UC  dacur » dabitur  quoque  Sinus  complementi  an- 
guli  reiidui  FAD,  quippe  qui  aquatur  fummas  reftanguli  fub  fi. 
nibus  rcftis  angulor.  DAM , FAI , &•  rcdanguli  fub  finibus  com- 
plementorum eorundem  diyifa*  per  radium  (*).  Invenietur  cr- 
goSmus  coraiilcmcmi  ang.  FAD^^+f^WC^-f- 
qg).  Unde  Sinus  totus  [a]:  Sinum  compl.  anguli  FAD  [ ( pJ ph 
S(f*+X)]=AF[*]  : AG  [(fljph+^Jqg); 

‘M  + qg)},  & GD[AD  — AGJ  ~(aa!/{phlqg)L. 

. 9W&)  ••  *V(ph  + qg ).  Quare  , per  Lemma  pramif- 
lum  , Lati t.  Navis  AC  [A]:  Latit.  Navis  AB[//1  + Quad.  cele- 

rif  r\/ ta trio  A i f «•>  1 . r\ 


* * jo  ' ' - f”  i — 75  / i m L/j>  noc  cu  jji 

^±~  — at  a—  ry.  9(W(p^+qg) pzs/ph qzylqg  ) * 

Ph+K  3) ^aaph  + aajg * Undc 

JJ  i £**==  m'  {a — y)z  {aay/(ph  + qg) — pzsj  ph — qzyjqg)'  ; 
cu  y . z\Jg  — (aa  ay  ) \ja ; aa  y/  (ph  -f -qg  ) — pzyj ph — qz*/qg  * 

VCy  : * = ( ** ' — ay  ) y/ag : aa  y/(ph  + qg  ) pzsjph qz  Ijqg  ; 

unde  « — aay  y/(  ph  -f-  qg)  -{{aa  — ay  ) y/ag  +pys/  ph  + qjy/qg ). 
Hinc  y:  z,  = (aa-~  ay)  y/ag  +pp  y/  ph  + qyy/qg:aay/  ( ph  + qg  ): 
Atqui , per  antea  dcmonftrata  ( * ) y = ay/m : ( y/r  + y/m  ) ; unde 
z ent  aa  y/  ( phm +qgm):  ( ay/agr  +p\Jphm  -f- gy/qgm  ).  Jam  in 
2 / /fe" /"  P-9=/>  -gy  reperitur  z = ay/m:(y/ggr:  y/ (gg 
) + a/,w)>  Unde  Paradoxum 

nuit,  quod  tum  Navis  AB  celeritas  maior  fit  per  AF,  quam  ip- 
fius  AC  per  AD  (').  r' 

Uno  etiam  fi  piq  = ih:gt  vel  p :q  < ih  :g,  erit*  > y. 

o.  Si  a = i ~m  ,^r  = ip  , g rrri  0 . h = 1 , erit  proxi- 
me z-.y  — 40 r ; 400  ( * ), 

Jac.  Ber naulii  Opera.  T 1 1 1 1 1 Additi» 

> SdTVTVrXVn  ’ pag- 66S'  <*)  .Vid  N*  LXXir  • P «g-  73*. 

Art  XVIII  VI’  ^ed  an‘to  ctk*d°  fep«r*0  potius  t: 
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Aliter  & evidentius  res  ita  concipitur  : Si  Navis  AB  move- 
tur per  A F , tantumdem  ed  , ac  fi  quiefeentem  Navem  aqua 
oblique  fecundum  redam  F A allueret  ; quo  pado  ejus  latera 
premit  vi  ex  lateribus  & quadratis  Sinuum  obliquitatis  compofi- 
ta  , ut  antea. 

THEOREMA  GENERALE. 

Sit  Figura  quarcunque  ABC  [ Fig.  14]  , ad  quam  allidat  obli- 
que fluidum  EB;  quarratur  BD  diredio  media,  per  quam  Fi- 
gura pod  impulfum  feratur  : critquc  hate  illa  fecundum  quam 
conatu  contrario  impelli  debet  Figura  , fi  motus  fit  fidendus. 
Igitur , reciproce , fi  Navis  ABC  impellatur  a vento  fecundum  re- 
dam DB , relidetur  ei  fecundum  BE , hoc  cd , fecundum  hanc 
feretur  Navis. 

E quo  principio  fupputari  poted  via  cujufvis  Figura;  in  Ruido 
oblique  irop\ilfa:.  Er.  gr.  fi  Navis  habeat  figuram  trianguli  ifof- 
cclis  ABC  [ Hg.  1 $ ] , cujus  prora  fit  A , & axis  \_U  quille ] AF, 
venti  diredio  AH  (*),  navis  via  AG;  funto  AD,  A E perpen- 
diculares ipfis  AB  , AC , & GD , GE  perpendiculares  ipfis  AD  , 
AE  , fcd  HI,  HL  parallela;  ipfis  A E,  AD.  Erit,  per  Lem- 
ma , AD2:  AE2— AI ; AL  = Sin.  ang.  HAL:  Sin.  ang.  HAI  ; 
hoc  cd , erit  Quadr.  Sin.  ang.  A G D [ compl.  G A D ] : Quadr. 


aoi : 200,  quam  proxime.  Nam 

= — = — & *.  = 
29  + 1 30 

1 x 


3pv/(I00:I0l)4-I  29X(200:20I)+-I 

„ 201  T . 

quam  prox.  = . Igitur  *. : y 

= 30x201:600  =6031:  6001 


= 603  : 600  quam  prox.  «=-  aot : 
200.  Diferimen  non  efl  magni  mo- 
menti. 

(•)  Per  direftionem  venti  hic 
non  intelligitur  linea  venti , fed  di- 
reftio  media  vis  motricis  velum  im^ 
pellentis. 
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Sin.  ang.  AGE  [compl.  GAE]=  Sin.  ang.  UAL:  Sin.  ang.No. 
H A I.  Hinc  fi  A H dirc&io  venti  in  dire&um  cft  ipfi  AI»  erit 
via  Navis  AG  in  dirc&um  ipfi  CA. 

REGULA  GENERALIS , 


Pro  declinatione  Navium  quarumvis  figurarum. 


Sit  BA6  [ Fig.  1 6]  Figura  quacunque,  axis  \_la  quille~\  A FI, 
aqua  dirc&io  CE  [•*]  angulum  cum  axe  confiitucns  GFP, 
curva  in  C [xj  perpendiculares  CM  [xf*].  Sunto  au- 
tem  AH  = Xj  H C: — y , AC  = /,  F P=a , GP=p+FQ 
= q = V(aa — pp).  Erit  GP  [/>]  : FG  [ q]  = CL  [dy  ] ••  EL 

[qdj:p]i  FD  = qdy : p dx,  & d—qdy.p dx.  CD  vel  x<T 

] : ED  vel  tS'  \_qdj:  pi±zdx\  — Sin.  ang.  CED  vel  xi<P  [^]  : 

Sin.  ang.  ECD  vel  *x<F  Rurfus , Quadr.  Sin.  tot: 

[aa~\:  Quadr.  Sin.  ang.  ECD  vel  ixcT  ] = CD  vel 

kS'  [d /] : vim  qua  CD  vel  x<T  premitur  ab  aqua  ad  perpendi-' 
culum  CM  vel  xf*  [ ~ +PP^fi_ j.  Rcprafentetur 


hac  vis  per  CM  aut  x*e,  & refolvatur  in  duas,  axi  perpendicu- 
larem CN  feu  *r  , & parallelam  NM  fcu  r f*  ; quo  fafto, 
erit  CD  vel  [i;]  : LD  vel  A^  [ d xj  = C M vel  x (* 
qqdj^ipqdjdx+ppdx'  CN  fcu  ^ qqdxdf-+=ipqdidx'+ppdx*  . 

*■  aads  L a adi1  ■** 

Item  CD  vel  x S'  \_ds~\\  CL  vel  xA  [<Q]  = CM  vel  ut* 
qqdy^ipqdxdy+ppdx1  NM  ^ ^ <jqdj'+ipqdxdyl+ppdxl  dj- 
aads  aads * -** 

unde  CN xt  — ^pqdx1dj : pads1  , & NM  + »/*  =(  tqqdfi-F ■ 

ippdxldj):  aads*  (»).  Repralcntentur  omnia  CN  — xr,  fcu 

Tttttt  a 4 pq 


(*]  Hoc  ratiocinium  noa  fine  limitatione  verum  eft.  Supponit  enim 

inte- 


No 
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m 

" CllI  4ff  per  AS,  5c  omnia  NM+fa  , feu  + 

aa J (h  r " dl 

per  ST  i erit  AT , per  ihtor.  praccd.  direflio  venti , 

a a J dsl 

qua:  cum  data  fit  > vocatur  AS:  ST  = *•■£;  unde  fiet  *•'£  = 

ili  fiL*  <iZ/£  + Ponatur 

a**  A m/ij  ds'  aaJ  ds 


aa'  ds1  da  ds 
&cf{dy':Js>)  = 


Apqm  iqqn*+-  ippm 
n , erit  a : i • — — 


AA 


A A 


— ipqm ; qqn 


ppm  \ ideoque  igmpq  ~ Anqq  4-  Ampp  , & fubfiituto  valore  ip- 

fius  q 1 tgtnp  yj  {aa pp  ) = a'n *HPP  + Ampp  ~ [ pofito  m 

»—  r ] a'n+arpp.  & quadrando  4 Aaggmmpp  — qggmmp* 

— A^nn+iA^nrpp  + AArrp*.  Hinc  (aarr  + 4ggmm)p*  = 

< B * AAAggmm 2 A*nr- 

( qAAgginm  — ia*nr)pp  — a nn  . & p — aarf  + ^~  PF 


ash» 


; pp  = ( laaggmm  — a^nr  d=  taagm  s/  ( ggmm 

Aarr  + q ggmm 

— aamn  ) ) .•  ( Aarr  + 4 ggmm ) & p=.a  y/ (iggmm  — aanr 
igm  y/  ( ggmm  — aamn)) : y/  ( aarr  + 4 ggmm  ). 


integram  Figuram  B A C impulfui 
aqua:  expolitam  efle  ex  utraque  par- 
te axis  AFI;  quod  faepius  non  con- 
tingit. Finge  enim  reftam  Qi*.  , 
quae  parallela  e(l  direftioni  aquae  , 
tangere  curvam  in  » ; folus  arcus 
Ax  ab  aqua  premetur  , reliqua  parte 
Cx  nullum  impetum  fuftinente;  dum 
ab  altera  parte  axis  , integer  arcus 
AB  impulfui  aquae  exponitur  : quo 
fit,  ut  abfeiflae  x & applicatae y non 
habeant  utrinque  eundem  valerem  J 


quippe  pro  ultima  x in  figura  IAB 
fumi  debet  AI;  fed  in  figura  I AC 
duntaxat  AH  ; quibus  refpondent 
ultimae  y , IB  & Hx.  Tali  igitur  in 

cafu  pro  CN x»  non  potell  feribi 

4 pqdx1dy  : a a ds1 , nec  ( 2 qqdy'  -f- 
2 ppdx'dy)  : aads1  pro  NM-J-rf*. 

Sed  pleniorem  & faciliorem  ma- 
teriae hujus  traftationem  vide  ire 
Joh.  BeRNOULLI  "Theoria  Manuari* 
nautica,  Gallice  feripta,  Cap.  IX. 
& /e??. 


A R T I- 
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No.  CIII. 

A R T I C U L.  XIV. 

Invenire  Curvam  quam  format  radius  lucis 
fer  aerem  , qui  inaequalis  dcnfitatis  eft, 
ad  oculum  nojlrum  delatus . 

Confer.  Nu*.  LXXV,  pag.  774. 


P Rimo  inveftigandom  qua  proportione  decrcfcat  verfus  fupe- 
riora  acris  denfitas.  Haec  autem  proportionalis  cft  ipfi  pon- 
deri , hoc  cft , quantitati  acris  incumbenti  : quare  fl  A C F [ fig. 
17  ] fit  aeris  altitudo,  AB  ejus  denfitas  in  loco  A , CD  in  loco 
C , &c.  erir,  utique  fpatium  ABEFA  aeris  pondus , leu  quan- 
titas incumbens  loco  A,  & C D E F C ejus  pondus  incumbens  lo- 
co C ( * ) j unde  A B : C D = ABEFA:  CDEFC’;  quae  cft 
proprietas  Logarithmics  *,  cujus  applicatae  AB,  CD,  NO  , &c. 
refpcttivc  proportionales  funt  arcis  ABEFA , CDEFC , NOEFN, 
&c. 

Jam  fi  IHG  curva  fit  radius  refra&us  , ejufque  aequales  par- 
ticulae infinite  parvae  IH,  HG : refringi  debet  radius  IH  in  H, 

Tttttt  j ex 


( •)  Si  enim  CN  fit  altitudo  co- 
lumnae aereae  infinite  parvae  , erit 
quantitas  aeris  illa  columna  con- 
tenti in  ratione  compofita  volumi- 
nis , five  altitudinis  CN  denfita- 
tis  CD  j hoc  eft  , ut  fpatium  infini- 
te parvum  C D O N C : per  confe- 
quens  tota  quantitas  aeris  loco  C in- 
cumbentis,ut  omnia  fpatia  CDONC, 
NOQPN,  ic.  id  eft , ut  area 
CDEFC.  ' 


(* ) Sit  AC  =x,  CD_=.t,  & 
fi  CD  [ z ] proportionalis  ponatur 
areae  CDEFC  ; hoc  eft  fi  ponatur 
CDEFC,erit  bdz  = CDONC 
— zdx.  Igitur  z = bdz  : d x , quae 
eft  aequatio  Logarithmicae , cujus 
fubtangens  — b.  Nam  bdz : dx 
dat  bdz.z  — dx  , & integrando  & = 
x.  Igitur  x [ A C 1 eft  logarithmus 
ipfius  z [CD  ]. 
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No.  CHI.  cx  iCgC  refractionis,  ita,  ut  finus  angulorum  incidentia:  & refra- 
ctionis HM,  GL,  reciproce  Gnt  ut  acris  denfitates  CD,  NO. 
Quare  MHxNO  — LGxCDj  unde  fi  CG—  y,  CD  = i, 
CN  — dx,  HG  vel  IH  — dsi  erit  zdy  — ads  conftanti  redan- 
gulo  i vel  pofito  g=adz:  dx  [ cx  natura  Logarithmica:  (k)  ] 
erit  dz : dx  = ds : dy  ; unde  cum  ds  femper  major  fit  quam  dj , 
curva  non  poteft  attolli  altius , quam  c regione  loci  ubi  d x inr 
cipit  fuperarc  dz  («)• 

Si  QP , ON , DC , non  denfitates , fcd  raritates  acris  fignifi- 
carent ; illa:  iftis  reciproce  proportionales  forent ; fed  eadem  fo- 
ret Logarithmica,  fitu  inverfo,  anguftior  infra  &c.  Sit  igitur  AF 
[ Fig.  1 8 ] Logarithmica , cujus  applicata:  AC , FG , &c.  repra:- 
fentant  acris  raritates  in  locis  C,  G,  5cc.  CG  ejus  afymptotos, 
AC  applicata  aqualis  fubtangenti  =<r,  CG  abfeifla  =*,  GH 
— y , F G = z.  Jam  quia  finus  angulorum  incidentia:  Sc  refra- 
ctionis funt  ut  acris  raritates , & ha:  ut  applicata:  Logarithmica: , 
erit  ratio  z ad  dy  conftans  =.a:ds  (d);  hoc  cft  , zx=ady  :ds. 
dz  — addyids,  proinde  z:  dz^=:  [ob  Logaritbm.  ==*•'  — 
dx  ] — dy:  ddy ; quare  addy=z — dxdy.  Ad  quam  arquationem 
conftruendam  , refumatur  zquatio  z — ady : ds , five  zds=zxdy, 
unde  a ady1  — zzds1  = zzdx 1 + zzdy1  = [ ob  zdx  = — adz] 
aadz1  + zzdy1 , five  aady1  ■ — zzdy 1 =aadz 1 , hinc  dy  — — adz: 

yj^aa 


( i>)  Potuiflet  poni  generalius  1= 
bdz  : dx  pro  aequatione  Logarith- 
mica: ; nam  non  necefle  eft , ut  ejus 
fubtangens  fit  squalis  quantitati  a , 
quae  in  aequatione  praecedente  *,  dy 
— ads  pro  conflante  adhibita  fuit. 
Hinc  fluit  Nota  fequens  c. 

(•)  Quamvis  ds  femper  major  fit 
quam  dy  , curva  tamen  poteft  attolli 
altius  quam  e regione  loci  ubi  dx 
incipit  fuperare  dt.  Nam  ex  compa- 
ratione aequationum  zdy  ad: , & 


z b dz:  dx , orietur  dz:  dx  = 
ads:  b dy  ; ubi  bdy  poteft  fuperare 
ads  , licet  ds  major  fit  quam  dy. 

( 4 ) Potuiflet  poni  generalius  z : 
dy  = b : ds  , ob  rationem  fimilem 
ei , quae  in  Nota  b allegatur ; fed 
nihilominus  eadem  fuiflet  oritura 
curva  refradionis  ; etiamfi  altius  at- 
tollatur quam  e regione  loci , ubi 
applicata  Logarithmicae  A C apqua- 
tur  fubtangenti  4 , ut  mox  videbi- 
tur. 
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y(4a=zz)  & ds  = adj  : z.  = — aadz:  z y'  ( aa  • — «s  ) (*),No.  CIII. 
quod  conftruitur  defcnbendo  centro  C , radio  C A , quadrantem 
circuli  AED,  & faciendo  GH=  arcui  circuli  A E;  prorfus  ut 
conftruitur  Pleudo  - Logarithmica  Leibnitiana  in  Actis  Lipf.  A. 

1693»  Pag'  M4»  [ N°.  L V I , pag.  J70]  adeo  ut  hx  dux  curvx 
4 ddx^zdy1 , & addj  ~ dxdy  fint  eadem  curva  (f  ). 

Corollarium  I. 

Si  ducatur  HL  parallela  CE,  tanget  curvam  (*). 

Corollarium  II. 


Si  fiat  EM  = EB,  CN  = CB,  MR  parallela  AN , erit  RS 
= curvx  CH  (»). 


(*)  Ex  comparatione  aequatio- 
num bdy  = zds  , & zdx  — — xdz, 
oritur  bbdy'  = zzdsl-=.zzdx'-\~ 
zzdy 1 — tadz'  + zzdy*  , live  ( bb 

zz)dy'  — aadz1.  Hinc  dy 

4 dz  :^(bb zz  ) , & ds 

Bdy  :z'=-  — a bdz  :z^(bb  — • «.) ; 
& conllruftio  curvae  talis  : Iit  c h 
tFig.  19  ] radius  refraftus  ad  altius 
Atmofphxrx  pundlum  c;  vocentur 
cg  = *>gh=.?>  fg  = t»ac=Aj 
AC  = 4.  Ad  quadrantem  circuli 
■aed  radio  ac  deferipti  , ducatur 
fb  e axi  DC  parallela  , fiatque  a c : 
AC  = arcus  a e : applic.  gh. 

Dico  autem , quod  fi  c g fit  =— 
• CG  , applicata  gh  futura  fit  = GH. 
Nam  fi  cg  = CG,  erit,  ex  natura 
Logarithmicae  , ac  [ ec  ] : fg  [bc]  — 
AC  [ EC  ] : FG  [BC  ] ; ergo  trian- 
gula ecb,  ECB  lunt  fimilia,  & ar- 
cus a e ^ AE  fi  miles , id  efl , ac : AC 


PRO- 

=ae:AE.=r  ae:  GH.  Sed,  excon- 
ftruftione , a c : AC a e : gh ; er- 

go gh=GH,  & curva  ch  eadem 
ac  curva  CH. 

(f  ) Quia  in  omni  curva  ds1 

dx'  -l~dy‘,  & [ polita  ds  conflante  J 

dxddx : dyddy,  live  ddx  — r 

■ dyddy.  dx;  hoc  valore  ipfius 

ddx  in  aquatione  addx  =4?  fub- 

ftituto  , erit a dy  d dy  ; dx  = 

dy',  & per dy.-  dx  dividendo 

dddy  — ■ — dxdy. 

( « ) Quia  d s ady : z , erit  ds: 

dy  = 4./  z = AC  [EC  ].FG  [BC]; 
ergo  angulus  GHL=  angulo  BCEs 
per  conlequensHL  parallela  ipfi  CE. 

Hinc  , quia  maxima  applicata  cur- 
vx CH  eli  aequalis  quadranti  AED 

reftae  CP  , dufta  ger  P axi  CG 

parallela  P Q erit  afymptotos  cur- 
vx CH. 

(*)  Refla  E R bifecat  angulum 

BEC. 
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PROBLEMA. 

Data  altitudine  aftrt  vera  & apparente  Ac  & AE;  eju/dem fnk 
alta  data  altitudine  Al  rcfrattionem  lo  invenire. 

SOLUTIO. 

• 

Dudlis  cf,  EF,  lh,  om,  parallelis  ipfi  CD;  fic  ut  nm  fit 
^rgF,  erit  lo  quantitas  qusefita  refra&ionis  j neque  ad  hanc 
inveniendam  opus  eft  curva  CH ; imo  nec  curva  AFj  dummo- 
do enim  fiat  Cb  : CB  =sCp:  Cq  , hoc  eft,  Sinus  complemen- 
torum arcuum  Ac,  AE,  Al,  Ao,  proportionales  ; plane  ut 
fipri  Colet,  ubi  acr  ubivis  cjufdcm  denfitatis  efie  fupponitur  (s). 


BEC.  Quia  enim  AC EC,  8c , 

per  conftruftionem  , CN=-CB, 
triangula  ACN  , ECB  funt  fimilia 
& aequalia  ; per  confequens  angulus 
ad  N redtus  ; & , ob  AN , RM  pa- 
rallelas, etiam  angulus  RME  eft  re- 
dtus , & quia  porro  fafta  eft  EM  = 
E B , erunt  triangula  reftangula 
E B R , E M R , communem  hypo- 
thenufam  ER  habentia,  etiam  fimi- 
lia  & aqualia  ; quamobrem  angulus 

BER angulo  M E R.  Jam  vero 

CN  [*.]:  CA  [4]  — CM  feu  CE  — 

EM  [ a ( a a zz)  ] : CR 

[44-4^^-tt)]<  Hine 

Z.  • 

RS  = /(CR  :d)  = 

t 

cujus  logarithmi  differentiate  inve- 
nietur a?quale  — aadz:  z</(aa-—za.) 
= elemento  curva?  ds  — ady  : z. 

A priori  invenitur  integrale  ele- 
menti curvae,  ponendo  \f(aa — zz) 


: — t ; unde zdz  = tdt ; — dz 

= tdt:z;  dz:z=tdt : zz 

tdt:(aa—tt)i  — dz\zs/(aa — zz) 

= dt : (aa tt  ) , vel uadz  : 

z\ /(  44 .tt,  ) — aadt  : ( a* tt) 

- } adt : (4  -f-  r)-f-  j adt‘.  (4  — r), 

& integrando  f ( — — aadz  :zy/(aa 
— zz)~  [quia  crefcentibus  logarith- 


z z 


( 1 ) Quae  hic  datur  hujus  Proble- 
matis folutio  non  eft  vera.  Supponit 
enim  Sinus  complementorum  altitu- 
dinis verae  & apparentis  effe  in 
conflanti  ratione  , quod  eft  falfum. 

Sit  [Fi?.  19  ] punftum  H aftrum 
radians  , O oculus  , HOV  angulus 
menfurans  veram  altitudinem  aftri 
fupra  horizontem  , ang.  TOV  : — r 
SCR  menfurans  altitudinem  appa- 

Tentem ; 
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rentem ; quorum  cofinus  [ pofito  fi- 
nu  toto  — AC  ] funt  O V x A C : 
HO  <5c  RC : polita  autem  HV  inva- 
riabili , <5c  V O variabili  reperietur 
ratio  inter  praedidas  quantitates 
R C <Sc  OV  x AC  : HO  variabilis. 

Si  enim  vocentur  AC  = 4=1, 
RC  = t,  H V = GP  = » , quae 
cum  , ex  hypothefi , ponatur  con- 
ftans  , erit  [ ex  nat.  Logarithm.  ] 
QP  [ RC  ] ad  FG  [ BC  ] in  ratione 
conflanti , puta  ut  I ad  m , unde  BC 
= mz , arcus  SD  = /(<&. : \/  ( 1 — 
))=  1 4. -f-  & r.'  + &c.  ar- 
cus ED  =/(Wt:  v/(  1 mmiL  )) 

+ 4-(Scc. 

Hinc  VO  = ES  = ED  — SD=; 
AS — • AE  = (m — 1 — - 

1)  *’+£(»»* — i)«S&HOt  — 


to6j 

HVl  + VO‘=jWi-}-((» — 1 )*  «•«■No  CIH 

+*(»—  «)(«■*— + 

TT  . OVlx  AC* 

U°de  ~ xu‘  1 : RC,=  ( w " 

0» — 0(«’— i)i44-  &c: 

nnzz  + ( m 1 + — , ) 

(m* &c.  =.  ( m 1 )« 4. 

7 (m— ij  z z 4,  &c : n n 4- 

(w— i)*tt4-J  («»— 

&c.  qute  utique  non  e(l  ratio  con- 
flans. Sed  etfi  non  HV  , fcd  HO 
diftantia  oculi  ab  aflro  , ponatur  in- 
variabilis,  reperietur  ratio  inter  OV 
x AC : HO  & RC  , live  [ ob  A C 
<5c  HO  conflantes  ] inter  O V [ ES] 

& RC  inconflans 5 quod  non  puto 
opus  habere  demonftratione. 


A R T I C U L.  XV. 

Invenire  veram  legem , fecundum  quam  aeids 
denfitas  decrefcit  in  altioribus  4tmofphera 
locis , & fimul  determinare  verum  aeris  at- 
mofpbterici  pondus. 

Urva  radii , prout  ia  procedenti  Articulo  inventa  fuit , fun- 
datur  in  hypothefi , quod  denfitates  acri*  fiat  ut  pondera  il- 
li incumbentia  : ha*c  vero  hypothefu  cum  , ob  rationem  quam 
jam  in  Traftatu  de  Grtv.  JEth.  pag.  97  , * attuli , prateife  vera 
'•  %At.  Bcrnoulli  Operd,  V u u u u ■ noo 

* Pag- 93  »94* 


Digitized  by  Google 


1>o58 


DE  ATMOSPHERvE  DENSITATE 


.CHI.  non  (It , fed  denfitas  major  ad  minorem  (It  in  ratione  tantilla  mi- 
nore , quam  pondera  ab  illis  fuftentabilia ; fequitur  etiam  pratdi- 
ftam  curvam  non  omnino  genuinam  efle.  Vera  hypothefis  eft , 
quod  A duo  Ant  acris  volumina  xqualia,  eorum  vires  elaftica:, 
adeoque  Sc  pondera  ab  iis  fuftentabilia , fint  in  ratione  compofi- 
ta  ex  directa  denAtatum  fcu  quantitatum  materiae  tcrrcftris , Sc  re* 
ciproca  quantitatum  materis  fubtilis  in  illis  voluminibus  conten- 
tarum : puta  A volumina  Ant  a 8c  a ,•  dcnAtates , feu  volumina 
a materia  tcrrcftri  occupata , b Sc  y ; volumina  a materia  fubtili 

occupata,  a £=*■,  Sc  a — y ; elateria  erunt  ut  ab bj  Se 

cy:  quare  A b Sc  y , qua:  denfitatcs  aens  AgniAcant  , repraefen- 
tentur  per  applicatas  curvx  alicujus  [ Fig.  20  ] , quibus  rcfpon» 
dent  abfciflx*  o Sc  x ; Sc  per  confcqucns  pondus  totius  aeris  rc- 
praefentetur  per  fpatium  hac  curva  contentum  , erit  [ quia  pon- 
dera incumbentia  funt  ut  elateria  ] ab  — by : cy  fpatium  fupra 
b , quod  vocetur /£.•  fpatium  fupra  y,  quod  vocetur  s ; hinc 

fbcy  fcy  . af(dy  , 

t==' — — — s.  Sc  diffcrcntiando  =xds 

ab  — by  a — y aa  — tay  +yy  0 

zsc  — ydx : poAtoquc  — ^ - — t , feu  — =y  , adeoque  dy  = 


aa  dt 


repentur 


aa+  lat+tt 

*3 


'Mi—  =fS±L=  hoc 


tft. 


aa iay+yy 

fc  dt  fc  dt 
\ - “T*  " » 

aa  at 


Constructio. 

Piat  Logarithmica  B G C ' [ Fi*,  ir],  cujus  afymptotos  AF 
baAs  AB  = ab  c , applicata  PG  = r (*);  tunc  abfeifla  AL 
bf.  a,  duttaque  B?L , demittatur  GH  parallela  afy  nptotar  fccans 
BL  in  I,  Sc  fiat  P M = H I , eritque  A M [=HG+HI 

(* ) Subtangens  hujus  Logarithaucx  debet  e(Te  z=,fc : a. 
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- f~fcdt  , r~fcdt  t\  ■ i /*  . . .No.  CIII. 

—J -77-+/  77  J =*•  Deinde  fiat  ut  a + t ad  4 . ita  / ad 

MN , qua:  erit  j. 

Quia  vero/ — jdx , id  cft,  fpatium  NDFM,  fivc  / . eft 
fcy  fct  , 

— = ~~~  • patet  decrefcentibus  aequabiliter  fpaciis , feu 

ponderibus  incumbentibus  furfum  vcrfus , feu  denique  altitudinibus 
mercurii  in  Barometro  , decrcfccrc  quoque  xquabiliter  ipfa  t , 
cum  f » c , & 4 fint  conflantes : unde  elevationes  locorum  ad 

datas  mercurii  altitudines  fic  habentur:  Pofita  — — t=:HB  = 


r dt 

z,  Icu  — — z=t , erit 
c 

cczdz  . c'zx.dz 


fcdt  fccdz  fc  cdz 

a t aab acz  4 ab~* 


cczdz  , czzdz  c*z'dz  . . — fcdt 

+“PP“  + 7^“+&c,)-  Hinc/— = [HG]  = 


fc.cz  cczz  c'z'  C+Z.+  - — fcdt 

T(^  + r^+77J5+^+&c-)  * &<*uia^ 


a a 


=/^=J^=HI>  'rit  *=am=hg+hi=^c^ 


cczz 

+ 77T1  + j a'b 


— -4-&c  ) 1 /*  /?  | 

,A,  + &C.  )+  , 7 x (4  + 4*+l4^  + 


+ &C.  ) 


54’** 

Si  denfitates  acris  ponderibus  incumbentibus  elTcnt  prateife  pro- 
portionales, hoc  ell,  fi  curva  END  eflet  Logarichmica , fieret 
z z m zz  z,’  - .z  xx.  z ’ 

xs=fx{-+-b+—+ji 7+&C.)  =/x(y+7a+p+ 

&c. ) quia  tum  £ ell  infinities  minor  4,  r vero  ipfi  4 atqualis  (k). 

V u u u u u 1 Quare 


( b)  In  hac  hypothefi,fpatia  a raa-  denfitatibus , id  ell , ab  — by : cy =» 

teria  fuhtili  occupata , id  eft , 4 b b : y,  quod  non  potert  efle,  mfi  b & y 

vel  c,  & 4 — y,  debent efle  in  ratio-  fint  infinities  minora  quam  4,  & per 
nerequalitatis.  ut  elateria  five  pon-  conftquens  4 = c. 
dera  incumbentia  fint  proportionalia 
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CIII,  Quare  pofita  gravitate  mercurii  ad  gravitaccm  acris  ut  10800  ad 
iT  five ut  500  pcd.  ad  1 poli,  fi  altitudo  mcrcuru  in  tubo  prope 
Terram  fit  pollicum  30,  erit  altitudo  aequipollcns  aeris  [qui  fit 
Ubique  denfitatis  b ] hoc  cft  /=  30  x*oo  ==  *70oo  pedum. 
Et  quia  t funt  proportionalia  ponderibus , feu  altitudinibus  mer- 
curii, dccrefeat  maxima  t,  'feu  ab:  e , per  intervalla  aqualia, 
pro  ratione  30  pollicum  mercurii  ; cruntque  ordine  ipla  / i 
' 30 ab  19 ab  i%ab  vjdb  . , _ 

k’— jof  * y*  ' 

&c.  adeoque  ipfa  o,  quibas,  v.loribu, 

in  duabus  aquationibus  fucceffive  fubftitutis , habetur  primo  x 

fi  (—  +-  4 - — 4 h &c.)  j deinde  x = 

— a ioc  30  2.30.30  3.30.30.30 

/£(  li  + i-4-—i_  4.  _8--— 4.  &c.),  hoc  cft,  [ quia 


,2 


SOf  ‘ 30  ’ 2.30.30  ‘ 3.30.30.30 

f ' fc . fc 


4-&c.)  j item  x 

3^.30.30.30 

4-  &c. ) ; qua:  Series  conflantur 


a ^ + X *.  1rf.30.3O  ‘ 

z_if.  *fc  + %fc 

}o  2rf.30.30”1"  3rf. 30.30. 30 
ex  terminis  progreflionis  harmonica:  f— , f— , f—  > &c.  & ter- 

r 0 24  3 * 4* 

minis  progreflionis  geometrica: , cujus  primus  terminus  cft  ratio 
differenti*  altitudinis  mercurii  maxim*  & dat*  ad  maximam. 
Unde  fcquentcs  fluunt  Tabui*  ( c ) , quibus  ex  data  altitudine 

mrreu- 


( • ) Hae  Tabui*  fine  feriebus 
per  Tabulas  Logarithmorum  con- 
flrui  poliunt.  Etenim  fi  fiat  ut  o. 
434294.3  [ fubtangens  Logarithmi- 
c*  Tabularis  ] ad /e  ••  rf  i ita  / ( * b : 
et  ) ad  numerum  quartum  ; erit  hic 

numerus  quartus  — f( fcdt.  at ) 

HG  , & quia  HI  =/( fedt'.  rfrf) 


■=.( fal-—f  et  ):** , 

AM=HG  -+-  HI  = 


erit  * = 

lc  .- 


rf  te 


0.42429414-^==^=  ^Uia 

pofito  numero  pollicum  ad  quem  al- 
titudo mercurii  afeendit  = m , efl 
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mercurii  cognofcitur  altitudo  loci ; prior  cft  Edmundt  Hallevi, 
qua;  denfitates  aeris  ponderibus  ftatuic  proportionales  ; altera  no- 
ftra , in  hypothefi  quod  c = loob , prout  in  Trattatu  dc  Cra- 
vit.  JEther.  circiter  reperi  * : hac  vero  Tabula  ex  altera  nullo 
qegotio  conficitur;  nam  dummodo  ex  altitudine  loci  Hallejana 
fubtrahatur  j 'sf[  fs/i  -kf,  &c.J  fiatque  ut  a ad  c ita  refiduum  ad 
numerum  addendum  ipfi  75/,  Cts/>  isft  &c.  ] erit  fumma  noftra 
loci  altitudo  in  eadem  mercurii  altitudine  {*). 


t — mab.^oc^^Sxl^:  0.4342945 
a m 

4”  (30 — • ni)  fb:  30  a.  In  hypo- 
thefi ver»  denfitatum  ponderibus 

proportionalium  \ ubi  a c , & b 

infinities  minor  quam  4,  erit  < 

/l  ~ : 0.4342945 ; & pofita  altitu- 

m 

dine  /=  27000  pedibus , ut  fupra , 
erit/-  0.4342945==  1:0.000016085; 
unde  talis  exfurgit  regula  pro  Ta- 
bula Halleyana  : Differentia  Lo- 
garithmorum  maxima  & datae  al- 
titudinis mercurii , dividatur  per  nu- 
merum 0.000016085,  quotiens  mon- 
flrabit  numerum  pedum  quaefitae  al- 
titudini loci  refpondentem. 


( * ) Si  enim  ex  altitudine  Haltr- 

yana  fl  12 : O.4342945  fubtrahatur 

m 

( 30 — w)/:  30,  & refiduum  mul- 
tiplicetur per  c.-  a , proveniet  -tf 

4 

1 15;  O.4342945 ( 30 m)ft: 

30«;  cui  fi  addatur  ( 30 m) /; 

30,  habebitur  -Lc  /19:  0.4342945 

4 m 

-j-  ( 30  4 30  c m4  4-  mc  ) /: 

30  a = [ ob  4 c = b ]-Lf  l 12  .• 

1 4 m 

O.  4342945  4- ( 30 m)fb:  304 

altitudini  quxfitae. 


Vuuouu  3 


Ahitu- 


No.  CIII. 
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Altitudo  mercurii . Pollice».  Alt.  loci.  Pede». 

Pedet. 

30 

- 0 

- - - 0 

19 

- 9 1 J 

- - * 9*J 

28  - - 

- I 863 

- - -I862 

27 

- 2845 

- - 2843 

16  - - 

- 3864 

- - 3861 

»5 

- 4923 

- - 4918 

20 

- 10947 

- - 10928 

IJ 

- 187*1 

- - 18663 

IO 

- 19661 

- - »9547, 

J - " 

- 48378 

- 48*22 

I 

-51831 

- - 91180 

O.  J - - 

1*0547 

- - 10971J 

0,2  5 - - 

1 29262 

- - 128247 

O,  I - - 

r 54000 

- - IJ274» 

O,  0 I - - 

216169 

• - 214296 

0,001  - ■ 

»783  3 8 

- * »75849 

Ex  data  altitudine  loci  x,  invenitur  altitudo 

mercurii, 

feuy  in  Loga- 

rithraica,  per  hanc  Icriemy  =:£ * — *—j-A — 

J zJl  * 

&c.  (e) 


bx' 


\ r *-j.4 r 

At  in  hypotheli  noftra  altitudo  mercurii  difficilius  ad 

Seriem 


(*)  Senfus  non  eft  altitudinem 
mercurii , quam  vocavimus  m , elTe 
«qualem  applicatas  y in  Logarithmi- 
ca , live  Seriei  b — — bx:  f-\-  bxx  : 
2// bx,:6f,-j-8c  c.  fed  ope  hu- 

jus Seriei  inveniri  pofie  altitudinem 
m.  Quippe  tna  b:  jOr  = / — ay  ; 

( a y ) , unde  m—  JOry  : (ab — 

by)  j in  hypotheli  vero  Halleyana, 
ubi  a =c  , at  b & y infinities  mi- 
nor quam  a aut  c , eft  = t = 

y , live  m = 30 y : b i id  eft  m — 


30  ( I — — x:  /-f-  xl : 2 f'  — x1  f 
6fl  -f-  x* : 24/*  — &c. ).  Ipfa  ve- 
ro Series  fic  facile  invenitur : Relu- 

matur  aequatio  generalis  — ydx 

fcdt : a , quae  in  hypotheli  Halleya- 
na degenerat  in  hanc  T'5  mbdx  - — . 
jS/ idm  live  mdx  -f-  fdm  — — O.  Ut 
valor  iplius  m in  Seriem  converta- 
tur per  poteftates  iplius  x afccnden- 
tem , confiderandum  eft  in  cafu  ubi 
x : o , efte  m = 30  , adeoque  pri- 

mum terminum  Seriei  debere  efte 

= 30, 
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— 30  , reliquis  terminis  in  hoc  cafu 
evanefeentibus  ; fint  igitur  reliqui 

termini  = A x*  -f-  B x^  -f-  Cxy4- 
Dx  4-  &c.  eritque  mdx  4- fdm — 
tix  X ( 30  -f-  4“  Bx^  -J-  Cxy  4- 

&c.  + *fAx*~ 1 -\-SfBxC  1 4- 

7fCx*~'  + >/DxS_1  + &«. ) ubi 
flatim  apparet, ut  termini  finguli  utri- 
ufque  Seriei  .fiant  homogenei  Sc  ipfo- 
rum  coefficieutes  fimul  = 0,  debere 
effe  a — 1=0.  S — 1 = « , y — 1 

— S,  S 1 = y ,&c.  item  AfA-\- 

30  — O , SfB  4-  AmO,yf  C4-  B 

— n,>  fn  -\~C= O » quae  eft  ipfa 
lex,  fecundum  quam  progreditur  Se- 
ries 30  ( 1 — x:/4~xx:  2 ff — x5: 

6f ' x+ : 24/ + &c.).  Sed  & 

abfque  ope  Seriei  per  Tabulas  Lo- 
garithmorum  invenitur  valor  ipfius 
m 5 offendit  enim  aequatio  fupra  in- 
venta *=j£/3-  ••  043429^y , quod 


fit/[  27000  ped.  ] ad  fubtangentem 
Logarithm.  Tabularis  [0.434294^} 
five  1 , ad  o.  ooooi<5o8y  , ut  altitu- 
do loci  data  x ad  differentiam  loga- 
rithmorum  maximae  & quaefitae  alti- 
tudinis mercurii. 

(r)  In  hac  hypothefi  altitudo 
mercurii  m lic  ad  Seriem  reducitur. 

Sumatur  aequatio  generalis  ydx 

fcdt:  a , five  dx fcdt : aa 

-f -fcdt:  at , aut  aatdx  -\-fcadt-\^ 
fctdt=  o;  hic  , in  cafu  x=o,  de- 
bet eflfe  r=AB=al:r;  adeoque 
fi  valor  ipfius  t generaliter  per  Se- 
riem eft  exprimendus  , cujus  termi» 
ni  progrediantur  per  poteffates  ip- 
fius x afeendentes  , ejus  primus  ter- 
minus debet  effe  ab  : c.  Ponantur 

reliqui  Ax*  -f-  Bx°  4-  Cxy  4-  Px*~jT 
&c.  & aequatio  transformabitur  ia 
fequentem : 


aatdx  =aadx.  ab : c 

a — I 


4-  Cx*  4-5cc. 
4-«/)x*—I4-5cc. 


4 -Axm  4-5* 

fcadt=fcadx.aA  x -{-CBx  -\~yCx^  . 

(fabdx.*Ax*~~l  4 -£flxe— 1 4-yCxy— 1 +»Dx  ~ 1 4-&c. 

) xAdx.aAx2^l^Bx^-l^Cxa^l+iDxa^-l+kc. 
f - )fcBdxa,Axm^1+  Bx2e~l-^Cx^l+iDxei~U+Sc c.' 
(jcCdx.aAx^^+CBx^'  +-yCx2y— ' -h*Z>x>+-*"V& c.  - 

Harum  Serierum  duae,  fcadx  ob  b c *=  a , conflantur  in  unam' 

( *Ax*  1 -f-  f Bx  1 -f-  & c.  ) & faadx  (»Axa  1 -f-  f * 4~ 

fabdx  (*^x“-,4'C5x.€— 1&c.)  >Cxy~~I4-^*3"_X+&^ 
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quae  fi  pro  illis  fubftituatur,reperien- 
CIII.  tur  termini  minimarum  dignitatum 

aadx.  (ab  . c),  & faadx.  *Ax “ 1 , 

in  quibus  indices  poteftatum  ipfius  x 
funt  o & « — — i , qui  debent  efle 
squales  , quia  neuter  horum  termi- 
norum folus  poteft  cfle-=o:  Hinc 
c = i , «Sc  pofitis  coefficienubus  ho- 
rum terminorum  fimul  fumtis  = O , 
invenietur  A=^  — ab:  «cf— — ab: 
cf.  His  duobus  terminis  in  aequatio- 
ne deletis , fcquuntur  termini  aadx. 

A*  -f-  faadx.  S B x ^ 1 -f-  fcAdx. 

»Ax2e>  ’ , quorum  neuter  folus 

poteft  e fle o : hinc  » € 

1 2 • 1 , five  6 =2  , 3c 

pofitis  coefficientibus  = 0 , invenie- 
tur B ( a a A fcAA): 

2/44.  Simili  modo  deletis  his  tri- 
bus terminis , fequentur  termini  aadx. 

faadx.  yCx y 1 -f-  fcAdx. 

CBx t,+-£"1  +fcBJx.  aAxm*~^  1 ; 
in  quibus  fi  indices  poteftatum  po- 
nantur aequales  , reperietur  > — • 3 , 
& quia  hi  omnes  termini  fimul  fumti 
debent  efle  — - o , erit  C~  ( — aaB— 

C fcAB afcA  B):  j/.!4  = ( — aaB 

3 fcA B)  : ifaa.  Porro  fequentur 

hi  quinque  termini , aadx.  Cx*  -f- 

faadx.  I Dx*  1 -J- fcAdx.yCx*^*  1 


+fcBdx.  CBx2C~~l  -f- fcCdx. 

»Axm^*  qui  dabunt  >=-,4, 

D = ( 44C—  yfcAC  — C fcBB 

— *fcAC):\faa.  Unde  jam  lex 
continuandi  Seriem  manifefta  eft  : 
fcil.  indices  dignitatum  * , C , y,  i , 
&c.  progrediuntur  fecundum  nume- 
ros naturales  1 , 2 , 3 ■ 4 , & c.  .&  co- 
efficientes  A,  B,  C,  D.&c.  fequen- 
ti  modo  ex  procedentibus  forman- 
tur. Ex.  gr.  Sit  inveniendus  coeffi- 
ciens  termini , ubi  index  dignitatis 
eft  7 : Scribantur  ordine  coetficien- 
tes  terminorum  praecedentium  A,  B, 
C,D,  E,  F,  iidemque  utrogrado  or- 
dine, F,  E,  D,  C , B,  A.Sc  fingu- 
li  in  fingulos  multiplicentur  , quo- 
rum produfta  erunt  AF,  BE,  CD , 
DC,  EB , FA,  eritque  G — ( — aaF 

6 fcAF — y fcBE 4 fcCD 

i fcDC 2 fcEB fc  FA  ) .• 

7/44  = F:  7/ - — ( AF-{-  BE 

- \-CD)c : 44.  Sic  quoque  erit  H 
[ coefficiens  termini  ubi  index  digni- 
tatis eft  8 ] ( aaG  — ■ 7 fcAG 

— 6fcBF y fcCE 4 fcDD 

ifcEC  — a fcFB fcGA  ) .• 

8/44=- — G;  8/ — ( A G+  BF 
-J-  CE-\-jDD)  c : aa.  Invento  va- 
lore  ipfius  t per  Seriem  , fi  hic  fub- 
ftituatur  in  aequatione  m = 30«  : ab, 
habebitur  quoque  m altitudo  mercu- 
rii quaefita. 


ARTI- 

* 
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ARTICUL.  XVI. 


Solutio  Problematis  de  minimo  Crepufculo . 
Vid.  Nus.  LIII , pag.  5 1 5. 


O It  BLZ  [%  2t  ] Horizon  i MER  ejus  parallelus  18  gra- 
^ dibus  infra  illum  dcprdTus  ; PDM  ./Equator ; ZE , QR , e- 
jus  paralleli  verfus  Polum  Auftralcm  A ; AQ , AZ  & A R , A E 
circuli  declinationum ; ZP  vel  EV  arcus  declinationis  paralleli 
ZE.  Jam  fi  Sol  deferibens  parallelum  ZE  efficiat  Crcpufculum 
minimum , erit  mora  Solis  in  ZE  breviffima , adeoque  differentia 
mora:  Solis  in  parallelis  contiguis  ZE , QR  nulla;  cumque  & mo- 
ra: in  ZS  Sc  TR  differentia  nulla  fle , eodem  quoque  tcmpufculo 
SE  & QT  pertranfibuntur ; ac  propterea  ipfi  arculi  SE , Q T , c- 
runt  ut  celeritates  quibus  percurruntur , hoc  eft , ut  radii  paral- 
lelorum ZE , QR,  hoc  cft,  propter  infinite  parvam  diftantiam 
parallelorum  , didi  arculi  erunt  aequales  , & quia  SR,  ZT 
quoque  funt  aequales , & anguli  ESR , ZTQ  redi , erunt  angu- 
li SER , TQZ  aequales , & proinde  [ pofito  EGB  effe  quadran- 
tem ( * ) circuli  maximi  tangentem  parallelum  Horizontis  MER 
in  E]  ob  angulum  VES  redum,  anguli  GEV  & TZQ  , five 
DZP,  quoque  aequales,  utpote  complementa  angulorum  SER 
& TQZ ; quare  cum  & anguli  GVE,  DPZ,  fint  redi  , & ar- 
cus VE,  PZ  aequales,  erunt  arcus  EG,  DZ  & anguli  EGV, 
3 ac.  Bernoulli  Opera.  X x x x x x ZDP 


(«)  Si  ducatur  per  E arcus  cir- 
culi azimuthalis  E L , hic  fecabit 
ad  angulos  reftos  Horizontem  BL, 
parallelum  ME,  & circulum  ma- 


ximum B G E , qui  parallelum 
in  punfto  E tangit ; adeoque  u- 
terque  arcus  BL  & BGE  erit 
quadrans. 


t 
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No.  CIII.  ZDP  fcu  BDG  aequales ; unde  cum  in  triangulo  B D G finus  an- 
guli BDG  fit  ad  finum  anguli  BGD  =fin.  ang.  VGE=  fin. 
ang.  BDG,  ut  finus  arcus  BG  ad  finum  arcus  BD,  erunt  hi 
duo  finus  aequales , & ipforum  arcus  fimul  squales  fcmicirculo  ; 

& dufto  arcu  EL  ad  utrumque  normali,  unius  dcfc&us  infra 
. quadrantem  , id  cft  GE , squalis  alterius  exedTui  fupra  quadran- 
tem , id  cft , arcui  LD ; quo  circa , cum  & anguli  trianguli  LFD 
finguli  fint  squales  fingulis  trianguli  FEG  , erit  & LF  = FE 

— \ LE  = 9 gr.  & quia,  ut  oftenfum  , LD  = GE=:DZ  (fc), 
hinc  in  triangulis  DLF  , D P Z fic  operaberis.  Pofitis  Sinu  toto 

— r , tang.  LF,  9°  = 4-  fin.  ang.  LDF:=£,  fin.  compl.  ejuf- 
dem  = c,  & tang.  compl.  =.d,  erit  Sin.  tot.  [r]:  tang.  compl. 

ang.  LDF  [^]  = tang.  LF  [4]:  fin.  LD  vel  DZ  [^]  ; por- 
ro Sin.  tot.  [r] : fin.  DZ  [~~\  «=  fin.  CDZ  vel  LDF  [ b ] : 

fin.  PZ  ] = [ quia  d : r=  c:  b~]a—  ; quare  ut  Sin.  tot.  ad 

tang.  9 gr.  fic  fin.  compl.  anguli  Horizontis  & ./Equatoris,  hoc 
cft  , finus  elevationis  Poli  ad  finum  declinationis  Solis  auftralis 
qusfits  tempore  minimi  crepufculi  ( c ).  Per  logarithmos  ita  : 

A lo- 

P C Z , & are.  F E are.  CZ  ; 

hinc  quia  in  triangulis  re&angulis 
FLD  , C Z D , finguli  anguli  fin- 
gulis funt  squales  ; erunt  etiam 
fingula  latera  fingulis  squalia , id 
eft.  LD=DZ  & LF— CZ 
= FE. 

( * ) Eadem  proportio  aliter  fic 
invenitur : Efto  N pun&um  Na- 
dir , NA  arcus  Meridiani  , dufris 
quadrantibus  azimuthalibus  NE  L , 
N Z , erit  ang.  NEA  [—SER] 
= ang.  NZA  [ = TQZ  ] , hinc 

fi  in 


(k  ) Ilis  squalitates  arcuum  LF, 
FE  , & arcuum  L D , D Z , paulo 
brevius  demonftrari  poflunt.  Sit 
CZ  arcus  circuli  maximi  ad  Hori- 
zontem  LDZ  perpendicularis.  Per 

naturam  Problematis,  ang.  SER 

ang.  TQZ,  five  ang.  E Z D : fub- 
fiituantur  his  anguli  qui  ipfis  aequa- 
les funt , ob  angulos  reftos  VES  , 
FER  , EZP  & DZC  , eritque  ang. 
V E F = ang.  P Z C : propterea  , 
quia  anguli  ad  V & P refti  funt  , 
& arcus  V E — .■  arcui  P Z , erit 
•tiara  ang.  VFE  [ L F D ] =>  ang. 
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Alogarithmo  finus  elevationis  Poli  fubrrahatur  o.  8001875  , re- 
fiduum  erit  Logarithmus  finus  declinationis  quaefit*  (<). 


fi  in  quadrante  NZ  abfeindatur  ZH 
==  EN  , Sc  ducatur  arcus  circuli 
maximi  AH,  erit  hic  = NA  , ad- 
eoque  in  triangulo  ifofceli  HAN 

Perpendicularis  A I dividet  bafin 
1H  [ = NZ  — ZH=NL  — 
EN  = EL  ] in  duas  partes  aequa- 
les , quarum  quaelibet  erit  9 gr.  e- 
ritque  in  triangulo  reftangulo  NIA, 
ut  finus  compl.  NI  ad  linum  compl. 
NA,  ita  finus  totus  ad  linum  compl. 
arcus  IA  ; fed , in  triangulo  reftan- 
gulo  AIZ.  efi  finus  totus  ad  linum 
compl.  arcus  I A , ut  finus  compl. 
arcus  IZ  [finus  arc.  NI  ] ad  linum 
compl.  hypothenufae  A Z [ linum 
arc.  P Z ].  Quamobrem  ut  finus 


compl.  9 gr.  ad  linum  compl.  di- 
ftantiae  punfti  verticalis  a Polo  , li- 
ve ad  finum  elevationis  Poli , ita 
finus  9 gr.  ad  finum  declinationis 
quaefitae  , vel  alternando  , ut  finus 
compl.  9 gr.  ad  finum  9 gr.  vel  ut 
finus  totus  ad  tangentem  9 gr.  ita 
finus  elevationis  Poli  ad  finum  de- 
clinationis quaefitae. 

(d)  Sole  verfante  in  Hemifphae- 
rio  Boreali  non  potefl  fieri  minimum 
Crepufculum : nam  arcus  A E vel 
AZ  non  poteft  efle  quadrante  ma- 
jor ; quia  in  triangulo  reftangulo 
AIZ  utrumque  crus  AI  Sc  ZI  ne- 
ccllario  efi  quadrante  minus. 


A R T I C U L.  XVII. 

Invenire  relationem  inter  Evolutas- 
& Diacatijlicas. 

Confer.  N“*.  LVI.  pag.  549. 

SIt  A [ Fig.  13]  punitum  radians;  BCG  curva  quscunque  } 
BC  ejus  portio  infinite  parva ; BF , CF , curvae  perpendicu- 
lares ; F punitum  Evoluta; ; AB , A C > radii  incidentes  protrafti 
in  R & S J BH , CH , ipforum  refraiti  coeuntes  in  punito  Dia- 
cauftica;  H.  Sit  Sinus  totus  =r,  finus  ang.  incidenti*  ABM 

Xixnx  t vel 
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No. CIII.  vel  FBR =7,  finus  ang.  refractionis  FBH  = i;  qui  flnus  cum 
ex  natura  refraftionis  fint  in  conflanti  ratione,  puta  a ad  b,  eric 
z = b y : a.  Sed , ex  natura  circuli , elementum  arcus , cujus  fi- 
nus cfl  =y>  radio  exiftente  =r,  cft  rdy:  y/(rr yy),  & 

elementum  anguli  ad  centrum  ab  hoc  arcu  fubtcnfi  = dy : ^ (rr 
— yy)  i cum  igitur  finus  anguli  incidentis  FBR  fit  =y,  & 
angulus  incidentis  FCS  infinite  parva  quantitate  ab  illo  differat, 
erit  FBR  — FCS  = <fy:  y' (rr — yy).  Simili  modo  differen- 
tia angulorum  refra&ionis  FBH  — FCH  = dx.:  ( rr  — zz) 

= bdy:\/(aarr bbyy).  Hinc  FBR FCS:  FBH FCH 

= (aarr bbyy) : b y'  (rr  — yy).  Jam  vero  ang.  F B R = 

FBH  + HBR=FBH  + BSA  + BAC  = BFC  + FCS-f-BAC; 
ergo  FBR  — FCS  — BFC  + BAC  ; porro  FBH  + BHC  = 
BFC  + FCH.  five  FBH  — F C H = BFC  — BHC  ; hinc 

y/  ( aarr b byy ) : b y/  (rr yy)  = BFC  -+-  BAC  : BFC 

BHC  — ( BFC  + BAC ) x b y/  ( rr yy ):  y/  ( aarr bbyy ) j un- 

dc  BHC=BFC-^=^x  (BFC  + BAC).  F.ngan- 

tur  circuli  CAM  & CBHQ  tranfeuntes  per  punfta  B,  C,  A,' 
& B , C , H > erit  ang.  BAC  = B AI  C , & BHC  = BQC  — 

BFC  — byj — — x(BFC  + BMC)  ; atqui  in  infinite 

aarr bbyy 

parvis  BMC : BFC  — BF : BM  , & BQC  : BFC  = BF:  BQ;. 
quare  BMC  = BFx BFC : BM , & BQC  — BFxBFC:  BQ 


= BFC  — by/  — -- IL.  x(  BFC  + BFxBFC:  BM);  hoc 

aarr  — bbyy 

, BF  rr — yy  BF  1 BM  BAf 

^■m=‘  ,cl  bq=bf 

* / / rr  — yy  BM  

^ ^ aarr  TFyy  * ^ Fk  1 aut  Wan^°  hncis  nomina,  BM' 

— m , B Q— y , BF  =/>  facicndoque  b:  a==r:t,  ut  fit  *r 
= b t , & y '(aarr — bbyy)  —byj  (t  t — -yy),  appcllandoquc 

\\rr — yy)=s.  & (t  t — yy)  =»,]  em  - =-?  — r-  ~ 

1 J I ** 

x 
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— hoccft,  mfu=muq msq fsq  ; adcoquc  q — mftt: 

{mu  — m s - — fs  ) = [ fi  fiat  m : f — = s:  p>  ut  fit  mp  = fs  ] , 
mfu:  ( mu ms mp)—fu:(u s /')  = BQ;  & quia  li- 

nus  anguli  HBQ  cft=c=  by:  a , erit  r:  ^ 

[QH];  unde  BH  = \/(BQ^ — QH1 ) = \J  {qq- — ttlJll) 

aarr 

irr  q\J ( aarr bbyy  ):  ar  — — bq  y' ( tt yy);  ar qbu:  ar qu-  t. 


Constructio. 


Duda  FR  perpendiculari  ad  AB  produdam  , applicetur  ad 
eandem  A R reda  MT  ~ma:b  = rnt:r,  [ quod  fit  ducendo 
F L perpendicularem  ad  BH,  & faciendo  angulum  A M T = 
LFB] , fiatque  ut  TR  ad  TA,  fic  BF  ad  quartam  BQ_i^  demifia 
ex  Q perpendiculari  QH  fuper  redam  BH , erit  H pundum  in 
Diacaufiica  ( * ), 

X x x x x x } Alia 


(»)  Haec  Conflruftio  ita  demon- 
ftrieur.  Ob  arcum  BC  infinite  par- 
vum , centra  circulorum  BAM  & 
B1IQ  funt  in  refta  ad  B C perpen- 
diculari, id  eft  in  refta  MBF,  & 
anguli  BAM  , BHQ  funt  refti  j 8c 
quia  fi.ius  ang.  ABM  vel  F B R eft 
— y , exirtente  finu  toto  = r,  erit 
r:y=BM  [ m ] : AM  [ my : r ] = 
BF  [/]  : FR  [jjfr.-r].  Hinc  AB 
= mj\rr  — yy  ) : r = ms  : r , Sc 
BR  =-/V  ( rr — yy ) : r =/s r. 
Porro  quia  finus  anguli  FBL=  by  : 

a,  erit  r ••  L>  = B F [/]  ••  FL  [ J--y 

A Ut 

='—  ]>  BL=/y /\tt — yy),* 


=ftt:  t ■ Sed,  ob  triang.  LFB  r 
AMT  fi  milia,  eft  LF[&]:  BF' 

[/]=AM  [-*]  :MT  [~]j  i~ 

tem  L F \jl  ] : E L [£?  ] — A Mi 

[£*']:  AT[^'].  HincTRfeu 

r r 

AT  --  AB  — BR  [™u'~ms— fsy- 

r 

TA[ ] = BF  [/]:  — ~fu  y 

r mu — -ms — fp 

= i r=.  BQr 
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Alia  Constructio. 

Fiat  ang.  RFt=LFB,  fcu  tantum  BFtr=LFR  = RBHi 
tum  capiatur  B r tertia  proportionalis  ad  A B & BR  ; fiatque  ut 
tr  ad  tR,  fic  BF  ad  BQ^,  aut  BL  ad  B H (k). 


(k  ) Hac  Conflru&io,  quae  exflat 
N°.  LVI,  pag.  yyo,  ita  demonftra- 
tur.  Ob  triang.  LFB,  RFt  fimilia, 

tfl  FL  [■£?]:  BL[^]  —F  R 

[/>]..  tR[/“].  Sed  AB  ] : 
r r r 

BR \U  ] =BR  \ fj ] : B r [tll  ]. 
r r rnr 


Hinc 


tr,  fcu  tR  — BR  — - Br  [£f  — 


fcu ]:tR 
r mr  m r 

sjl1  ] = BF  [/]  : rnfu  ■ = 

r mu — ms — ft 

? = BQ. 


A R T I C U L.  XVIII. 

Celeritates  navis  a quiete  inchoatas  ufque 
ad  maximam  invenire . 

Conf.  N‘.  LVI,  pag.  562  LXVI , 
pag.  658  , & Art.  XIII  hujus, 

pOnatur  \_Fig.  24]  celeritas  venti  AB  = -»  = MN  = NT. 

Primus  celeritatis  gradus  navi  quicfccnti  indu&us  fit  NS,  ce- 
leritas navis  jam  aliquo  ufque  mota:  I E ~ y i adeoque  rclidua 
venti  celeritas,  qua  in  navem  motam  agit,  CE  = <r  — j ; mo- 
les aqua:  quovis  inftanti  navis  prorae  refiftcntis  — Jx  — T ; fu- 
pcrficics  prora  ad  fubtcnfam  veli  ut  1 ad  m ; moles  aqua  ae- 
qualis fupcrficici  veli  = mdx  > pondus  aqua  ad  pondus  aeris 
ut  />  ad  1 i moles  acris  quovis  inflanti  ad  velum  adlabcntis 

~ mdx  ; 
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= mdx  p = M;  moles  navis  N = n.  Jam  A/xMN  = M-\-  N No.  CIII. 
in  N S , adeoque  N S = Mx  MN  .*  ( M-+-  N)  = [ ob  inHnitc  ad 


fenfum  exiguam  rationem  M:  N 1 ~ x M N = 4 . Porro 

J N pn 

quia  incrementa  celeritatum  navis  debent  cfle  in  ratione  duplica- 


ta celeritatum  venti  , erit  AB1:  CE*  (a — y )!  3=  NS 


[ 1 : F H [ ] , incrementum  fcil.  futurum  cc- 

L pn  J L apn  J 

leritatis  navis , nifl  aqua  rcfifteret.  Fingatur  navem  incurrere 
celeritate  NTr:<r  in  molem  aqua;  T , & poft  adlapfum  ad  a- 
quam  moveri  una  cum  aqua  celeritate  T S i erit  N in  N T = 

N T in  T S , unde  TS  r=A^xNT  : ( Ar  + T ) > ideoque  a 

N X NT:  (N+  T)  = a — an : ( » + dx ) — adx:  ( n -f-  dx)  — [ob 
infinite  ad  fenfum  magnam  rationem  n : dx~\  = ady:  n = refi- 


ftentia;  aqua;;  quare  cum  rcfiftentia:  fint  ut  quadrata  celeritatum 


navis,  ent 


CV-.IV 


— rcfiftcntia;  quam 


patitur  navis  celeritate  IE  lata  = GH;  qua  igitur  demta  ab 
FH  = ( a — y Y mdx : apn , relinquitur  FG  = dy  = {{a — 

— pjy)dx:apn.  Quare,  ad  habendam  maximam  cele- 
ritatem navis,  faciendum  dy  — o,  hoc  cft  ((* — y)'  m — pyy) 
= 0.  five  ( a — y)1  m=pyy , & extrahendo  radicem  quadra- 
tam ( a — y)  y/mz=y*Jpi  ficu  a y/  m^=y  \f  p-\-  y \f  >* » feu  de- 
nique y = a \Jm:  (y/ p-\-  y/m  ) = [ m exiifente  haud  multo  ma- 
jore minoreve  i , adeoque  cvanefccntc  rcfpcftu  p ] ayjm:  y/p. 
Ergo  celeritates  navium  eodem  vento  motarum , ca;tcris  paribus, 
funt  ut  yj  m . feu  ut  radices  fubtenfarum  veli > non  ut  ipfia:  fub. 


tenfae. 


Pofito  p : i = 841  ••  1 » & m — 1 , erit  y = [ ayjm : ( p 
y'»» )]— /orf;  id  eft,  ventus  tricies  celerior  eft  celeritate  navis 
maxima  , ubi  fubtcnfa  veli  prora;  latitudini  squalis. 

Si  direttio  venti  AB  [ Fig.  jj.]  ad  longitudinem  navis  CE 
fit  obliqua , nec  pofiit  navis  progredi  per  BD , fcd  tantum  per  BC; 
fitque  B D : B C =:  1 : b , celeritas  navis  = e , reperitur  dx:  dz. 

~ apn: 
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tfo.  CIII.  -=zapn:  aabm  — tabbmz  + b'mzz — pzz  ( * ) , adcoquc  pro  ce- 
leritate maxima  s a ^ im  : ( y' p + ly/bm)  i unde  fit  ) :z  = \Jp 

-f-  b \J  bm : y/  bp-\-yJ  bm qua:  ratio  minor  efl  ratione  Hugeniana 
i ad  y/ b.  Vid.  Jicl.  Lipf.  A.  165}  , p.  J45  & 5 jo.  * Hisloirt 
da  Ouvragcs  da  Savans  Avr.  1694. 

(»)Eft  enim  moles  aeris  ad  ve-  lz)' b m d x : apn~\,  a quali  dematur 
Uim  quovis  inflanti  fub  angulo  CDB  GH  = zzdx : an  , relinquetur  FG 

adlabentis  , live  M,  — bmdx  :p  ,&  d z ( ( a — ■ b z )*  b m — - 

celeritas  qua  navis  fe  vento  fubdu-  pzz  )dx:  apn. 
cit  — bz,  hinc  aa:(a bzY 

N S labmdx.pn]:  FH[(<* — * N°.LXVI,  pag.  658 , 659. 


ARTICUL.  XIX. 


Inventio  curvae,  cujus  tangens  abfeindit  ex 
axe  fegrnentum , quod  ad  tangentem  habeat 
conflantem  rationem,  pita  ut  n ad  i. 

Conf.  Nu‘.  LVII,  pag.  573  & feq. 


s*  [Fig,  16  (&"  27  J 

(xv — yy)i  AB- 


DO=:x,  AD==»*.DB=e=:7,CB= 
+J — nx 

— y + nx  ( ’ ),  Ex  natura  tangentis,  diff. 


CB 


(*)  Secundus  cafus , ubi  AB  = 
nx y,  duplici  modo  poteft  con- 

tingere , nempe  non  folum  ubi  cur- 
va reftac  politione  datae  AB  conca- 
vitatem opponit,  crefcentibus  abfeif- 
Cs  AB  & decrefcentibus  applicatis 


CB , ut  in  Fig.  2 6.  Caf  2.  Sed  dfc 
quando  convexitatem  ipli  opponit , 
& abfciflae  A B crefcUnt  dccrefcen- 
tibus  applicatis  CB , ut  in  fig.  27 , 
CaT.  2. 
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CB  C ] = «fi*  AB  [ f 2,  ^ «fe]  = CB  [ V(  **— *rt  ]: 

BD  [jrJ(b)>  fcu  — ydj:  ^ dy ^ ndx-=xx — yy:y>  Hinc 

» i 

-j—  | 

yj^y  — yydy  = Zf_  xxdy  nxxdx  51  yydy  ff  nyydx  ; vel , in  pri- 


mo & tertio  cafu  , ydx  — xdy  nxdx  ± nyydx : x ; hoc  cft,  [po- 
fito  y = zx , adeoque  dy  — zdx  -f-  xdz  ] sy*/y  = zxdx  -f-  xxdz 
nxdx  rfcr  nzzxdx  ; hinc  o ~ ndz  cp  x ix  rt  nzzdx , & </s .■  ( ( 
ii  ) = ± ndx  : x.  E fi  vero  dz:  ( i zz)  = \dz:  (l  + ~) 

+ \dz\  (i — z);  unde  elicitur  y/ =x  , feu  (i  + i).* 

1 '<v 


(i — z.)  — y 2W(c),  adeoque  i-\-z=zX  in  — zx  ln  , 

id  cft,  z — {x~ln — i ):(x:±:in-\-i  ).  Hinc  x in+ux  in — i 
= x : zx  =.y , hoc  cft , fiat  ut  aggrcgacum  ipfius  x ad  potefta- 
tem  z»  elevata:  & unitatis,  ad  eorumdem  differentiam  , fic  xad 
y.  Unde  patet , fi  » fit  numerus , curvam  fore  geometricam  ; li 
irrationalis,  tranfccndentalcm. 


NB. 


(*)  In  cafu  fecundo  differentiale 
ipfius  A B debet  fumi  negative  — - 

dy ndx,  quia,  crefccntibus  AB, 

decrefcunt  CB  ; & vice  verfa.  Hinc 

aequatio  media  xydx yy  dy 

- — yy  dy  -f-  nxxdx  -{-yydy  — • nyydx 
cft  erronea  j quippe  , mutatis  lignis 
terminorum  poflerioris  membri,  pro- 
venit eadem  aequatio  ac  in  primo 
cafu. 


(*  ) Vel  generalius  y/  

i — z 


affiimpta  a conflante  ad  fup- 


Jxc.  Eerooulli  Ojxr x. 


plenda  homogenea.  Eft  enimy^Jife.' 
(i+-t)H -/( J dz.  (i — a)),  id  efl, 
;/(H-s.)  — j /( l — z ) =/(±»<fx: 
fumtis  lu- 
. i -t-z 

garnhmorum  numeris,  y'  ^ =s 

zt2M 


five  1 ^ z 

i — z 


,ad=2» 


& 


= (^x2n^a2Hy(x2n+*2n). 
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to$4 

No.  CHI.  NB.  Prima:  formula:  prorfus  convenit  media , fi  B D fiat  ma- 
jor quam  AD  ( * ). 

(*)  Etiamfi  BD  non  fit  major  pun&a  B&  D ; tamen  cafus  fecun- 
quam  AD,  id  eft , etiamfi  punftum  dus  eodem  modo  refolvitur  ac  pri r 
A . unde  fumitur  fegmentum  a tan-  mus  , ut  apparet  ex  Nota  b. 
gente  refeftum , non  jaceat  inter 


A R T I C.  XX. 


Invenire  Curvam , cujus  curvcdo  in  fingulis  pun- 
itis ejl  proportionalis  longitudini  arcus ; id 
cjt , ([ucc  ab  appenfo  pondere  flefiitur  in  re - 
| fiam  ( a ). 

Confer.  Nus.  LVIII , pag.  599  & 600. 


QUia  nominatis  abfeifla  ;=  .v , applicata  =jr , arcu  curva:  s, 
& pofita  d s conflante , radius  circuli  ofculatoris , curvcdini 
reciproce  proportionalis , eft  dxds : — ddy,  habebitur , cx  bypothe- 
fi,  hacc  aiquatio — aaddy  •=sdsdx.  Ponatur  sdx~adt,  erit 
■ — addyr=.dtds , & integrando  ads  — ddy===tds{h),  unde 

ds  = ady  : ( a t ) , & ds1  = dxl  -J-  df  — Axdf  ; ( aa  — 24/  + 

tt). 


(•)  Hanc  identitatem  non  inve- 
ni deraonflratam. 

(b)  Quantitas  conflans , in  inte- 
gratione aequationis  a ddy 

dtds  addenda , generalius  potefl  poni 
— b ds , ut  fit  bds  — — ady  = td  s ; 

unde  emerget  ds ady:  (b t), 

& dy  = ( £ — t ) dx : \/(aa  — bb 


-f-  2 bt it ),  & iterum  ds[  — ady: 

( b 01  = *dx  : \/(  a* bb  +. 

2 bt  ■ — tt)  ,Sc  tandem  , politis  reli- 
quis ut  antea  , a^^qq^/Cadt: 

bb  2 bt tt  ))■  Sed  propte- 

rea  confiru&io  non  mutabitur  , nifi 
quod  EC  non  facienda  fit  = t , fed 
4 b -f- 1* 
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CURVA  CUJUS  LONGIT.  EST  CURVED.  PROPORT.  io8f 

tt) , id  eft,  {aa — iat  + tt)  dx1  = {iat — tt)djl.  Hinc  dj^o.  CIIL 
= ( a — t) dx:  s/{  tat — tt),  & ady  : {a — t)  = adx:  \J{tat — tt) 

= ds.  Jam  quia  sdx  — adt , erit  differentiando  [ pofuis  dx 
squalibus  ( c ) ] dsdx  = addt , fcu  ds~  ad  d t : dx ; ergo  ad  x : 

t/  ( tat tt ): — addt : dx  , five  d x 1 = dd  t yj  ( tat tt ).  Sit 

tjdt  — adx ; erit,  ob  dx  conflantem,  qddt  -j-  dtdq  — — o , fcu  ddt 

= — dtdq:  q , & dx1  — \ddt  y^(  tat tt)- ] dtdq  at 

tt):  q -=zqqdtx : aa , hinc aadq:  q'  — di : y/{iat tt)  & a*: 

iqq—f{ adt:  ( tat tt)). 

Constructio, 

Fiat  quadrans  circuli  AEDB  [ Fig.  t$  ] , radio  A B = a.  Sit 
ECxrr,  erit  CD  = \J  ( tat  — tt),  arcus  ED  —/( adt:  i** 

— tt)).  In  DC  produfta  abfeindatur  CH  = medis  proportio- 
nali inter  AB  & aa:  2ED=^  ; fumta  El  = ay  fiat  re&angu- 
lum  EM  — fpatio  ECHK.  —fqdt  = axy  erit  EP  — x.  Porro, 
du&a  AN  normali  ad  AD,  ut  fit  CD  [\/  ( t at  — //)]  : A D 

[<*]:=  AC  [<*  — /]:  AN=[~ — — 1,  Se  abfeindatur 

Yyyyyy  * pQc= 

(e)  Neminem  debet  morari  , rem  eft  dx  =-  adt : t % qui  valor  ip- 
quod  , differentiando  aequationem  fius  dx  in  altera  fubflitutus  prsbet 

s dx  = a dt,  dx  fumatur  conflans  , d s *=  aadt : s y/  (2  a t tt),  (i  ve 

cum  antea  ds  pofita  fuit  conflafis  in  sds  =;  aadt : y^(  tat tt)  , & in- 

aequatione  — aaddy  =.  sdsdx.  Nam  tegrando  ixr=  f{aadt :\J(2at — tt)) 
aequatio  diflerentialis  sdx—adt,  = ap  [ pofito/(  adt : \/{  tat — -tt)) 
cum  fit  primi  gradus  , per  fe  nullam  — p ].  Hinc  s = \/  2 a p = [per 
quantitatem  differentialem  conftan-  priorem  aequationem  ] adt : dx ; un- 
temfupponit,  adeoque  in  illa  quae-  dc  dx  = adt : \/iap  ; quae  aequatio 
libet  quantitas  differentialis  pro  con-  eodem  recidit  ac  illa  a':2qq^= 

flante  alTumi  poteft.  Sed  etiam  fine  f{adt:\J{2at tr ))  =/>,  five 

nova  diflerentiationepoteft  res  con-  g a’ : \/  i p — ■ aa:  s/  2ap  ; in 

fici , & comparatio  inflitui  inter  duas  qtia  , ob  faftam  aequationem  qdt  =• 
aequationes  sdx  — adt,  & ds  = adx : adx , fupponitur  dx  = qdt : a=*adt: 

V'  ( 2<«t  — tt),  hoc  modo.  Per  prio-  \J  2 a p. 
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CXII.  PQ=  AN,  erit  arca  QPEL  =f({<tAdx — xtdx);  {tat — . 
it))z=zay,  idcirco  faita  l:R  = rf,  & reitangulo  ES==QPEL 
z=>iji  cric  RS,  fcu  PTzrrjj  dum  EPrr*;  adeoque  punctum 
1 in  curva  qu-efita  ET  j in  quo  punito  radius  circuli  ofculatoris» 
fi  ve  dxds : ddy  erit  q,  & sq^zau  (d). 

(4)  Eft  enim  sdx  = *dt,  Se  qdc  vel  sq  =«*- 
adx.  Hinc  sqdtdx a.tdldx  , 


A R T I a XXL 

Demonjiratio  analytica  ConflruCtionis  mechanica- 
rum curvarum  omnium  , ope  Logarithmica 
& alterius  curva  algebrdica  per  tractionem 
describenda ; qua  tradita  cfl  in  A diis  Lipf. 
1696,  pag.  263.  * 

Sint  \_Hg-  19}  CG  = AE—  x,  GD  = « . longitudo  fili 
FGH  = AC  = G E , GH  = FE=/>,  DH  = v/(/>/>  — 
mu) zquatio  conftrucnda  ady=:t  d> r;  ubi  t detur  per  x.  Ex 

natura  tangentis  GH  eft  diff.  HD  ; difF.  CD  [</*  + 

'APP — #*) 

du  ] = HD  [-y/  (/>/> ««)]:GD  [*];  hinc  updp — = 

ppdx uudx  ppdu uudu , fcu  updp=ppdx uudx  -f- ppdu. 

Sit  bu  — uq  . & du  = (pdq-{- qdp) : b erit  ppqdp  : b=ppdx 

fplfdx  ■ bb  + p'dj : b -{-  p1qdp : b > five  pp  dx ppqqdx  : b b = 

p'dq:  b,  aut  bbdx qqdx  ■=. bpdq\  fcu  dx : p x= bdq : 

( bb 

* N°.  LXX , pag.  727.. 
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( bb qq)  ( • ).  Pone  bb qq  = b* : rr,  erit  ,dx:p~ dr  : No.  CIIL 

^ (rr — bb).  Pone  r^=.(zz  + bb):  z~,  erit  dx : p — h-  J~  • 
z, , fcu  abdx  ■ p = zirabdz:  Fiat  jam  comparatio  inter 

tdx  & abdx : p y item  inter  ady  & -±zabdz:z,  critquc  t~ab\p , 
feu  p = ab  :t,  & dy  — ; £ , adeoque  y = Log.  * , vel 

= Log.  bb:  z,  cura  fubtangens  eft  b.  Habetur  autem  z.  ex  p, 

u,  q,  Ser}  ncrope  z—bjr-—— — (h) ; quod  fuppcditat  Conftru- 

ftionem  paulo  differentem  ab  ea,  qus  prslcribitur  in  difto  lo- 
co Actorum  Ltpf.  Fiet  autem  prorfus  eadem  Conftru&io , fi  fta- 
tuatur  squalitas  inter  tdx  & 2 abdx  :p  . ficut  inter  ady  & iabdz: 
z;  tunc  enim  erit  p=  iab:  t,  Se  y — [ponendo  fubtangentem 

t>  — u 

Logarithmies  b = 1 ] Log.  *x  = Log.  — — — —l(p  — u)  — 

p J tt 

l(p+tt)  i quod  eft  id  quod  praecipit  di£ta  Conftruftio. 


(*)  Sine  novis  fubflitutionibus 

hsc  quantitas bdq  : ( bb qq  ) 

refolvi  poteft  in  duo  chfferentialia  io- 
garithmica — i dq:  (b — q)  & —idq: 
(b-hq);  unde  erit  [ ponendo  tdx 
— 14  bdx  : p ] — abdq  : (b  — q)  — 
4bdq  : ( b -f-9  ) = ady  , & y = /(  b 

q) 1 (i-H)=/ =[quia 

H-j 

*==$«: 


(*  ) Quia  qz=bu : p,  efl  bb  — 

qq~(  bbpp bbuu  ) : pp  : b*  : 

rr.  Hinc  r = bp : pp — uu ) — -■ 

(it  -f-  bb)  : 22. , id  eft , zz  - — r 2 bpz : 
V(  PP bb , & z = bp:^(  pp 

uu  ) =£.\/(bbpp:(pp uu) — bb) 

z=t(bp^bu):  d(pp~^*tu)  =; 

b vel  b v/Liil. 

p + H p~  u 


\ 
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Na.  CIII. 


ARTICUL.  XXII. 

Obfervatiuncula  fmgularis  ad  praxiti  Calculi 
differcntialis  , cjufque  ufus  in  radiis 
ofculi  inveniendis. 

Confer.  NU5.  XCIV,  pag.  888,  & CI , 
Pag-  975- 

SI  latus  quadrati  minoris  fit  x , & majoris  x + dx ; erit  quadra- 
tum minus  xx . & majus  xx-f-  ixdx  + dx1  ; adeoque  diffc- 
rcntialc  ipfius  xx  cft  lxdx+dx1 ; hoc  cft  , [quia  ordinarie  dx 
infinities  minus  cft  ipfo  x]  zxdx , omifto  dx1.  Sed  ubi  x infl- 
nities  minor  eft  ipfa  dx  , [ quod  ubique  fic  in  fcaturiginc  quanti- 
tatis fluentis  x , quando  minor  x cft  abfolutc  nihil , feu  o , & 
major  x eft  o+dx~\  , patet  ixdx  potius  evanefeere  debere  rc- 
fpeftu  dx1 , adeoque  diffcrentialc  ipfius  xx  non  cflfc  txdx,  fed. 
potius  dx1.  Ex.  gr.  in  quadrante  circuli  , polito  radio  r,  & tan- 
gente minore  j , majore  y+dy  ; erit  fecaiis  minor  (rr  + yy)  . 
& differentia  fccantium  ydy : y/ ( rr  +yy ) , quamdiu  videlicet  y cft 
quantitas.  Sed  fi  applicatio  fleri  debeat  ad  initium  quadrantis  , 
ubi  y eft  o , & minor  fccans  radius ; erit  fccantium  differentia  , 
id  eft,  differentia  radii  & proxima:  fccantis,  five  lineola  illa  qua: 
defignat  conatum  centrifugum  corporis  in  circulo  gyrantis  , feu 
denique  fubtcnfa  evanefccns  anguli  contaffus,  non  ydy : y/(  rr  +yy  ) 
fed  dy1 : i y/  (rr+yy)  — dy1 : tr.  Fingatur  quadrans  hic  appli- 
cari curva:  alicui  BE  [ Fig.  30],  ita  ut  punftum  B fit  in  curva: 
peripheria , B A curva:  perpendicularis , & li  C coincidat  eu 
tangente:  patet  fi  BD  quoque  cadat  fuper  ipfam  curvam  , feu 
anguli  contadus  utrinque  atquentur  ; fore  hunc  circulum  illu 

ipfum  , 
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ipfum , qui  curvam  hanc  ofculari  dicitur  : unde  ad  radium  of- 
culi  inveniendum , nil  aliud  requiritur  , quam  ut  fubtcnfa  aDgu-  CUI 
h contaftus  quoque  in  ipfa  curva  [ obfervata  hac  differentiandi 
regula  ] quarratur  , Se  deinde  cura  df  : ir  adaquetur , ad  haben- 
dum r.  Prius  autem  relatio  punitorum  curva  rcfpcdtu  rc£ta  per- 
pendicularis per  datum  punctum  tranfeuntis  quarenda  hoc  modo : 

Sint  BE,  CG  [Ffe.  ? 1 ] dua  applicata,  B F curva  perpendicu- 
laris occurrens  producta  CG  in  H,  & CD  normalis  ipfi  B F • 
vocentur  AE  =p  , EB  =r  q . E F = m.  AF=/+OT==/,BF 
— » = V(M+mm),  AG  — ti  GC  = z , BD  — * , DC — .« 

Ob  fimilitudincm  triangulorum  BEF,  FGH,  CDH;  cftEFjw]; 

EB[^]  =GF[/  — /]:  GH[^-]=CD  [y]:  DH 


[^]i  «em  EF[w]:EF[»]  = GF[/  — /]:  FH  [ — — -1  — 

t»  J 

CD  [>]:  CH  [-J]  = GC  + GII==e;-f  (qe — q/):m;  unde 


«y==mz+qt  — ql.  Sed  B D + D H [ x+  qy  ; m]  = BF  + 

FH  [»  + (/;/  — nl ) mj  ; quare  mx  + qy  ~mn  + nt »1  — 

[ob  l—m  ~p~\Ht — np  i hinc /=/>  + ( mx  + qy):  m quo 
valorc  in  aquatione  n y z -f-  q t — ej  l lub/lituto , habetur  ny 

===/»£.  +/’?+(^J+^»a:):  n ql—mz »1  q + {q q y 4. 

qmx'):  n.  Hinc  z = q 4-  {nny qqy  ) r,m qx\  n=.  [ ob 

n n q q — mm]q-{-  my  : n — qx:  n.  ( * ).  Ergo  in  aquatio- 
ne t qua  relationem  / ad  z.  exprimit , loco  / Se  z ponantur  eo- 
rum 


( • ) Du&is  D O ipfi  B E , & DP 
ipfi  AG  parallelis;  ipfa:  AG  [r] 
6c  GC  [ z j facillimefic  determinan- 
tur : OL>  parallelas  B E,  DO  , eft 
EF  [m]  = BD  [*]:  EO 

[—*].  Item  B F [ »]  : BE  [ o ] _ 
n 1 

DF  [« — *]:DO  feu  PG  [« — 
qx : n J , & ob  triangula  BEF  , DPC 


fimilia,  B F [»]  : BE  [?]  = DC 
[jy]:  DP  feu  OG  [O];  itemBF 

n 

W : EF  [■»]  _ DC  [yy.  CP  [ 5f  ] 

quare  AG  — A E -|-E  O 4-OG  — 
p -J-  mx:  n -f-  q y : n = 5 t , & G C = 
PG  -f-  CP j — 2 x : n -f"  my  : n 
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No.  CIII.  rum  valores  , ubi  pnetcr  indeterminatas  x & y non  nifi  conflan- 
tes reperiuntur  p,  q,  m.  n.  Hac  ergo  differentiata  juxta  (peda- 
lem noftram  regulam , invenitur  ratio  dx  ad  dy  in  ipfo  pundo  B. 
Non  vero  opus  cft  progredi  in  hoc  negotio , nifi  ad  illa  membra 
in  quibus  reperitur  dy' , negledis  omnibus  reliquis  ubi  cfl  dxdy 
dx1 , dy'  , &c. ; cum  hsec  illo  fint  infinities  minora. 


Exemplum  in  Parabola. 


Aquatio  eft  — fada  fubftitutione  habetur  xp-\-{4qy-^ 

amx  ) ; n ~ qq  + ( iqmy iqqx  ) : n + ( mmyy iqmxj  -f-  qqxx): 

nn , & differentiando  ( xqdy  -f-  xmdx  ):  n — (z  qmdy iqqdx):  n 

•\-mmdy'  :nn;  & quia  ex  natura  Parabola: , ob  = dc- 
ltruunt  fc  mutuo  xqdy:  n & imqdy:  n}  fiet,  his  clifis,  amdx  = 

iqqdx  -\-mmdy 1 : »,  five  mmdy1  : n = amdx  + iqqdxz=n 

immdx  + iqqdx  — - mndx , hoc  eft  , dx  =3  m m dy 1 ••  2 n*.  Su- 
pra vero  in  circulo  reperta  fuit  CD  , fcu  dx  = dy1 : 1 r.  Quare 
mmdy'  : m'  =dyl : lr,  hoc  cft,  r =»*  ••  mm.  Confer.  Attx  Lipf. 
m.  Jan.  1691 , p3g.  11  *. 

Generaliter  pro  omnibus  Paraboloidibus  cujufvis  gradus  : Efto 
a' — l(—z' ; fada  fubftitutione  loco  t Se  z,  habetur  m‘ — + 


s,s- 


(4' — 1 qy-{~*‘' — 1 mx):  ( stf  r my  • — jq'x):n-j- 

tf — * mmyy : nn,  &c.  [nec  enim  opus  cft  procedere  ulterius],' 
ubi  deletis  utrinque  d *qy  in  & s (f~~l  my:  n , [ propter  4' — ‘ 
= sq‘ xm,  ex  natura  Parabola:  ] , & differentiatis  reliquis,  fit 


a' 1 mdx : n scfdx:  n -f 


s.s- 


•tf  2 mmdy 1 : nn , fcu  dx~ 


—  1 (f — xmmdyl : ( 4'  -*  mn  + stfn ) = [ propter  q'  ~ *'  "~lp  ] 

2> 

—  -q,~tmmdjl:  ( a'"*  m n + sa,“m' p n)  = [ ob  a' — I = 

z 

* N°.  XLI,  pag.  441. 
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/f~lm\ J(/  — I)  mdyx  :(n>n  + spn)  — [ex  hyp.  ] dy1  : ir ; un-  No.  C1II. 
dc  habetur  r~(mn+spn)  \(sm  — *«)  = [ob  sp  — fubtangen- 
tem  Parabola:,  qua:  vocetur  «]  (mn  + un):  ( sm — m)  (*) ; 
quod  hanc  facillimam  conitruchonem  fuppeditat.  £x  pun&o  I , 

[ J » ] ubi  tangens  BI  fecat  axem  , excitetur  axi  perpendicu- 
laris IK,  cui  occurrat  BF  in  K.,  erit  FK=ir  — r = (w/>  + 
un  ) : m.  Conf.  Conftrudio  particularis  in  Parabola  Aii.  Lip/l 
1 6 91  , p.  1 10  *,  & generalis  D.  Marci.  H o S P 1 t a L 1 1 , Ana/. 

Infin.  parv.  p.  8?. 

Hoc  patto  radius  ofculi  cujufvis  curva:  in  ejus  vertice  cum  x & 
y—Oy  & curva  ad  axem  perpendicularis  di&o  citius  invenitur.  Ex. 
gr.  In  Parabola  , a x =yy ; etenim  differentiando  habetur  a dx 
— dy' , & dx  = dyx : a = dy1  nr;  unde  r = i a. 

In  Ellipfi  aut  Hyptrbola , a b xz+z  b x x = ayy  ; differentiando  fit 
abdx  = a dyx , fcu  dx  — dy1 : b = dy1 : iri  unde  r = 5 b. 

In  Curva  y'  — x * rr zaxy ; differentiando  habetur  dy 1 = adxdy , 
fcu  dyx  =adx;  id  cft , dx  =dyx : a — dyx  :tr;  unde  r~  'j4. 

Vid.  HospitaL.  Ana/,  inf.  parv.  pag.  tj. 

NB.  Quia  differentiando  feribendum  eft  dy  pro  y,  dy1  pro  yx , 
dy'  pro  y' , dxdy  pro  xy  , dxLdy  pro  xxy , &c.  poteft  ipfa  aqua- 
tio brevitatis  ergo  fine  mutatione  retineri,  & tantum  per  x St  y 
quantitates  infinite  parvse  intelligi  j per  y tamen  etiam  quantitas 

infinite 


(k)  Si  pro  a 1 fubftituatur 

sq  2m,  quae  ipfi  squalis  eft,  ex 
natura  Parabolae;  aequatio  tranfit  in 

hanc  spq  m-\-(sq  my  -f- 

sq  2mmx):n=qt  -{-(sq*  lmy — 

sq  x ): » H q mmyy:  nn 

fcu  spm -f- smmx  : n —qq  — sqqx  : 

n — J- * mmyy  : nn,  vel  [ ob  mnt 
2 

Jae.  Bcrnoulli  Opera. 


-f-  q q = nn~\  spm-±-  snx  = qq  -f. 
slL -mmyy ' nn , quae  differentiata 

dat  sndx  = 11  X-mmdyx : n n , id 
2 

eft  , dx  — 5 ( t 1 ) mmdy1 : n’  — 

dy1 : ir.  Hinc  r —n'  : ( s — . 1 ) 
mm. 

* N*.  XLIX,  pag.4S>£. 

Zzz  zzz 


/ 
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No.  CIII.  infinite  major  quam  per  x : tum  quantitates  homogenea  invicem 
comparanda?,  reliquis  omnibus  infinite  minoribus  negle&is  , ad 
habendum  x , quod  denique  aquandum  ipfi  yy : ir.  Ratio  ope- 
rationis ex  eo  pcrfpicitur,  quod  in  initio  ipfarum  x & y,  coinci- 
dant  x & dx,  nec  non  j & dy  ( e ). 

Exemplum  in  Conchotde. 


zEquatio  eft  x 4 — i (a  + c )x'  -\-^ac  + cc -\-yy)  xx  — ia{cc 
'+yy)x-\-aayy  = o , ubi,  pofitis  x &c  y infinite  parvis,  fcd  ta- 
men x infinities  adhuc  minore  quam  y , patet  omnia  membra  c- 
vanefccrc  , prater  duo  ultima  — laccx  + aayy  ; fic  ut  tota  aqua- 
tio fit laccx  + aayy  = o ; e qua  habetur  x=.dyy : icc  =yy  •* 

zn  unde  tandem  fit  r = cc : a in  vertice.  Et  generaliter  in  quovis 
punfto  r — »x(ip'm — 3 appm — 3 cppm  <\acpm-\-  ccpm-\- pqqm— 

fpqq accm-\-  2 apqq — . tqqm aaqq):  {6  apqq  + bcpqq 6/^/7^ 

A,jtcqq ccqq q* 4pqqr» ppmm-\-  2 apmm-\--\aqqm aamrri). 

Ad  tegendum  artificium  & compendifacicndam  folu- 
tionem  , in  aquatione  curva  , qua  relationem  coordinata- 
rum  t & z, , vel  p & q exprimit , neglecto  termino  cognito  fi 

adfit  , fubftituc  tantum  loco  t vel  p* , -\-sps  1 mx:  n -f-  S~  — 

1» 

r~% 


(c  ) Hoc  ipfum  , fine  ope  calculi 
differentialis.ex  Elementis  Eucli- 
n 1 s colligi  potefl.  Ex  his  enim  con- 
flat , quod  fi  ex  dato  punfto  C 
[Fig.  33  ] ad  circuli  peripheriam  du- 
catur tangens  BC  , & alia  qua  ean- 
dem fecet  in  punftis  D , F ; reftan- 
gulum  fub  C D & C F futurum  fit 
aquale  quadrato  tangentis  BC  j 
unde  fequitur , fi  punfta  B & D fint 
infinite  propinqua , ut  ratio  inter  BC 
& ED  , nec  non  inter  CF  & DF, 
& inter  CD  & BE  fiat  ratio  aqua- 
litatis ; fore  rc&angulum  fub  B£  & 


DF  aquale  quadrato  ipfius  ED ; ad- 
eoque  fi  ponamus  reftam  fecantem  £ 
CF  tranfire  per  centrum  Circuli  A , 

& arcum  circularem  BD  coinciderc 
cum  arcu  elementari  curva  cujuf- 
dam  , cujus  coordinata  initiales  fint 
BE ; — x.  ED  — y , polito  axe  BA 
in  punito  B ad  curvam  BD  perpen- 
diculari , & radius  circuli  BA  fit  = r, 
erit  2 rx  —yy  , five  x=yy:2r,  aut 
t -yy  : 2x  , & x :y  = y : 2 r.  Pa- 

tet etiam  , ob  angulum  BDE  infini- 
te parvum , abfeiflam  BE  [ x ] infini- 
ties efle  minorem  applicata  ED  [y  Q. 
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5». 

lopj 

‘■mmyy; 


P‘ — *m:  ”ni  Joco  vel  f , — Ufx:n  + 
nn  , & loco  t‘z * vel  p'qu  , (sp‘-'qumx Up’q«x):  H + 

^ ^ j. I 1 ■ ? _ u » .. . ■ . U.U I , 


n*.  cur. 


P ‘ *****?  ?+*"? lfmj1  + 


~lmmyy) : 


X - ' ' ■ « / / / • 2 

nn  ; omilTls  videlicet  omnibus  reliquis  terminis  , in  quibus  aut 
neutra  indeterminatarum  x & y , aut  y unius , aut  trium  plurium- 
ve.autx  duarum , trium , pluriumvc  dimcnllonum  reperitur ; quo 
fafto  erit  valor  ipfius  jy:  zx  in  p , q,  m,  n radius  quzfitus  of- 
culi. 

Vel  compcndiofius , ponatur  loco  + s.(s — 

* ) />*-  lq<?yy  , loco  ?“  = Uqunx  + # ( * I ) '■mmyy  ; loco 

? =+sp‘~tqpmnx up,q"nx  + /(/■ — i ) p‘ -*  q»+-> y y -f 

isup‘~'  q*myy  + u(u — i ) p’ q" mmyy , & tum  valor  yy.x  erit 
radius  ofculi.  ( 4 ). 

Zzzzzz  i Vel 


( d ) Ut  ratio  hujus  operationis 
mani  fella  fiat,  fingatur  aequatio  ge- 
neralis exprimens  relationem  coordi- 

natarum  AE ,EB,  eflco  = Ap* q 

’^~BpC<i  -f~  &c.  ubi  A,  B , &c. 
fignincant  coefficientes  termino- 
rum ; a,  b,  c,  e , &c.  indices  pote- 
flatum  indeterminatarum  p & q ; 
quorum  aliqui  poliunt  efle  = o.  De- 
fignetur  quilibet  horum  terminorum 

[ negleflo  coefficicnte  ] per  ps  qU. 
Quibus  pofitis,  aequatio  exprimens 
relationem  coordinatarum  AG,  GC 

erit  ylt1  z -f- Btc ze  -f-  &c.  - — o , 
quorum  terminorum  finguli  negle- 
ftis  corfficientibus  exprimantur  e- 

tiam  per  t1  zU.  Sed  quia  t = p- f- 

C ?y  "H mx  ) • n , z = q (my  — 


qx):n;  erit  t =p‘  +sps~~lX(qy 

-f-  mx  ) : n -f-  — (s  1 ) p 5 2 

x ( qqyy  -f-  amqyx  mmxx 

&c.  Similiter  erit  zU=qU  uq*~l 

x(my qx):n  + 'll“  jj  q u~2 

2 

X C mmyy  — 2 mqyx  -f-  qqxx  J.nn  -f. 

&c.  adeoque  t**-u  sp*~l  q* 

*<qy  + mx);n+'<!=2lp'- Y 
2 

'X(nyy+  &c.):  nn  + up qM  1 

x(my qx ) : n+sups  1 qu  * 

X ( qmyy  -}-  &c.) : nn  -f-  ~~  " 

2 

p‘  q “ 2 x ( mmyy  — &c. ) : mt  -f- 

&c.  Ubi  notandum  primo  , quia 

Per 
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,o<>*  INVENTIO  SI 

Vel  adhuc  brevius:  aquatione  tota  ad  unam  partem  conffitu- 
ta , & neglefto  termino  quem  neutra  indeterminatarum  ingredi- 
tur; fiat  fraftio,  in  cujus  numeratore  pro  lingulis  ff  membris 
reponatur  +fsp‘~'m , & in  denominatore  + (* — f 
pro  lingulis  g<p  in  numeratore  — gmf ; in  denominatore +( i 


per  x Scy  intelliguntur  quantitate* 
infinite  parvae,  quarum  tamen y in- 
finities  major  cll  quam  x ; pofle  om- 
nes terminos  per  &c.  defignatos  ne- 
gligi  ; deinde  pofle  etiam  negligi 

terminum  ps  qu  , in  quem  neutra 
indeterminatarum  x & y ingreditur , 

quia  omnes  termini  ps  qu  limul  fum- 

ti , id  eft  , Apa  q b -+■  Bpc  q * + &c. 
o : tertio  pofle  quoque  negligi 

terminos  s p1'  1 qux  qy : n , feu 

sps  1 qU~^~* y:  n,  quod  ex  natura 
reftae  BF  ad  curvam  perpendicularis 
confequitur;  nam  dp  ■ dq  = q [BE]: 
m [ E F ].  Sed  aequatio  generalis 

differentiata  praebet  A a pa~~ 1 q^dp 

+ BcpC  Iqedp  + 6c  c.  + 

Abpaq^  ldq-±-Bepcqe  xdq 
4-&c.=0  ; id  eft  , dp:  dq=; 

Abp*  qb  1+BepC  q e 1 -f-  &c: 

— Aap  q — Bcp  q 

frc. q - m;  multiplicatis  extremis 

& mediis,  omnibufque  terminis  ad 
unam  partem  tranfpolitis  , erit 

Ambp  q -f-  Bmtp  q * -f- 

&c.  A Ap  4 1 qb~t~  1 -p. 

Bfpc~~ 1 q e^~I  -f~  &c.  = o,  id  eft. 


fubftitutis  t Sc  u pro  a Sc  b , item 

• S M— £ 

pro  c Sce  &c.  erunt  omnia  mup  q 

-f - s ps  1 q'‘~^~l  per  fuos  refpe- 

ftive  coefficientes  multiplicata  = a 
Reflabunt  igitur  , in  aequatione  ge- 
nerali, foli  termini  qui  per  x Sc  yy 

multiplicantur,  nempe  tps  1 q umx: 

n + s(s — i )ps~2  i u+2yy  • aw* 

— UpS  qux:n- 1-  SHp1  1 q u myy  : 

wn-f-  « (k i)pS  q u 2mmyy  .•  2nn 

1 z . Quia  vero  omnia  t x. 

o , erunt  illa  adhuc  =0,  fi 

per  2 nn  multiplicentur  , aut  pro  fin- 

gulis  r z ponatur  2sp  q mnx 

4 -s(* — Op  i yy  — 

2 up  q nx-f-2*up  q myy 

-f-  u ( « i ) />  g mmyy ; eic 

quibus  omnibus  , fi  eruatur  valor  ip- 
lius  x y erit  r =yy  '■  2 x , vel  fi  pro 

2x  ponatur  x,  ita  ut  fit  ts  7. u 

sp  q mnx- f-r(r — i )p  q yy 

t U . S 1 M 

up  q nx -f-2  tup  q myy 

4 -u(u — i)ps  qu  2 mmyy  t erit  r 
=yy : x. 
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— > u ) wgq"  ; pro  fingulis  hp>qH  , in  numeratore  h s p‘  q"  m No.  CIIL 

■ — hup’qH , in  denominarore  +(1 — j)  hpt- xq*-+' — nuhp,-"qum 
4-(i — *)  up‘  f~xmm ; critque,  ut  denominator  fraftionis  ad 
ejus  numeratorem,  fic  «ad  r,  fcu  BF  ad  radium  ofculi. 

Seu  fi  variatis  litteris , more  confueto , jequatio  exprimatur  in 
x & y i denotante  x abfeiflam , y applicatam , fic  infuper  z fub- 
pcrpendicularcm  EF , nec  non  exponens  poteftatis  x in  quolibet 
membro  dicatur  m , ipfius  y in  quolibet  membro  n ; reponendum 
erit  pro  fingulis  fxm  , +fm  x"”1*  in  numeratore  , & 4-  ( 1 — 
m)  r»fxm~tyy  in  denominatore  ; pro  fingulis  gyn  , — gny"  in  nu- 
meratore, fit  +C* — n)nqy*—t'zz.  in  denominatore,  pro  fingulis 
hxmyn , in  numeratore  bmxm-lynz, — hnxmy*  fic  in  denominatore 

•4-  ( I m ) mbxm  -y**-* 1 lynz  + ( I n ) nhxmyH  “‘«t. 

Tum  vero  ut  denominator  ad  numeratorem,  fic  BF  ad  radium 
ofculi.  Qua:  cft  Regula  exhibita  in  Att.  Lipf.  1700,,  pag.  jo8 
fic  feqq.  *. 

Si  Curva  in  initio  ipfarum  x axi  perpendicularis , radius  ofcu- 
li in  vertice  fic  invenitur.  In  squationc  naturam  curva:  expri- 
mente ponatur  pro  x ubique  yy:  tm,  fic  fublatis  fraftionibus  di- 
vidatur atquatio  per  y quoad  fieri  poteft ; quo  fafto 

i°.  Si  y evanefeat  , vel  ex  tota  aquatione  , vel  ex  duobus 
tantum  pluribufve  ejus  membris , rejedtis  reliquis  , qua-ratur  va- 
lor  ipfius  r fecundum  illa  qua:  remanent. 

zm.  Si  y evanefeat  ex  uno  folo,  deleantur  omnia  reliqua,  pra^ 
ter  illud,  vel  illa,  in  quo,  vel  quibus,  j minimum  dimenfionutn 
numerum  habet  ; ac  qusratur  tum  valor  ipfius  y exprimendus 
per  fraftionem  aliquam , cujus  numerator  unum  tantum  , deno- 
minator aut  unum  aut  plura  membra  habere  poteft ; 

m.  Si  r in  numeratore  tot  vel  plurcs  dimenfiones  habet , quot 
habet  ad  fummum  in  denominatore,  tum  r— ro. 

C.  Si  r non  reperiatur  in  numeratore,  r = 0Q. 

Zzzzzza  >.  Si 

* N*.  XCIV,  pag.  888. 
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iop<S  INVENTIO  SINGULARIS 

No.  CIII.  y4  Si  r in  numeratore  & plurcs  habet  dimenfiones  & paucio- 
res,  quam  alicubi  habet  in  denominatore , r=o  Se  00  ( e ). 

Harc 


( * ) Haec  regula  paulo  aliter  e- 
nuntiata  fic  facile  demonftratur.  Sit 
a-quatio>generalis  naturam  curvae  ex- 


a b 

y 


+ Bxc  ye 


datur  aequatio  per  y 2a+~  b ; eritque 
A~a  — C 


primens  Ax 

-f -Dxb  y^  Sic. — o.  Subftitua- 

tur  ubique  yy:r  pro  x,  [ubi  per  r 
intelligatur  non  radius,  fed  diameter 
circuli  ofculatoris  ] & habebitur 

’Ay2*  ^br-a  + By2c*-‘r-C 

+ Cy2^  r + Dy*4"*  r ~ h 

4-  &c. o.  In  hac  aequatione  fe- 

ligantur  termini , in  quibus^'  eft  mi- 
nimarum dimenfionum;  hi  erunt  vel 
nnus , vel  plurcs. 

i°.  Si  plures , ex.  gr.  tres , defi- 

•t|.  . 2 n+~b  — . 

gnentur  illi  per  Ay  r 4“ 

B,**~  + ~f  ■, 

pofitis  nempe  24  -i-  b = 2c  -H  e 

zf4-g  — 2b-t-k  — l , &c.  exiften- 
tibus  l & c.  numeris  affirmativis  ; di- 
vidatur aequatio  per  y24*~b  i erit- 
que Ar  a 4-  C4-  Cr  o 5 

nam  quia  y fupponitur  = o , reli- 
qui termini  Dy  +-  &c. , in  quibus  y 
reperitur  , evanefeunt  ; radix  igitur 

aequationis  Ar  4 -\~Br  C-\-Cr  ^ 
r> . dabit  valorem  finitum  dia- 
metri circuli  ofculatoris. 

2°.  Si  in  unico  tantum  termino 
reperitur  y minimarum  dimenfio- 
num, fit  ille  Ay 2<l*~b  r * , divi- 


4 -By 

2 h-i-k. — 24 — b — b 


+ Cy2f*-*-2a  — br—f  + 


n — R 4«»»  «r  ■■■■</  , a 

Dy  r 4-&c.  = 0. 

Ubi  flatim  liquet  r non  pofle  habere 
valorem  finitum:  evanefeerent  enim, 
ob  y infinite  exiguam , omnes  termi* 

ni  praeter  Ar  4,  qui  folus  foret 
= O . contra  hypothefin.  Sunt  igi- 
tur adhuc  alii  termini  , [ unus  vel 
plures,  ] in  quibus  y reperitur  mini- 
marum dimenfionum  cum  termino 

Ar  4 comparabiles:  ponatur  2e 

4_, 24 b — l;  if-j-g 

24 b==m;  2h  -\~k 24 — b 

n r erit  Ar  * -\-B y.t  C -f- 

Cymr  f-{-Dyu  r b -\ -Scc.  Hic 
fi  inter  numeros  l,m,  n,  Sic.  folus 

/fit  omnium  minimus,  erit  A r 4 

4-  Bylr~ ~~  =0,  reliquis  terminis 


cy 


'r~f 


4-  Dy1  r b , &c.  eva- 

nefeentibus ; hinc Arc  a . B 

yl n ; quod  oflendit,  fi  c 

4 fit  numerus  affirmativus , cfie 

r n : fed  fi  fit  negativus,  efle  r 

= 00- 

j°.  Si  duo  indices  fint  minimi  & 

aequales , puta l=m;  erit  Ar  4 

4-  By  r.  C 4-  Cy  r ^ = o » 

reli- 
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Harc  ex  occafionc  obfcrvationis  quod  pro  diflercntiali  ipfius  No.  Ciri. 
xx  aliquando  non  ponendum  fit  ixdx,  fed  dx1.  Altera  oblcr- 
yatio  eft  , quod  loco  diffcrcntialis  xx  , nonnunquam  ponendum 
fit  nec  2 xdx  nec  dx1t  folum  , fed  potius  utrumque  ixdx  + 
dx 1 ; nempe  tum  cum  x determinatur  ad  aliquem  valorem  , in 
quo  ipfum  2 xdx  ab  alia  atquationis  parte  deftruitur.  Sic  diffe- 
rcntiale  \/  ( zax — xx) , in  cafu  x = a . non  eft:  {adx — xdx): 
y'  ( iax  — xx  ) = 9 dx : a ; fed  potius  ( zadx  — ixdx  — dx 1 ) , 
zy/(2 ax  — xv)  = — dx1 : ia}  quia  quamvis  dx1  evanefeit  rc- 
fpettu  ixdx,  non  tamen  evanefeit  refpc&u  2 adx — t xdx  ; quin 
potius  hoc , ceu  purum  nihil , evanefeit  refpcdtu  illius.  Hinc  ra* 
dius  ofculi  i ex.  gr.  in  Ellipfi  , reperitur  ad  fummum  punctum » 
cum  x = ',a,  femiffi  nempe  axis  tranfvcrfi.  Aquatio  eft  abx 

— bxx=ayyi  diffcrentiando  habetur  abdx  ■ — 2 Ixdx bdx1 

==taydji  id  eft,  [ quia  abdx  & — ibxdx  fe  deftruunt]  — bdx 1 

— laydy  , &C  dy  — bdx1  : zay  = bdx 1 ; 2 a y/  {bx bxx : 

a)=z bdx 1 : ayj  ab  , five  dy^zzbdx1  : ay/  ab  =dxl : 2 r 

unde  r = ayjab:  ib  ( f ), 


reliquis  terminis  prae  his  evanefeen- 

tibus , hinc A r 4 : (B  r~~c  -J- 

Cr”“^)=y  = 0 , vel  A: 

( Br  4 e + Cr4  ■')  •. 0 ; unde 

fequitur  1°.  fi  a — c , Sia — /fint 
numeri  negativi  foier  = 0,2°.  Si 
fint  affirmativi  fore  r —00-  J°.  Si 
alteruter  numerorum  a — • c & a — / 


fit  affirmativus  , & alder  negativus  , 
hoc  eft , fi  4 fit  inter  c Si  f medius  r 
fore  r Si  — O,  Si 00- 

(r)  Ponitur dy^=dx1:2rr 

loco  dx  — dy 1 : 2 r ; quia  aequatione 
ab  axe  tranfverfo  Ellipfis  ad  axem 
conjugatum  tranfiata  , dx  tranfit  in 
. — dy , Si  dy  in  dx. 


ARTI 
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A R T I C U L.  XXIII. 

Inventio  Subtangentis  & Sulnormalis  fer 
procedentem  Methodum. 

Conf.  Nu*.  XCIV,  pag.  89 1,  o 

QUatrenda  fit  tangens  in  pundo  B [F/g.  34]?  Ducatur  per  B 
reda  BH  parallela  axi,  & politis  conflantibus  AE==x, 
BE=j,  confidercntur  BH  & H I ut  indeterminata:,  quarum 
illa  fit  = t,  hate  = z;  erit  ergo  AL  — x+t,  & LI=j  + 
z, : cum  igitur  eadem  fit  relatio  mter  AL  & L I quae  inter  AE 
& EB , feu  x & y i poterit , in  atquatione  data , loco  x fubflitui 
x -f- t , & y + z loco  y ; nec  non  loco  xm,  -f-  »txm~  1 1 + &c. 
& y*  -f-  nyH  ~'z  -f-  &c.  loco  yn , & loco  xmyn , xmy"-{-/jxMf~,z  + 
mxm -• .«/  j negledis  fcilicct  reliquis  terminis  in  quibus  / & z, 
aut  jundim  reperiuntur  , aut  plurcs  una  dimciifioncs  habent  ; 

• cum  omnes  illi  termini  evanefeunt , ubi  / & z infinite  parva: 
concipiuntur.  Et  quia  termini  illi  , in  quibus  nec  t nec  z repe- 
riuntur , funt  illi  ipfi  qui  dati  funt  in  arquationc  , adeoque  fc 
mutuo  dcflruunt ; funt  & illi  delendi,  fic  ut  pro  xm  tantum  po- 
nendum fit  mxm~'t , pro  y*  tantum  nyH~~xzy  & pro  xmy*  tantum 
nxmyn~l  z + wx"“  ly*t  ; unde  loco  formula:  arquationis  fxm. 4- 
gy"  + bxfyl  +4  = 0 fubftituendum  mfxm~'1t  + ng)"~' 1 ~ + 
qhxfyl—  rz + phxt~  ’yl  t = o ; unde  fiet  t:  z — — n&yn~ — 
qhxtyl- 1 : tnfxm— 1 Jf  phxP~l )?  ; quare  , cum  t & z exiflentibus 
infinite  parvis , t:  z = G E : E B = E B : E F ; erit  — ng ' 

■ qbxPyl  .•  mf  xm~ 1 -J-  phxf  ~'y1  = G E : E B j ~y"J  — E B 

EF  ; quare  fubnormalis  EF  = ( mfxn~l  + phxt~'yi  ) : 
( — ngy  *- 1 — q h xPy9  ) ; fubtangens  E G = ( — ng  y" 

qbxtyiy. 
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i—  qhxfyl ) : ( mfxm  + phxt-  'yl ) , & A G = E G EArr 

( — ngy* tjbxPyi)  : ( mfx  m~  lJrp  hxt~  ,y>)  — • x — ( t)gyn 

- — qkxryl — mfxm — phxtyi ) .•  1 -f- phxf~  'yl).  Iidcm  va- 

lores  harum  linearum  poliunt  quoque  vulgari  calculo  ditfcrcn- 
tiali  inveniri. 


A r T 1 c u L.  XXIV. 

1 

Extenfio  Methodi  pracedentis  pro  radiis  ofculi 
inveniendis  ad  illas  quoque  aequationes  alge- 
braicas  , in  quibus  occurrunt  quantitates  tur- 
da pluri-membres , ut  non  opus  fit  furdita- 
^ tem  ex  aquatione  tollere ; five  Demonfl  ratio 
* Regula  in  A 6\.  Lipf.  1700 , pag.  511,$  3 , 
* exhibita. 


QUia  pofitis  [ Fig.  j i ] A E = x , E B =y , E F = z , B D 
= t , & CD=r«,  reperta  fuic  AG=*x  + (y  u-\-zj):  n 
& GC=y+(zu — yt):n>  erit  EG  feu  dx  = {,yu  + zt)  • n, 
& dy~(zu — yt ):  »;1  adeoque  dx1  z=yyuu:  »n,  & d y1  =— 
x.zu  u : rrn ; evanefeentibus  reliquis,  propter  u~QOt.  Quibus 

t 

prajmiflis , cfto  quantitas  furda  in  atquationc  y ( x1  + d ) ; ad 

t 

quam  rite  differentiandam  , pono  f-=\J  ( xl-\-a ) , erit  ff  — 
xl-\-at  5 c differentiando  pfr~l  d£+^— — 1 ff~*  d/*  =1  xl~'dx 

2r 

Jac.  Berntulli  Optra.  Aaaaaaa  +/./ — i 

* N".  XCIV , pag.  891.Obf.III. 


ICo.  CIII. 
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j ioo  INVENTIO  SINGULARIS  RADIORUM  OSCULI. 
f^ZLL  x 1 ~xdx'  + &c.  fcu  pft-  'df  — lx*~ 1 d*  + — — **"  *dx\ 

P‘P~~.L ff-  '■df1  Sc  diyidcndo , df  = /x*-  'dx : pft- 1 + - ^ * 

xl~ldxz : pfr-1 — (/» — I )df' : z/*&  [ ponendo  llx'l~tdxk: 
ppf'P-  * loco  df1  ( • ) ] df—lx1  ~'dx : t>fp~'  + l-~  X1- 1 dx 1 : 

pft  -i {p i ) lix -'dx' : ippf'*~ 1 = diff.  ipfius  V'  ( **  + 

a).  Jam  ponatur  zt:  n loco  dx  [ncglc&o  yu , ut  pote  quod 

cft  incomparabile  ipfi  uu  ] & yy/tu : nn  loco  dx1 , fiet  diff.  v ( ** 

+ a ) = Ix1- 1 zt : pft - 1 n + L l~  jy  uu  : pft-' nn  — (/  — i ) 

l/xll-lyyuu:  ippfxP-lnn,  e quibus  ftatuendum  eft  ab  una  parte 
lx l- 'zt ; Pft “• n , & ab  altera  i ( i — l)lxl~l yyuu : pft-' nn  + 
(p  — i)  llxtl~ 'yyuu:  ippf*t~luu  ; unde  cum  uu:  u = r,  (equitur 

loco  f=\f{xl+a)  furrogandum  cfle  (b)  in  numeratore  fra#’ 
Oionis  /x1-' z : pft-' , Se  in  denominatore  (i — 

+ {p  — i)llxll-'yy:ppflP-'. 


(*  ) Ponitur  llx2U2dx\- ppf2p  2 
pro  df1}  quia  quadrando  aequatio- 
nem df / x ldx  :p fP~~  1 

'ILzll  x ^ J*  :pfP~l  — 

2 

(p — i ) df1 : a f,  provenit  df 1 = 

llx2l~ 2dx'  :pp  f2p~~2  +-  &c.  ubi 
reliqui  termini  per  &c.  defignati  re- 


fpeftu  primi  evanefeunt. 

(k)  Quemadmodum  t & u , ubi 
funt  = o j conveniunt  cum  dt  Se  du ; 
fic  etiam  in  hoc  cafu  / convenit  cum 
df,  & haec  (urrogatio  fit  non  tam 

pro  ^ (x  -+d),  quam  pro  v/(t  4- 
a)}  quod  er  fupra  didis  cum  lu& 
collatis  melius  intelligetur. 


* 


ARTI-* 
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ARTICUL.  XXV. 

Invenire  Radios  ofculi  in  Curvis  per  Focos 

defcriptis. 

I Modus. 


O Int  [ Fig . 3$]  AB,  BC  squales  curvat  particula;  G,H,  I» 
^ &c.  foci  per  quas  deferipta  c(l;  BN  radius  ofculi,  in  co- 
que aflumptum  punftum  S.  Produtts  intclligantur  AB  icGC 
ad  communem  occurfum  in  M , & angulo  BGC  squalis  conci- 
piatur angulus  MBD  ; nec  non  centro  B per  C deferiptus  arcu- 
Ius  L C D fccans  B M & B D , in  L & D , & fit  DE  parallela 
GM.  Poro  cfto  GO  perpendicularis  GB  , eique  parallela  SV. 
Appellentur  autem  = HB=j,  IB  = a;  BN  — r . BS 
: — a i AB  vel  BC  z=ds.  BK  = ^jr:  quibus  pofitis , erit  ang. 
BDE  = MBD  + BMC  = BGC  + BMC  = A B G ; quare  trian- 
gula ABK  & BDE  funt  fimilia  & squalia,  & DE  = BK— dx  ■, 
adeoque  CF  — DE  = ddx  j hinc  B V : BS[*]:=BF:BC:=c: 

a.  d dx 

CF DE  [ddx]  : CD  [ ; nec  non  BN  [r]:BC[dx] 


B C [<//]:  CL  [^-  ] j adeoque  totus  arcus  LD  = CL  + 

CD  = ds% : r + addx : BV.  Igitur  BL  [ds~\:  LD  [ — + 1 


— BG  c *] ; BF  [ > &quia  B V : BS  =: 

BF  ['X a.r*ddx ]:BC[^/].  erit  ddx=t(r$V\dt\ 
L r.  BV.  ds  J L 


Aaaaaaa  t 


— AX. 
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CHI.  — rf  .v.  BV.  d sx ):  aar  x.  Eodem  modo  fi  ducamur  ST  & S W 
perpendiculares  ipfis  BH  & BI,  reperitor  ddy  = (r.  BT*. ds'  ■ — 

Ay.tiT.ds'  ) : aary ; & ddz  = (r.  B\V“.  dsl «,BW.  dsl ) : aarz. 

Rurfus  FC  [ dx  j : BC  [_ds  ] = SV : BS  [ a ] , unde  dx=z  is\.ds: 
a , & fimiliter  dy  = ST.  ds:  a , & dz  = SW .ds : a. 

Efio  jam  arquarto  ad  curvam  bxl  4-  0*"4*  cz"~  conft.  cujus 
dirTercntiale  blsd*1  dx-\-  cmym-ldy-\-enz"-‘ldz  = o;  iterumque 
difierentiando  b / x*~ 1 ddx  + bl.{l — x ) xl~  *Jx‘  4-  cmym~  lddj  + 
cm{n>  — i ) ym~ 1 dy1  4-  enz”~ 1 ddz  + e n ( » — i ) zn~ 2 dzx  = o , 
ubi  fubftimtis  valoribus  ddx > ddy.Jdz,  ut  & dx1 , dyx » dz1 , & 
fadla  divifione  per  dsx : aar , habetur  blxt“1.B>\x  .r — <f£/x/-,.BV 

4-  b/{  l 1 ) xl~ \ SV1.  r -\-cmym~ *.  BT*.  r ac mym~' ‘.  BT  + 

cm(m — i ) )m~*  ST  !.r  + Mc**!.  BW*.  r — a e nzn~l.  BW  + 
tn{»  — i ) z" ~2.  SW* .r  = o , vel  [quia  BV*=bS* — SV*  = 
aa  — SV*  , &c  ] aablx,~1r  + bl  (/ — i )x/“2.SV*.r  — abl,xl~i. 

BV  a ac  nt  ym~xr  cm  ( rn 2 ))m~  *.ST*.  r acntym~ '.  BT  + 

A.icnzn~xr  + en  ( n — 2 ) z"~ \S W!.r acnz " B\v  = o , ad- 

coquc  r — {blxl~l.  B V 4-  C7ttym -,.BT -4-  cnzn~  W ) a : (aallx1-1 

4-  bl  (l 2 ) x‘~  *.  SV*  4 -aacnym-  1 4-  c*&’  2 )^*“2.  ST*  4' 

aacnzn~ 2 4-  ch  («  — 2 ) z"~ 2.  S\C  * ). 

1 1 Modus. 

Idem  per  novum  differemiandi  medum  obrinciur  ira.  Sun- 
to rurfum  [ Fig.  36]  GO  , SV , perpendiculares  ipli  GB  , & huic 
parallela  CE  lecans  BS  in  L ; fitque  CD  perpendicularis  ipfi 
BS  ; & centro  C,  radio  CE,  deferiprus  arcus  EF  lecans  dudlam 
GC  in  F.  Quibus  pofitis , funro  GB  = x,  GO=^,  BO=^, 
B D = r.CD  = u.  Erunt  G O [/> ] : BO  [xJ^EO^  — 

GE]:EL  [ px.  ~ • v GK  ] = CD  [ « ] DL  [ y 3.  Item  GO  [^}: 

BO[.?]^EO  [^-~G^]:LO[^=i-^l]==CD[*r]  : 

CL 
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CL  [ *—  ] = EC  — EL=EC  — a-4-*GE.  Hinc  GE 

P P 1 

+px — p.EC).x.  Sed  BD  + DL[/ + .v#.7>]==BO  — OL 

[q — M GE]  ; unde  denuo  GE  = (/t/4-A-*):  q 

= ( f * +PX  — p ■ EC ) : x ; quod  dat  EC  [ FC  ] = .v  — xt : q • f. 
( qqu  — xxu)  : pq—x  — xt : q+ppx-.pq  — x+  (p  u — xt  ) : q. 
Fingatur  C infinite  prope  accedere  ad  13 ; hent  CD , BD , GE , GF 
infinite  parva: ; fcd  13 D & GF  infiniries  minores  ipiis  CD  & GE: 
Eli  vero  tunc  GF  tertia  proportionalis  ad  2EC,  vel  iGB  & 

GEj  nempe  zGB  [ax]:  *GE[^,  quia  pt  rcfpcftu  \u  cvanc- 


fcit]  = GE[— ]:GF [— 1;  Quare  GC==FC  + GF  = * 

+ C pu  — xt):q  + xuu:  iqq.  Jam  quia  GB  cft  minor  x,  & GC 
major  x , potelt  in  atquanone  data  pro  x poni  x + ( pu  — xt).-  q 
4 ‘XHH:  iqq,  & pro  x1 , (x-\-{pu — xt  ):  q + XUU : I qq  )l  rrr  x1  4- 

( lxl~ 1 p h lxl  /).-  q +/»r luu:  1 qq  + U-{  l — 1 ) a'  ~x  ppu*  : qq  4* 

&c.  = [ propter  p = x.  S V : B V & q = a x : BV  ] x* 4-  ( f.\4 
SV* — V.^a  + /x‘-Kii\t:*x.  taj+in/—  i ) 

S V*.  xu  : &c.  Similiter  pro  ym  & z"  ponantur  rc- 

fpondentes  valores ; unde  pro  f =ib  x1 . pono  bxl 4- 

( bl\J-'.S\  .U  — blxt-  '.BV.  /):  a 4-  ( blxl~  B V*.  uit  + bl{t l ) 

xl~x.bVl.K*y  iaa  4-  &c.  4" c)m 4* ( ct»jm~"‘-8T.M  — 

4-(r  B Tx.u  n-\-c  m ( m — 1 )yn~l.  ST\  uu ) : ixa  4-  &c. 

4- ez," 4-  ( tnz* ~ 1 .S\V*  — enz" -*.BW./ ) : a 4 -(e/tz*-1.  B\\’  *.  «u 
4 — 1 S ^,1.uh)  : 2 a a + &c.  — />  & fubtracla 

squationc  priore  a pofleriore  remanebit"  prioris  differentia 
(£/a,~*.  SV.* — blx*~ '.BV./).  /4 &c.  = o ; in  qua  termini 
qui  denominantur  ab  u [ca?tcris  omnibus  neglcclis , -quippe  mi 
infim  ies  funt  minores")  inter  ie  aJ-rqoati  , & divifi  per  *t : j , 
exhibeat  sequationem  bbx1  -l.SV ST t/tz” ~ o; 
qua:  determina;  perpendicularem  turva:  BS.  Si  tero,  l ac  H4- 
pcc  habica  , termini  a /&  u u denominati  [ qui  fecum  icem 

Aaaaaaa  3 fn: 
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N».  CIII.  funt  comparabiles , fcqucntibus  vero  omnibus  infinities  majores  ] 
inter  fc  adatquentur  ( * ) , determinabit  aequatio  radium  ofculi. 
In  quem  finem  termini  qui  habent  t ftatuendi  funt  ab  una , Se 
qui  mu  ab  altera  parte , ita:  + 

enz,*-'.  i)x*-\S  V*  + 

cmym ~*.B1 1 +-  em  ( m — 1 )j"-*.ST*  + «m,*- *.BW*  — 1) 

z.n~l.S  'V/1 ) 'x.u  u : 1 a a •,  fadaque  convenienti  multiplicatione  Se 

divifionc  , r =.  [ cum  fit  BD  : DC  = DC : ir~\  ~ = (ab/xl~'BV, 

+acmym~'. BT  +-  aenz—  '.B\V):  (^~*.BVl  -t- 

BT1  +-  em  {m — ■ 1 )ym  ST1  +-  «t'-l,BW‘  +-*/»(/» 

I )*-*.  S\V‘). 

Inventus  igitur  cft  radius  ofculi , Se  quidem  ut  fupra. 

III  Modus. 

Sit  rurfus  in  fimili  Schemate  [ nifi  quod  nunc  GP  perpendicula- 
ris ipfi  BS  ] GB  = x , GP~^, BP~ p,  BD  — r,  CD  — u.  Erunt, 
produda  CD  donec  occurrat  ipfi  GB  in  N,  BP[y]:  GP  [_p  ] 

=BD  [r  ] : DN [£] i GR  = CN  +-  DN  = * ±-pt •• 

q ; RP  = GP GR  =p u pt : q i RP-f-DC— [ du- 

da  CQ  parallela  ad  BS  ] R Q =p  — pt:  q ; GP[^]:  G B [ x ] 

= RQ  [.P — P* : ?]  5 R C [x xt:q]i  G B Q jc  ] .•  G P [/>  ] = 

GR  [u-i-pt : q] : RE  \pu  :x+ppt:  q x] ; GB  [xj : B P [ q ] = 
GR  [*+-pr.q~\  : GE  [(7*  +-pt ) : x] ; FC  = EC=:RC+-RE 

==x  — xt : q 4- pu : x +- ppt : qx  = x +-pu:  x 4-  (ppt xxt ) : 

qx  =X  4-  (pu qt):x  ’t  GF  = GE1 : lEC  =qqun  : ix 1 [ e- 

vanc- 

( • ) Id  elt  , fi  in  aequatione  / — i , , . . „ . 

m p blx  .BW.r-f-  Scc.):  4 = o,  ter- 

( blx  .SV.K-f- cmy  ‘.ST.w-f.  minia  t & mi  denominati  inter  fe 
em?  ‘.SW.m)  ,4  = 0 fubtraftaab 
aequatione  ( blx^~~~  *.  S V.  « — - 
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vancfcentibus  reliquis  terminis  in  numeratore  & denominatorc],  jio.  cill. 
GC  [major  x]  = FC  +-  GF  = x+-  (pu — qt)  : x+-qquu ix' . 

Quare  major  xl  = xT+-  lxl  — * — lxl~ lqt  +-  i lxl  — *qquu 

— i ) x1 — * ppuu  4-  &c.  = [ ob  p = x.S  V:  a Sc  q=xB  V : 4 ] 

= x<+-  Ix1 *.SV.4;  4 Ix 1 *.BV.  4 4-  /x1 UiV*.**.-  Z44 

+ /(/ — i)x*  1.SV1.hk:  144,  &c.  utfupra;  unde  & cattera, 
ut  ibi. 

1 V Modus. 

Major  x=:GC  = v'(GQt4-QCI)  = ^((GP4-  PQ)’4-(BP 

— BD)*)=^  (//4-  i/*4-  uu+-qq — iqt+-tf)i  unde  major 

l l 

**=  [pp  4—  IpU  4—  UU  4—  qq iqt+-tt)‘  = ( X X -4-  lp  M 4-  uu 

iqt  4-  = x'4-  lxl~1pK+  \lxl~x  UU lx*~lqt  -J-  /(  * / 

— i ) xt~*ppnu—  [ob  p ==x.SV;  4 & q = x.B  V:  4 ] xl-\~ 
Ix,-'.SV.«:m  + B V.  / : u+Uxi^1uu  + /(1/ — i) 

44  — [ ob  i lxl~ 1 = lxl~'lxa : t aa  = ( / xl~  1.B  V1 
-f/x^SV*):  iaa)  x1  + Ix1 — *.S  V.*;4 — Ix1— >.  BV.f : a + 

( lxl — l.BVI.4*  + ^(^ — i ) x^.SV1.*# ) : Z44 , ut  fupra. 


ARTICUL.  XXVI. 

Inventio  Centri  Tenfionis . 

Conf.  N‘.  XCVIII,  pag.  932,  & CI, 
pag.  976. 

Olt  LG  [ Fig.  37]  compages  funium  reftorum  parallelorum 
^ atquidiftantium , ejufdcm  craflltici  & longitudinis  , alligato- 
runa  lines  rigida:  inflexili  B G , rotabili  circa  axem  G : Htec 

aperia- 
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Cni.  aperiatur  angulo  quocunque  BGH  > fic  funis  LB  extendetur  in 
BH , fenis  MD  in  DI,  funis  NF  in  F K &c.  Sublata  autem  fu* 
bito  vi  tendente,  magna  pernicitate  fele  contrahent;  qu®  qui- 
dem continuo  augetur  , ob  continuam  aitionem  vis  retrahentis. 
Sint  jam  terniones  BH  , DI,  FK,  contraita;  ad  BC,  DE,  FT; 
erunt  celeritates  acquifita:  punctorum  C,  E,  T,  ut  tenfiones 
BC,  DE,  FT  ; adeoque  virga  inflexilis  GC,  cui  alligati  fune 
funes  , nil  impedit  quominus  cum  his  celeritatibus  pergere  pof- 
fint.  Accedant  autem  novi  impulfus  a vi  retrahente  CS,  EQ, 
TR,  unde  punita  C,  E,  T,  appellerent  fimul  ad  S,  Q,  R,  ii 
ioluti  funes  clTcnt ; fed  quia  illigati  virga;  GC,  non  poliunt  fi- 
mul reperiri  in  S , R , propter  vires  retrahentes  [ hoc  clt 
tendentes]  CS,  EQ,TR,  tenfionibus  BC,  DE,  FT,  non 
proportionales : unde  vires  hce  fic  moderabuntur  aitiones  mu- 
tuas in  fe  invicem,  ut  puncta  C,  E,  T fimul  appellant  ad  P , 
Q,  V;  parte  refidua  virium,  velut  PS,  tranfiata  vclut  in  RV; 
exifiente  tamen  intermedio  quodam  fune , vclut  DE,  cui  nihil 
nec  aufertur,  nec  additur ; hoc  cft , qui,  fivcfcorfim,  five  jun- 
dtim  cum  cattcris  reforbeatur  ; eodem  momento  ad  Q accedit. 
Et  hujus  funis  DE  punitum  alligationis  E appello  Centrum  Jen- 
ftonis  ; quod  fic  invenitur.  Sit  [ Tig.  38]  AEC  Curva  Tenfio- 
nis , hoc  cft,  BC,  DE  [catdcm  qua:  in  Fig.  37,  J funium  ten- 
fiones , & A B , A D vires  tendentes , quibus  vires  retrahentes 
aquantur;  fitque  BC=.v,  DE=/>,  G C — nx,  GF .~np,  ABrr: 
j,  ADn^  ; unde  cum  vires  retrahentes  quoque  exponantur 
per  CS  & EQ^,  erit  etiam  CS  =y  > & EQ.=  ^;  & DF[/>]: 

BC  U]  = EQ[*]:CP[^]i  unde  PS  — CS  — CP=;  — 

qx:p;  & quia  [fimiliter  atque  in  dcmonftrationc  gcncraliftima 
Centri  Ofcillationis  ex  natura  veitis  , Vid.  Mem.  de  l'  Acad.  det 
Sciences , 1703  *»  ] omnia  produita  ex  latitudine  funis  ficu  ele- 
mento ipfius  GC,  ex  diftantia  ipla  GC,  & ipfia  PS  , debent 

asquari 


* N°.  XCVIII,  pag. 954  & feq. 
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aequari  nihilo,  hinc  erit  f(ndx.nx.(y — qx:p)')  = o,  hoc  cft,No. CIIL 

/(  nnxjdx nnqxxdx  :p)  — o,  fi  ve  fxydx  — jqxxdx  :p~\qx*e 

p,  indeque  q : p = j fxydx  :x*  ; quare  cura,  ob  datam  curvam 
AEC,  detur  q per  p , & j per  x,  cognofcetur  quoque  p per  x . 
Nominarim  fi  AEC  fit  Paraboloides , hoc  cft,  7— x",  & q = 
p™  , fiet  pm"~,=q:p=  jjxydx:  x*  — , 3 fxm*-ldx\  x * jx"”-1: 

m.i 

(w  + z)  ; adeoque  p — x y' (3  : (»»  + 2)) . & x:  p — BC  : 

W-l 

DE  = GC:GE  = i:  \J  ( 3 : (»*+  2 ));  quae  ratio  cum  fit  con* 
ftans  , cujufcunque  fit  longitudinis  x , vel  B C , vel  B H ; erit 
quoque  GH : GI  — GC : GE ; proinde  fibra  DI  eodem  tempo- 
re reforbebitur  , five  fibi  relifta,  five  jun£ta  cum  aliis  fc  contra- 
hat ; atque  adeo  I erit  centrum  tenfionis : & quideiri  fi  m =a  2 , 
fiet  GI  rz:  [ pofita  GH  = 1 ] | ; fi  m = 3 , G I = ■%/  ( 3 : 5)5  fi 
»»  = 4,  GI  = V(  1 • * )>  fi  «*  — 5 . GI=:  V(  3 • 7)»  &c. 

Idem  procedit  quoque , five  fola:  fibrx  in  fpatio  BFKH , five  in 
toto  triangulo  BGH  comprehenfx  laxentur.  At  fi  AEC  alia  fit 
curva  quam  Paraboloides  , variabit  ratio  x ad  p,  prout  variat 
x ; unde  GE  & GI  non  aquabuntur , nec  erit  una  aliqua  fibra , 
cujus  omnes  & lingula:  partes  [ five  feparatim  , five  in  complexu 
reliquarum  laxetur  ] eodem  tempore  relorbcantur  : unde  nec 
in  tali  hypothefi  dari  poterit  Centrum  tenfionis.  Interim  tamen 
poteft  inveniri  tempus,  quo  fibra  BC  vel  BH,  ipfcque  adeo 
angulus  BGH  reforbetur , ita  : Sit  CW  celeritas  acquifita  fibra 
BC  in  C=z:  erit  tcmpufculum  , quo  elementum  fibra  dx  ab- 
fumitur,  = dx:z-,  unde  , pofito  tcmpufculo  conftanti  dx:/t , 
erit, per  oficnfa  in  Articulo  IX  t,  incrementum  celeritatis  in  da- 
to tempufculo  = zdz\  a , quod  incrementum  proportionari  de- 
bet ipfi  C?  =qx:p  i quare  zdz'.ar=.qxdx:p  = [ per  modo 
inventa]  \dxfxydx : xx;  adeoque  zz:  ia=  3 f{d  x/ x y dx:x  x) 

& zz  = 6a  dx  fxydx : xx  ) , & z = ( 6*J\  dxfxydx  : xx ) ) , Se 

dx  : z=  dx:  ( 6af(dxfxydx:  xx)),  tempufculum  quo  cle- 

Jac.  Bernoulli  Opera.  B b b b b b b men- 

t Pag-  »031,  1032. 
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CENTRUM  TENSIONIS. 


Ko-  CIH-  mentum  d x abforbetur  • quod  adeo  eft  in  ratione  compofita  ex 
dire&a  jpfius  dx,  Sc  reciproca  radicis  quadrata;  fpatii  curvilinei , 
cujus  applicata  eft  fxjdx  :xx;  unde  fi  cum  tcmpufculo  quo 
particula  proportionalis  alterius  longioris  vel  brevioris  fibra; , hoc 
eft  i majoris  minorifve  anguli  GGH  abluantur , comparetur  , eo 
modo  quo  faftum  in  Artic.  IX  * , obfervabitur  diferimen  tem- 
porum , quibus  inzqualcs  anguli  abforbentur  , dependere  a 
concavitate  aut  convexitate  curva , cujus  applicata  =fxy  d x i 


XX. 


Eodem  modo  invenitur  Centrum  tenfienis  , fi  loco  virga  GH 
fubftituatur  afler  curvilincus  GIHFLG  [fvg.  39  ],  cujus  appli- 
cata HF  vocatur  t;  reperitur  enim  <j\  p = fexjdx : ftxxdx  (*); 
quod  relationem  exhibet  conflantem  ipfius  GI  ad  GH,  fi  GLF! 
quoque  fit  Parabola.  Etenim  polito  t—xut  ficut  y =r  x"  , Se 


& x:p—  i : 


”+3 

m+»+i 


(0  Quia  numeros  funium  'ap* 
plicatae  H F alligatorum  , quorum 
extremitates  rotantur  per  arcus  cir- 
culares habentes  radios  aequales 
ipfi  HG,  proportionalis  eft  ip- 


ii  applicat*  H F ; ideo  erit 
f ( nntxydx mqtxxdx : p ) = o , 

feu  ftxydx  = i ftxxdx. 

* Supra  pag.  io §0 , ic  feq. 
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A R T I C.  XXVII. 

Artificium  impellendi  Navem  a principio  motus 
intra  ipfam  Navem  conclufo. 

Auta  ftans  in  Iittorc  firmo  poteft  conto  propellere  navem  : 
ac  ftans  in  ipfa  navi  non  poteft  , quia  quantum  illam  pror- 
fum  impellit  , tantundem  illam  pedibus  carina;  innixus  retror- 
fum  pellit;  unde  vulgo  exiftimant  , non  pofle  motum  induci 
corpori  a principio  intra  ipfum  conclufo.  At  fequens  machina 
hujus  rei  poifibilitatem  oftendit.  In  navicula  A [ Fig.  40  ] fit 
BC  tabulatum  firmum , pcrfc&c  elafticum , puta  chalybeum  aut 
reticulatum , cui  appenfum  fit  in  B pendulum  B P , cum  annexo 
pondere  P,  itidem  elaftico;  quod  dum  defeendit  per  quadran- 
tem PC,  impellit  tabulatum,  & cum  illo  totum  navigium  pro- 
ram verfus  j ac  poftmodum  refleftitur , & redefeendendo  repetit 
fuos  i&us.  Ne  vero  motus  fenfim  languefcat  ; fed  id  , quod 
tum  abfumptum  fuit  a refiftcntia  aeris , tum  communicatum  na- 
vigio , reparetur . atque  pendulum  femper  ad  initium  quadrantis 
reafcendat  , mediante  automato  , ut  in  horologiis  pendulis  fieri 
folct , obtineri  poteft.  Quoniam  autem  pendulum  navem  non 
tantum  in  C antrorfum  impellit , fed  & in  locis  intermediis  qua- 
drantis extenfione  fili  BP,  tum  a gravitate  annexi  ponderis  P, 
tum  ab  ejus  conatu  centrifugo  fada  , navem  oblique  retrahit ; 
hinc  utriufque  hujus  impulfus  contrarii  quantitas  calculo  prios 
acftimanda  cft,  ut  conftet  utra  alteri  praevaleat. 

Sit  altitudo  dcfcenfus  perpendicularis  penduli , feu  ejus  longitu- 
do [#£.41]  BC=rf,  expolita  per  triangulum  KLM,  tempus  defeen- 
lus  perpendicularis  per  BC  exponatur  per  KL  = tj  erit  celeritas 
ejus  in  fine  cafus  LM  = ia:t  ( * ) ; unde  fi  tempus  dcfcenfus  & 

Bbbbbbb  2 afccn- 

(•)  Notum  eft  ex  Theoria  GaIiU/iha  , quod  in  hypotheli  gravitatis  con- 
flantis; 
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No.  cill.  afccnfus  penduli  per  quadrantem  five  integrae  ofcillationis  dicatur 
T,  fiet  impulfio  navis  proram  verfus  =2 aT:t  ( b ).  Videamus 
nunc  impulfum  contrarium  puppim  verfus , & quidem  profedum 
i°.  A vi  gravitatis.  Sit  tcmpufculum  conflans  K.S  = ZL~ 

dt  erit  tt:  dt1  = a : =KSV  vi  gravitatis , qua:  exponatur 

per  PE : hinc  fi  motus  per  P E rcfol vatur  in  duos  alios  P D & 
PF , & motus  per  PD  rurfum  in  duos  P G & PH,  atque  vo- 
centur B I = .v,  I P — y,  QP  = ds ; fiet  BP  [<*  ] : P I [j]  =— 

PE[^]:PD[t^]:i(em  BP  [^]:BI[*]  = PD  l^\-. 

PH  [ ] ; & quia  celeritates  in  P & C funt  ut  radices  altittt- 

dinum  IP,  BC,  celeritas  autem  in  C=LM=ii,r,  adeoque 
fpatium  tfla  celeritate  tempufculo  dt  peradum  atqualc  redangu- 
lo  ZM  — wti/:/,  & fpatium  eodem  tempufculo  altera  celerita- 
te tranfadum  QP  = ds  ; erit  B C [ \/  <r  ] : \/ 1 P [ ] = re- 

dang.  ZM  [ ] : QP[^]  i unde  2 dt  \Jay:  t =ds  , & dt  = 

tds : 2 \Jay  ; adeoque  PH  [impulfio  navis  puppim  verfus  a vi 
gravitatis  tempufculo  imprella  ] ■==xydt1  : tt  :=x)dsdt : zatsjay 
= xdsdt\!ay ; laat.  Quare  fi  omnes  prtecedentcs  impulfiones  re- 
praefententur  per  fpatium  curvilincum  JV,  & celeritas  per  illas  ul- 
timo acquifita  per  redam  z , fignificabit  triangulum  charaderi- 
fticum  *8y  (*)  ipfum  ultimum  impulfum  BH  = xd s dt yjay : 

laat  , 


fiantis>fi  tempora  defcenfuum  perpen- 
dicularium exponantur  per  reftasKL, 
KZ,  KSj  celeritates  acquifitae  exponi 
pnffint  per  applicatas  alicujus  triangu- 
li LM,  ZY,SV,&  fpatia  percurfa  per 
ipfa  triangula  KLM,  KZY.KSV. 

(*)  Per  impulfionem  navis  pro- 
ram verfus,  quae  ponitur  2 aT:  t , in- 
tdligitur  fpatium  quod  navis  cele- 
ritate 24 :t  lata,  tempore  T,  ina- 
qua non  refifiente  percurreret:  quem- 


admodum paulo  poft  per  vim  gravi- 
tatis iryelligitur  fpatiolum  , quod  gra- 
ve reda  defeendendo  , primo  tem- 
pufculo dt , percurrit , quodque  per 
triangulum  KSV  repraefentatur. 

(*)  Quia  per  omnes  praecedentes 
impulfiones  a fpatio  curvilineo  JV 
repraefentatas  intelligitur  ipfarum  ef- 
fedus , feu  fpatium  a navi  toto  ha- 
rum impulfionum  tempore  puppim 
verfus  deferiptum  j manifefium  cft  , 

quod 
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i qui  proinde  fi  dividatur  per  J « /3  = 'i<Jt  , dabit  in  ere- No.  em. 
mentum  celeritatis  (Zy,  fi  ve  dz.~xds^/ay : aat  — [per  naturam 
circuli  J ad)yjaf : aat  = dyy/aj : at , unde  * = zyfay : 3 at.  & sJt 
— zydty/ay  34/  =r  [ expungendo  dt  ] ; ds:  3 4 ( 4 ) = — 4 * : 

34  = — dx : 3 , ac  proinde  Ipatium  N,  fcu  fxdt—^a — }.v;id 
cft  , rcfpe&u  totius  quadrantis  — ' 4 ,•  quare  fumrna  impulfio- 
num  in  defcenfu  per  quadrantem  — ja,  & totidem  in  afccn- 
fu  : quod  facit  impulfum  totalem  a vi  gravitatis  navi,  tempore  T. 
puppim  verfus  imprefium  =fa. 

z°.  A Penduli  conatu  centrifugo.  Sit  [ Fig.  4*]  QJ)  tangens 
circuli , adeoque  PD  conatus  centrifugus  , qui  rurlum  refolvatur 
in  duos  conatus  alios  PG  5c  PH;  illorum  hic  in  trahenda  nave 
puppim  verfus  occupatur , ille  in  premenda  nave  dcorlum  ver- 
ius aquam  abfumitur.  Eli  vero , ut  confiat , PD  — PQ^:  2 B P 

=dsl : 2 a ; unde  BP[rf]:BI[x]  = PD  [^-] : P H 

24  L 244  J 

= [ ob  ds 1 = idt  f ay:t]  = xdsdtfay : aat ; qua:  prccife  dupla 
cft  alterius  imprefiionis  P H a vi  gravitatis  profed®  ( c ) : unde 

B b b b b b b 3 & to- 


quod  fi  ultimo  tempufculo  dt  nullus 
novus  accederet  impulfus  , n%yis  ea- 
dem celeritate  z , quam  ultimo  ac- 
quifivit  , pergeret  moveri  , & hoc 
ultimo  tempufculo  percurreret  fpa- 
tium  repraefentatum  per  parallelo- 
grammum  AuSa  ; fed  quia,  ob  acce- 
dentem novum  impulfum  , fpatium 
curvilineum  N non  folo  parallelo- 
grammo  Ap./ 3*  , fed  adhuc  trilineo 
m H y augetur  ; ideo  hoc  trilineura 
pro  effeftu  ultimi  impulfus  haben- 
dum efi. 

( d ) Eadem  aequatio  zdt  — yds  : 
54  = — dx:  3,  aliter  fic  invenitur  : 

Ponatur  PE 7,  — fol  licitatio  ni 

gravitatis,  erit  PF 

= gx  : a ,PH  =gxy  : aa.  Sit  ve- 


locitas penduli  in  P-=v,  cujus  ele- 
mentum cum  fit  in  ratione  visacce- 
leratricis  PF  & temporis  quo  deferi- 
bitur  elementum  arcus  Q P , erit  il- 
lud , feu  dv~ gxdt : 4 , & QP  =. 
ds  = vdt : hinc  vdv  -=igxds:  a = 
[ per  naturam  circuli  ]gdy,  & J vv 
— gy,  feu  v = \Ji  gy  i hinc  dt=z 
ds  :v  = ds : yjzgy.  Pofita  jam  ce- 
leritate puppim  verfus  , quam  navi9 
ab  aftione  virium  retrahentium  PII 
—gxy:  aa  acquifivit , =-  z,  erit  dz 
= gxydt ■■  aa  —gxyds  : aa2\lgy  [ob 
xds  = ady.~\  = gy dy:  a.\j  %gy  = 
dys/gy  • uyjz.  Ergo  i =y\hgy:  3 a, 
& zdt  =yds  ■■  34.=  — dx:  3. 

( e ) Aliter  etiam  poteft  oftendi- 
impulfum  a vi  centrifuga  ortum  div- 

plumi 
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Ne.  cui.  & totalis  impulfus  conatus  centrifugi  tempore  7 imprcflus  du- 
plus cfl  totius  impulfus  a vi  gravitatis  manantis , adcoque  f a & 
uterque  fimul  *4  + id=si*.  Ergo  (i  hos  impulfus , qui  na- 
vem tempore  7 puppim  verfus  impellunt , jun&im  fubtrahas  ab 
illo  qui  eandem  eo  tempore  proram  verfus  propellit , quique  in- 
ventus cfl  zaT : t , remanet , pro  parte  efficaci  hujus  impulfus  ver- 
fus proram,  iaT:t  — 24=24  (7 — t):t.  0 

Unde  conftat  fieri  hac  ratione  poffc  impulfionem  navis  verfus 
proram , quia  7 major  quam  t ; & definiri  illam  polTc  , modo 
habeatur  utriufquc  ratio ; qua;  fic  innotcfcct. 

Quia  tempufculum  dt , quo  deferibitur  arcus  quadrantis  QP 
vel  ds , repertum  cfl  /ds:  & ds—[cx  natura  circuli  ] 

udy  :y/ (44 JJ ) , erit  dt  =.  4tdy : t ^ (4ly uy' ) — [ pofito  4y 

= uu  ] atdu : \J  (4*  — *4)  = elemento  curva;  £laflicx , cujus 
integralc  [ per  Prop.  LVII  de  Serieb.  Infin.  * ] cfl  tu-.  4 + 1.  tu' : 
*.  5 <*’+  ••  3 .#**:  t-4-9  49  + 1.  3.  J /*" : 2.4.6.134"  &c.  five 

[fumto  pro  toto  quadrante  y,  adcoque  & # = 4]  = rx(  1 -f- 

— -1 — — -j — — f-  &c.  ) = circiter  [ per  Prop.  LVIII 

de  Serieb.  infin.  t ] Hi  * » u°dc  duplum  hujus , fcilicct  omnia  tera- 

pufcu  - 


pium  efTe  ejus  qui  a vi  gravitatis  ori- 
tur. Sit  f—  vi  centrifuga; , follici- 
tationi  nempe  quae  continue  agit  in 
pendulum  P fecundum  diredionem 
P D ; haec  licet  fit  variabilis  & qua- 
drato celeritatis  penduli  proportio- 
nalis , tamen  ut  conflans  potefl  fup- 
poni  durante  motu  qui  fit , tempore 
dt , per  arcum  infinite  parvum  QP. 
Conlideretur  reda  P D ut  fpatium 
aliquod  finitum  a mobili  aliquo  a vi 
/uniformiter  accelerato  tempore  dt 
deferiptum  ; fit  p pars  aliqua  redae 
PD  > quam  mobile  tempore  I per- 
currit, & v velocitas  acquifita  in  fi- 
ne hujus  temporis  j erit  ex  natura 


accelerationis  fdl  = dv,  & inte- 
grando /i  , hinc  dp  [ = vd$] 
= fldt  } & iterum  integrando  p 
= Jf* 6 ; fubftituatur  jam  pro  p in- 
tegra reda  PD  — ds1  ■■  24 , & dt  pro 
• , eritque  ds'- : 2 4 = dt1  hinc/ 
= ds1:  udt1  = [ quia  dt  = ds'  ^2gy 
ut  in  praecedenti  Nota  oflenfum  ] 
2gy:u.  Si  igitur  / exponatur  per 
redam  P D , erit  haec  2 gy ; a , & 
per  confequens  P H = 2g  xy : aa  ; 
quae  quantitates  duplae  funt  earum 

Jjuae  in  praecedenti  Nota  inventae 
unt. 

* Pag.  964. 
t Pag.  96$. 
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pufciila  dt , quibus  quadrans  totus  bis  percurritur  afcendendo  & No* 
defccndcndo , nempe  T—~,ty  adeoqoe  tandem  quantitas  im- 
pulfus  penduli  verius  proram  , qui  fingulis  temporibus  T impri- 
mitur , nempe  — t) : t = a = [ fi  vis ] c. 

Ut  jam  conflet  , quanta  portio  hujus  impetus  communicetur 
flavi  (f)  , datuatur  pondus  penduli  —p>  & pondus  navis  cum 
toto  fuo  apparatu  reliquo  = * » erit  momentum  penduli  divi- 
Tum  per  fummam  ponderum  ipfius  & navis  — pc.(p+n) ; cu- 
jus proinde  duplum  ipc:  (/>-+-  n)  [ ob  fuppofitam  corporum  ela- 
fticitatem  ] denotat  quantitatem  impetus  lingulis  temporibus  T 
navi  communicati. 

Uc  vero  tandem  determinetur  maxima  celeritas  navis , quam 
hoc  pado  impulla  acquirere  potcll , quaque  vocetur  z ; fit  pon- 
dus molis  aqua,  cui  navis  celeritate  ipc: (/>  + »)  lata  tempore 
T impingit  = 7;  erit  celeritas  navis  reddua  pod  impuifum  a- 
t p c 

qua  (» — 7)*  — •'(*+?)  > adeoque  pars  «jus  abfumta  , hoc 

p + n 

eft  reddentia  aqua  + — \ pqc : (p+n)  ($■+•»). 

Et  quia  reddentia  fune  ut  quadrata  celeritatum  navis , erit 
4 fPcc 


cum  navis  movetur  celeritate  maxima  z.  Unde  cum  reddentia 
ida  tum  navis  impulfui  ij>c(p-\-a)  debet  aquari,  fiet  7 (/>-{- 

n)zz : 


_ reddentia  aaua 
— renuentia  aqua. 


( t ) Videtur  mihi  hic  calculus  e- 
mendatione  opus  habere  ; nam  ela- 
flicitas  penduli  aut  tabulati  nihil  con- 
tribuit ad  impulfus  navi  puppim 
verfus  impreffos  de  a vi  gravitatis  de 
a conatu  centrifugo  Penduli  deriva- 
tos : deinde  refiflentia  aqua  non 
refte  computatur , dum  ponitur  na- 
vem aquabili  celeritate  2 pc:  (p-\~n) 
ferri  toto  integra  ofcillationis  tem- 
potc  Tj  & demum  in  fine  hujus 


temporis  refiftentia-m  pati  aqualem 
4pac;  (p-f-»)  (<?  + »)  ; etenim 
refiflentia  aqua  agit  in  navem  fin- 
gulis defcenfus  aut  afcenfus  penduli 
momentis,  de  non  tum  demum  cum 
pendulum  in  tabulatum  impi;ig;t ; 
adeo  ut  navis  durante  tempore  T 
inaquabili  celeritate  moveatur.  Sed 
hac  omnia  accuratius  examinare  • 
ob  calculi  prolixitatem,  ranc  non 
vacat. 


CIII. 
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No.  CHI.  »)  + »)==2/>r:(/«>  + /»);  quod  dat  *=/<■ \J(l»-{-iq): 

(/»  + »)v'^=r324rf/>y'(2»+2^):loo(iP  + »)V'^.  Sit  igitur 
pendulum , quod  ofcillationibus  luis  maximis  menfuret  T minu- 
tum fecundum;  erit  ejus  longitudo  a trium  pedum  horariorum, 
qualium  20  circiter  a gravi  perpendiculariter  dcfcendCntc  eodem 
fecundo  temporis  , experientia  tcftc  , tranfiguntur.  Sit  item  p -f> 
n [pondus  navis  cum  toto  apparatu  ] = 100,  cujus  pars  cente- 
fima  fit  pondus  folius  penduli  p — 1 : nec  non  pondus  molis  a- 
qua: , cui  navis  celeritate  prima  ipc:(p-\-n)  lata  tempore  T 
impingit,  q — 1 : erit  celeritas  prima  navis,  fi  ve  fpatium  primo 

tempore  T ab  illa  percuflum , ipc:  (p  + n)~  — c = 4 

‘ u IOO  IOOOO 


1 944  I 

= pcd.  hor.  =- pedis  horarii  circiter;  & celeritas  ma- 

10000  j r 

xima,  five  fpatium  tum  a nave  tempore  Ttranfa&um  324 ap<J(i» 

+ 2?):  ioo(/-f-/»)V7= V2  pcd.  hor.  = - 

7 f 7 10000  r IOOOOOO 


- - = — * ==  — = — pedis  horarii  circiter  ; unde  hac  cc- 

1000  aoo  40  8 

leritate,  tempore  unius  minuti  primi,  navis  percurret  81  > ped. 
hor.  & tempore  integra:  horar.  45»  5 o pcd.  hor.  Rcpcrio  etiam , 

quod,  30  minutis  fecundis  exaftis , celeritas  Navis  jam  tanta  fit, 

• 

ut  deficiat  a maxima  vix  — pedis;  & quod  tempore  horum 

IOOOO 

minutorum  fecundorum  jam  percurrerit  3 j 5 pedes.  Si  fit  rortra- 

ta  navis  , fic  ut  ratio  q ad  »+q-  qua:  ante  fuit  fubcentupla  , 

tantum  cenfcatur  fubmillecupla , manebit  quidem , ut  antea , 2 pc: 

(/»-+-»)  — j pcd.  hor.  circiter,  fcd  celeritas  maxima  z fiet 

V2000  00  347  , , , r • 

c = =4 pcd.  hor.  unde  fpatium  uno 

100  IOOOO  1000 

minuto  primo  tranfa&um  fit  »60?!  & integra  hora  156495  ped. 
hor. 

Obfcrvandum  catterum  , quod  dum  navis  movetur  , una  fe- 
cum rapit  pendulum,  eidemque  cymdcm  motum  imprimit»  adeo 

ut 
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ut  communis  hic  motus  confiderandus  (it  tanquam  abeflct , & No.  CllL 
□avis  in  quiete  iftum  penduli  exciperet:  quod  moneo,  ne  quis 
caufarc  poflit , navem  , dum  in  motu  eft , (ubducere  fc  penduli 
i&ui , eoque  debilius  pcrcuti  quam  alias  percuteretur. 


A R T I C U L.  XXVIII. 

Curvatura  Conoidis  in  Automato , cui  circum- 
plicata catenula  rotis  horologii  motum  a- 
quabilcm  conciliat : Dedutta  ex  illis  qua 

habentur  in  Comment.  Acad.  Reg.  1705, 
pag.  176.  * 

Olt  Elater  in  ftatu  naturali  XC  , [ Fig.  4}]  ifque  a potentia 
majore  bm  curvetur  in  XA,  a minore  bn  in  XBj  fic  ut  ex- 
tremitas ejus  C , dum  fefc  reftituit  elater , delcribat  curvam  ABC, 
manente  altera  extremitate  fixa  in  X : Sunt  autem  AX , B X , 

CX  ejufdem  ad  lentam  longitudinis  , propter  exiguam  claceris 
craflidcm , coque  tenfionem  ejus  in  fuperficie  convexa  vix  per- 
ceptibilem. Sit  A N G H I &c.  chorda  vel  catenula  annexa  ex- 
tremitati elateris  A , & ambiens  Spiram  conoidis  GHIK.  Quare 
dum  elater  fefc  reftituit  ex  A in  B , convolvitur  catena  circa 
AB,  adeoque  revolvere  facit  Spiram  GHIK  circa  F,  fic  ut  GH 
exiftente  = A B , ipfa  F H veniat  in  fitura  F G , fiatque  dirc- 
ttioni  catena:  AN  perpendicularis : unde,  cum  vis  elateris  tum  cx 
hypothefi  fit  bn , erit  momentum  hujus  potentis  ad  circumagvn- 
das  rotas  = bnx  FH  , quemadmodum  antea  erat  =br/rx.FG: 
Quare  cum  momenta  femper  squalia  ponantur  , erit  b m x F G 
Jac.  BerneuUi  Opera.  C c c c c c c —bn 

* N°.  CII , pag.  97 6 3 & feq. 
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. CHI.  =bn  x FH , adcoquc  FH : FG  = m : n.  Requiritur  ergo  dura- 
taxat,  ut,  data  potentia  bn  tendente  elaterem  , quasratur  locus 
punfti  B-,  hoc  cft,  ut  reperiatur  curva  ABC,  quod  ita  fit.  Quia 
momenta  omnia  virium  tendentium  fibras  elateris  [ per  ea  quse 
ditta  funt  in  Mem.  de  C Ac  ad.  da  Sciences  17  oy » pag,  183  t ] lunt 

bb  b b ■ 

‘-frtdt  = --^ffTdT  [feriptis  r & p pro  eo  quod  ( * ) loco  cita- 
to exponitur  per  m & f*  ],  & momentum  appenfie  potentias  bm, 
cft  bmx , aut  potentia;  bn , bnx  [appellando  XN  vel  XL,  x], 
b b 

erit  tum  ~ frtdt  — mx , tam  - fitdt  — nx  ; quare  cum  ex  hy- 

pothefi  detur  r per  /,  dabitur  & / per  m & x,  nec  non  / per  n & 
x i adeoque  & r dabitur  per  m & x,  aut  per  n & x , cum  utique 


|i  detur  per  t,  quod  ipfum  datur  per  /,  propter  ~ frtdt  — 
~ fprdr.  Fafto  itaque  [ Fig.  44  ] rettangulo  XY,  latere  XQ 


= 1 , & XA  = longitudini  elateris  XC  [ Fig.  43  ]j  conftituan- 
tur  curvae  QR , Q p S , &c.  nec  non  X M , X , &c.  tales  , 
ut  fit  ubique  NR  = bf  : f (bbff — (/'(/  + t) d x)1  ) quatenus  / 
datur  per  m Sc  x ; & Np  — bfiy/(bbff  — (/"(  / 4-  t ) dx  )2  ) qua-, 
tenus  / datur  per  n & x,  nec  non  NM  & N f*=f(t  -\-r) d x : 
\J  ( bbff — U{t  + r)dxy)  quatenus  / datur  per  m vel  »,  & x: 
Tum  abfeiflis  fpatiis  XNRQ,  XLSQ,  &c.  lingulis  aequalibus 
re&angulo  conftanti  X Y , erunt  XN , XL , &c.  = x , & fpatia 
XNM-,  XLW , &c.  lingula  applicata  ad  unitatem  XQ=jt  (*). 

Pofitio 


f Supra  , pag.  98 6. 

(»)  Significationes  litterarum  b , 
1 1 t,  r \_rn],  f [p]  repetenda-  funt 
ex  loco  citato  Commem.  Acad.  Reg. 
[ Pag-  p8< 5 ]•  Infpiciatujr  ibi  Fig.  y, 
nempe  b fignificat  crafiitiem  lamina; 
elaflicae  1K  vel  AB;  t tenlionem 
RT  fibrae  data:  longitudinis  / fa- 


dam  a vi. tendente  NR r [ m]  ; 

t comprertionem  f 0 ejufdem  fibrae 
fdftam  a vi  comprimente  N f f 

I>1- 

(‘)  Demonflratum  eft  ibidem  , 
aequationem  generalem  curva:  Ela- 
freae  KAN,  exiflentibus  AD  = x, 
NA=;t,  AH  =ds,  efle 
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Pofitio  ipfarum  x k y in  43  Fig.  fic  determinatur:  Failo  femi- No.  CIU. 
circulo  DEX  fuper  quavis  diametro  DX , applicetur  in  illo  X E 


Ut  fit  DX : XE  [~ds:  dx] 


bf 


1=0 


' y' [bbff—  (/(/  +r)  dxf  ) 

LS:  X Q [Fig.  44]  & producatur  XE  £ Fig,  43  ] in  L,  ut  fit 
XL=XL  [//£.  44  J ac  denique  erigatur  fuper  XL  [ Fig.  43  ] per- 
pendicularis fpatio  XLVV  [/^.44]  applicato  ad  XQ, 

erit  B punitum  in  curva  optata  ABC  [Fig.  43];  & fic  tot  alia  pun- 
ita invenientur  quot  libuerit.  Sint  itaque  A & B punita  fatis  vi- 
cina; Dico,  fi  liiper  FG  erigatur  triangulum  FHG,  ut  fit  GH 
r=AB,  & FHrrwxFG:»,  fore  punctum  H in  Spira  conoi- 
dis  GHIK  j quo  paito  & alia  cjufdem  Spira:  punita  inveniuntur. 


supplicatio  ad  vulgarem  tcnfionis  hypothejin. 

Sit  [Fig.  5.  'Mem.  de  C Acad.  1705  *,  ] linea  tenfion»  & com- 
preflionis  TVNi/9  una  linea  rcita,  & fit  r = t , ut  A p — .«• , 

erit  It  =-^~  frtdt  = 1 fprdr  — ’r;  adeoque  t~  t:  nec  non 

t t f T 9 

b 

%ut  = y fr* dt = nx i unde  / vel  r==.inx-.  b.  Quare  dj — 

dxf[t+r)dx:  f^blff—  (/(/  + T)  </*)>)  ==dxf~—  : 

b 

Ccccccc  l \^bbff 

dy^=zdxf(t+-r)dx:  \/  (bbff — ■ lo  conflanti  X Y ; &quiaperean- 
(f(t-t-r)  dx)*),  feu  bfdy~dsf(t  dem  conflruftionem  N M vel  LW 

-t-  T)  dx ; quare  ds  —bf{yf(  t+-r)dx  • f(  t+-r)dx:  y/(  bbff (f(  r +- 

= bfdx : yj(lbff (r(t+~r)dx)'))  t)  dx)'-)  , erunt  area:  XN  M , vel 

& integrando  s^f(bfdx:f(bbff—9  XLW  ==f(dxf(t+-r)dx:  sj(b'ff— 
(/"(  *4-t  ) dx)1))  [ per  conllru-  (/(t  4-  x)dxY))  =fdy\  adeoque 

itionem ] area:  XNRQ  vel  XLSQ  iflafpatiaad  unitatem  XQ  applicata 
[ Fig.  4 4 ] ; unde  fi  pro  s fumatur  in*  funt  ==  y. 

tegra  longitudo  elateris  XC  =XA  ( c ) Quia  DX  tangit  curvam  E- 
* t =XAxXQ  = reitangulo  XY,  laflicam  XB,  ideo  erit  [pofitis  XL 
debebunt  fingulae  areae  XNRQ,  = x,  XB  — s]ds:  dx  = DX  : XE. 
XLSQ  , &c.  aequales  efle  reitangu-  * Fig.  j,  N*.  CII. 
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N°  V(  Wff' — ( y ) = 3 : y'  ( i4//  — $»».v4 ) = xx</x  ; 

b 

y/ {—• — — *4)>  adcoquc  ds  — ^—  dx : s/ — x4).  Quar 
9 nn  3 n 9 n x 

abfque  quadraturis  ope  curva:  Lemnifcata:  fic  conftruuntur  [ Vid. 
Att.  Lipf,  1694,  m.  Scpt.  p.  338.  t ].  Super  femi-axe  minore 
AB  \_Fig.  45  ] —b\jCf:  3»)  1 ftatuatur  Lemnifcata  AEDB , nec 
non  Ellipfis  BIF,  cujus  femi-axis  major  AF  fit  = £^/(  if\  3»  ). 
Abfcindatur  in  Lemnifcata  ex  nodo  ejus  A portio  A E D = lon- 
gitudini elateris  XC  , [ Fig.  43  ] & fubtenfa:  reda:  AD  fiat  a:qua- 
lis  AH,  & erigatur  HI  parallela  AF,  erit  reda  AD  vel  AH  = 
x ~ XL  [ Fig.  43  ] , & FI  — AED  —j  — L B [ Fig.  43  ].  Dein- 
de fumta  n majore  vel  minore,  fiat  rurfum  A 3»), 

& fuper  A /0  deferibatur  alia  Lemnifcata  /3  , & alia  Ellipfis  0y  i 
quod  fit  dummodo  trajiciatur  ex  nodo  infinita  reda  AD  y fccans 
indefinite  curvas  AEB  5c  BGF  in  D & G , atque  jundis  B D , 
B G , fiant  parallcls  (3$ , (3y , fccantes  infinitam  in  J1 , y i ha:c  c- 
nim  erunt  punda  in  nova  Lemnifcata  & tllipfi.  ( d ). 

f N*.  LX , pag.  609.  gula:  Articulo  1 1°.  horum  Pofthu- 

(*)  Ratio  hujus  conftruftionij  inorum  traditarum  , pag.  1COO , Si 
manifefta  fiet  ex  Exemplo  1 primae  1006. 

Regulx , Si  Exemplo  1 quarta:  Re- 


* 


ARTI- 
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No.  CIXL 

ARTICUL.  XXIX. 

Problema  de  Curvatura  fornicis  , cujus  partes 
fe  mutuo  proprio  pondere  fujfulciunt 
fine  opere  crementi. 

C It  Fornix  A B C [ Fig.  4 fi.  J conftrudus  cr  lapidibus  caefis 
^ D K L E figura:  fere  parallelogramma:  redangulas  oblongte  , 
nifi  quod  KL  tantillo  major  fit  quam  DE , latitudinis  D K val- 
de exiguae  vel  infinite  parva:;  & vocetur  EN  = ^x,  ND  = </jf, 

DE  [ pondus  particulae  DL  ] = ds,  adeoque  pondus  ipfius  BE 

— s.  Concipiatur  pars  fornicis  EBF  [deficientibus  partibus  in- 
ferioribus  AE , CF  ] fuftincri  a filis  perpendicularibus  LG , FH, 
fuftinebit  utrumque  dimidium  ponderis  EBF,  hoc  cft  EB,  feu  /. 

Si  porro  loco  fili  HF  fubfternatur  fulcrum  in  F , potentia  fuftinens 
in  G manebit  eadem  quae  antea,  eritque  =s . cum  fuftincat  ve- 
dem  EF,  cujus  medio  M appenfum  intelligitur  pondus  EBF  feu 
is.  Quod  fi  oblique  trahatur  idem  vedis  fecundum  redam  LI  tan- 
gentem fornicis , demifia  in  LI  perpendiculari  FI , erit  potentia 
trahens  duda  in  FI  — ponderi  appenfo  EBF  in  FM=FBx 
FE=/xFEj  adeoque  potentia  fuftinens  filum  LI:r=FE: 

FI  = [propter  fimilia  trianguk  EFI , EDN]  DE:EN=<&: 
dx;  adeoque  dida  potentia  [ proinde  & vis  qua  premitur  lapis 
DL  juxta  diredionem  LK  perpendicularem  plano  EL  vel  DK  ] 

— sds:dx.  Porro  confidcrandum , quod  fi  auferretur  pars  for- 
nicis EBF  , Iapis  D L nullo  cemento  cum  parte  inferiore  A K 
cohaerens , proprio  pondere  cadere  ncccflum  haberet ; idque  vel 
labendo  fuper  plano  K D , fi  hoc  planum  fit  perfode  lubricum ; 
vel  rotando  circa  pundum  D , fi  in  D K fit  fridio : utrumvis 
autem  fiat,  erit  conatus  hic  dcfccndendi  [ hoc  cft  potentia  fufti- 

Cccccc  c } nens 
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tsn.  CIII.  nens  Iapidem  in  centro  graviratis  ejus,  filo  OP  perpendiculari  ad 
DF.  ] ad  pondus  lapidis , ut  DN  ad  DE  , fcu  uc  dy  ad  ds ; adeo- 
c que  cum  pondus  lapidis  fit  — — ds , erit  defeendendi  conatus  ~^dy. 
Habemus  ergo  duas  potentias  sds-.dx  & dy  ; quarum  illa  lapidem 
impellit  fecundum  tangentem  curvte  I L , ifta  fecundum  redam 
PO  curva;  perpendicularem : momenta  autem  harum  potentiarum 
variant,  prout  variat  hypothefis,  6c  lapis  vel  Iabendo  vel  rotando 
dclccndcrc  conatur  ( * ). 

i.  Si  labi  conetur  lapis,  hoc  cft,  ejus  partes  KD  5t  LE  cura 
omnibus  intermediis  trquali  nilu  in  redis  ipfi  K D parallelis  def- 
ccnderc  afVcdcnt;  oportet  concipere  lapidem  indar  cunei  fefe  in- 
trudere conantis  jntra  triangulum  DQF. , qui  dum  ex  KL  pervenit 
infitumDE,  hoceft,  dum  fp3tium  KD  abfolvit,  potentiam  pre-  K 
mentem  fecundum  IL  rctropellit  longitudine  KL  — DE ; quare , 

ex  natura  cunei,  vis  dy x KD  = vi  — x(KL  — DE), hoc  cft, 

X quia  KD  : KL  — DE  = D Qj  DE  — t [ radius  ofculi  ] d s ] 
z.dy  ■, — : sds1 : dx , hoc  .cft,  f propter  z,  z=zds' : dyddx,  pofita  dy 
.conflante  ] ds' : ddx  — sds ' : dx  , fcu  ds : s—  ddx  : dx. 

i.  Si  propter  impedimentum  fridionis  in  KD  rotare  conatur 
lapis  circa  D:  concipiendus  cft  vedis  DK,  quem  potentia  sds: 
dx , applicata  in  extremitate  F. , impellit  fecundum  diredionem 
IL  vel  huic  parallelam  ER  , dum  potentia  dy  applicata  in  vedis 
medio  O eundem  impellit  juxta  diredionem  PO  i quare , ex  na- 
tura vedis , sds  : dx  inDR  = r/)fin  DO:  cft  vero  DR  [ fubtenfa 
gnguli  contadus  ( b ) ] zc:  DE1 : ds' : z , unde  sds * : cdx  ~ 

dy  x 

dimidio  OQE  ; quippe  RD  perpen- 
dicularis fupponitur  ad  veftcm  DE  , 
a deoque  parallela  redi*  PO  vel  OQ, 
polito  DQ  & EQ  efic  duos  radios 
circuli  ofculatoris  , & tangentem  ER 
effe  perpendicularem  ad  radium  EQ; 
ita  ut  anguli  RED  & OQE  fint  fin- 
guli  ejuldcm  anguli  DEQ  vel  OEQ 

com- 


(a)  Imo  non  variant,  ut  mox  o- 
flendetur. 

(-**')  Subtilis  hic  e(l  paralogifmus. 
Subrenfa  anguli  contadus  DR  non 
DE1:  DQ,  fcd  DE‘:aDQ. 
Nam  R D & D Q non  in  dirtdunt 
jacent , nec  angulus  contadus  RED 
, aqualis  ell  angulo  DQE,  fed  ejus 
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dy'x'DO  = dyds : i » adcoquc  zdy  = isds1 : dx  ; hoc  cft,  [ pro-  No.  CIII, 
ptcr  z = ds ‘ : dyddx  ] ds* : ddx  = uds1 : dx  . hoc  cfl  ds:  i s = 
ddx : dx. 

Habemus  ergo  duas  atquationes  ds : s = ddx : dx , & ds : 2/= 

ddx : dx , fcu  sddx dsdx—o,  & isddx dsdx  = o,  hoc 

cft,  integrando  dx : s=zdy:  a , & dx1 : s — dyl : a , (eu  s — ? 
ddx : dy  , & / = ddx 1 : dyl. 

Ad  refolvcndam  priorem;  quadretur,  ut  fit  ssdy1  ~aadx'~ , 

& addatur  ssdx 1 , erit  ssds1  = aadx1  + ssdx1 , fcu  ssds1:  {a a 4-  ss) 

= dxx,  & integrando  y/(aa  + ss)  = xs  indeque  s—  y/(  xx  — 
da)=adx : dy ; unde  dy  = ad  x : y/  ( x x — da  ) , quod  indicat 
curvam  Catenariam,  ut  habet  Gregorius*. 

Ad  refolvendam  pofteriorem  sdyz  = adx1  , addatur  ady1 , erit 
ady1  -\-sdy1  = adsx , hoc  cft  dy  yj  (a-\-s)~ds  yj  a , fcu  dy  — : 
dsyja:  y/  ( a-+-s)  , & integrando  y—iyj  (aa  -+-as)  ; indeque  s = 

( yy 4 aa  ) : 4d  = ddx1 : dy1 , unde  4 aadx1  = yy  dy 1 4 aady1 

& zadx  = dy  y/(yy — 4^<f);  cujus  cccc  Conftrutfioncs  duar. 

I.  Ope  Hyperbolo. : Fiat  hypcrbola  Kquilatera  BC,  [ Fig.  47  ] 
cujus  axis  B D , centrum  A , femiparameter  A B = 2 4 , & AD 
=y  , erit  DC  — y/(yy  — 4 aa)  ; in  hac  igitur  produ&a  capia- 
tur DF=  Ipatio  BCD  divifo  per  AB;  crr.quc  punctum  F in 
curva  optata  fornicis  B F : quia  dificrcntiando  habetur  Diff.  D F 
; — - Diff.  BCD  : AB  = dy  yj ( yy  — 444) : 2 a , hoc  cft , ia  x diff- 
DF  = dy  yj  (yy  — 4 aa ) ~ ladx.  Ergo  DF=:.v. 

II.  Ope  Logarithmica  vel  Catenaria : Efto  [ Fig.  48  J Loga* 
rithmica  qutevis  HGBIK , cujus  axis  N M , & fit  applicata  B A 
~ fubtangenti  —ia  — b > 1'umtis  indefinite  in  axe  ex  utraque-' 

parte 


complementum  ad  rc&lim  ; unde  e- 
rit  0^  : OE  [ i DE  ] — DE : DR 
D E1 

C — ] = [ ob  differentiam  inter 
2OQ 

DQ  & OQ  infinite  parvam]  ^ ^ . 

• 2L<t^ 

Correfto  igitur  hocerrorc,  prodibit 


eadem  arquatic  quae  in  priori  hypo- 
thelt , adeo  ut  Catenaiia  utrique  hy- 
potbeli  fatisfaciat. 

* Tranf.  Phil.  Np.  23  r.  A;  1^97 , 
Aug.  pag.  633,  vel  Aii.  Erud. 

Jul.  pag.  309» 
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No.  CIii.  parte  reflis  squalibus  AE,  EN,  AL,  LM  , applicentur  Logarith* 
mica:  totidem  refla:  EG,  NH,  LI,  MK , & ex  EG  abfeindatur 
EC  [cui  fiat  squalis  AD]  = iEG  + jLI;  erit  punftum  C ex 
conftruflionc  Ltibnitiana  in  Catenaria  B C : junfla  C D produca- 
tur in  F , ut  fit  D F = * N H . — * MK  — i A E , babebiturque 
F punfluui  iu  curva  optata  fornicis  BF. 

Demonstratio. 

Sic  EG  =p , fient  NH  =pp  ; b , L 1 = bb:  p , MK  =ab' : pp 
& AF.  = log.  p ; critquc  y = A D = E C = j EG  -J-  J L I = 1 p 

+ ibb:p-t  adeoque  d)z=z[dp 'ibbdp:pp,  &.  y y p p + \b  b 

+ \b*:pp,  & yy bbz=\pp i bb  -f-  J b*  : pp  , It  y/ (yy bb) 

= \ p \bb:  p ; proinde  dy  ( yy 4 a a)~  dy\J  ( yy b b ) 

= i (dp bb  dp:  pp  ) xj  (p bb:  p ) — \pdp J bbdp  : p + 

\ b*dp:p\  Porro  * — DF==i  NH  — i MK  — J AF  — \pp : b 

■ — • b':pp  — i log . p,  & differentiando  dx=\pdp  : b-\-\b'dp : 

p ' i idp  : p , adeoque  bdx  — tadx  ==. « pdp  + j b*dp : p 1 — i bbdp\ 

P — dy\J  {yy  — 4 «*)•  Q^E.  D. 

Nota.  Poflet  quis  objicere,  gratis  fumi  fulcrum  in  F pun- 
flo  lines  horizontalis  E F [ Fig.  46  ] > pollet  enim  eodem  jure 
alibi  accipi,  puta  in  S,  & tum  videtur  planum  LE  a majori  in- 
cumbente pondere  EBS  fortius  urgeri  quam  antea ; unde  fornix 
in  eadem  parte  fimul  & fortius  & debilius  premeretur  , prout 
fulcrum  in  F vel  S concipitur  : quod  abfurdum.  Refpondctur  : 
Oflendendum  cfl  hoc  non  fieri  , fcd  ubivis  fumatur  fulcrum  in 
utraque  noflra  curva,  vim  quam  iuilinet  filum  LI  conflantcr  efle 
sds : dx , aut  eam  , quam  fuftinct  filum  LG , efle  /. 

1.  Sit  EBS  Catenaria , cujus  tangentes  in  L & S concurrant  in 
T , c quo  demiflum  perpendiculum  TY  fccct  veflem  SL  in  X , 
& ducantur  SV , SY  normales  luper  LI  & TX.  Conflat  cen- 
trum gravitatis  portionis  catenaris  EBS  reperiri  in  perpendiculo 
TY  , adeoque  tantundem  efle,  ac  fi  pondus  EBS  appenfum  eflet 
in  punfto  X veflis  SL ; quare  oflendendum , potentiam  Ll  fcu 

sds : dx 
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sds : dx  in  SV  = ponderi  E B S in  SY , quod  ita  liquet : Quia  / No.  qh, 
= ( xx  — a/t ) , erit  ds  = xdx  : / , & sds  : dx  — x.  Sed  ipfa  x 

in  Catenaria  exhibet  ejus  firmitatem  in  punfto  L,  qua;,  ex  lege 
gravium  filis  fufpcnforut* , debet  dic  ad  pondus  catena;  E B S 
tanquam  appenfum  in  T , ut  finus  anguli  STY  ad  finum  anguli 
STL,  hoc  cft,  ut  SY  ad  SV,  quare  x feu  sds : d x in  SV  = 
ponderi  EBS  in  SY.  E.  D. 

2.  NB.  In  altera  curva  deprehendo  iftud  non  procedere:  unde 
fufpicor , in  hac  hypothcfi  [ quod  lapis  DE  rotando  circa  D de- 
fcenfum  moliatur  ] aliquid  vitii  latere  , ut  flare  non  poflit. 

Ratio  haud  dubie  hec  cft , quod  lapis  ipfo  D L proxime  infe- 
rior & ipfc  minime  quiefeit , fed  circa  inferiorem  extremitatem 
pari  nifu  rotare  conatur ; unde  fuperior  extremitas  D non  manet 
immo'ta , fed  arquali  conatu  cum  E juxta  dire&ioncm  K D defi- 
cenfum  affc&at ; quod  tantundem  eft , ac  fi  lapis  DL  glifccret  fu- 
per  KD , que  fuit  ipfa  prima  hypothefis.  Unde  folam  Funicula- 
riam  Problemati  fatisfaccre  concludo.  ( c ) 


'V 

(c)  Non  igitur  hypothefis,  fed  non  flatim  ac  liberatur  lapis  fupe- 
folutio  fuit  vitiofa;  nec  ratio  fub-  rior  DL  a pondere  incumbente  EBF, 
jefta  valet.  Potefl  enim  lapidis  in-  etiam  inferior  lapis  ab  omni  preffio- 
ferioris  extremitas  fuperior  D ut  ne  lapidis  fuperioris  liberatur, 
fulcrum  immotum  confiderari , quia 
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ARTICUL.  XXX. 

Linea  dat  ce  rigidce,  ab  infinitis  potentiis  fecun- 
dum quafvis  direCtiones  impulfce  traftceve  , 
determinare  direCiionem  mediam  , axem  ce - 
quilibrii  & vim  impulfus. 

■p\  E linea  flexili  non  data,  fupra  Artic.  XI.  * Nunc  dc  da- 
U ta  inflexilL 

I.  Sit  harc  primo  reda  A D [ Fig.  49  ] trada  ab  inflnitis  po- 
tentiis P,  Q,  R,  &c.  fecundum  quafvis  dirediones  BP,  CQ, 
D R , &c.  Pofito  E efle  fulcrum  circa  quod  fiat  atquilibrium  , 
demittantur  ex  il’o  red»  ES,  ET,  EV,  &c.  perpendiculares 
fuper  BP,  CQ,  DR,  &c.  & vocentur  fin.  tot.  =<r,  fin.  ang. 
A BPrr£,  compl.  ~c;  fin  ang.  A CQ—  d , compl.  —e\  fin. 
ang.  ADR  =/,  compl.  = — g,  propter  angulum  obtufum  ; 
nec  non  AB~ /»  AC—/  . AD  — u > AE  — x , P —p.  Q = ^;  R 
= r.  Erunt  Sin.  tot.  [*]  : fin.  ang.  A BP  [ b ] ^BE  [ x — /]; 

ES  [ — — ] ; Sin.  tot.  [*]  : fin.  ang.  ACQ  [</]  — CE  [ / — 

x J:  ET  [— — ] i parique  modo  Sin.  tot.  [ a ] : fin.  ang.  ADR 

fu  fic 

[/]  = DE[* — x]:EV[ — — ].  Hinc  momentum  poten- 

ti» P — PxES—  (t>px — tps)  : a ; moment.  potent.  Q = Qx 
ET  — {dqt  — djx):  Aj  momen',  potent  RrrRxEV zzi  {fr tt 
— fr  x')-.  a -t  unde,  cura  fumma  momentorum  ab  una  parte  ae- 
quetur 
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quctur  furam*  momentorum  ab  altera  , erit  bpx — bps  — dqt — No.  CII1. 
dqx+fru  — frx,  hoc  eft  , (bp  -f  dq  +fr)  x = bp r + d <j t + fru 
ac  proinde  .v  = ( bps  + dqt  +fru  )-.(kp+dq  +/> ),  fcu  * -Jfb*,.  ' 

Jbp.  Rurfus  cfto  voftis  politio  I L H parallela  priori , quam  m- 
terfcccnt  lincar  directionum  in  F,  G,  H,  &c.  & jungant  utrura- 

2ue  vedtera  reda:  perpendiculares  [qua:  fingul*  = 4]  A I , BK , 

M»  DN,  EL , &e.  fitque  U pundtum  fulcrum  pofterioris  ve- 
dis : itaque  Sin.  ang.  ABP  [b] : fin.  compl.  [r]  — bK  [4] : FK 

[j]i  Sin.  ang.  ACQjy]:  fin.  compl.  [r]  •-  C M [ 4 ] : G M 
[7]  i Sin.  ang.  ADR[/];  fm.  compl.  [ — g]  = DN  [dj  : 

HN['=^].  Hinc  IF-AB  — FK-,  — dc:b,  IG^AC 

— GM  — t — 4t\  d j IH  = AD  +HN  — u — ag : fi  & polita 
IU  — y,  erunt  FU  = IU — IF —y — s + ac.b.  GU  — IG — 

IU  —t  — de  : d — y , HU  — IH  — IU  — u — — y i ergo 
demilTs  ex  U fuper  BP , Q Q,  DR,  &c.  perpendiculares  ordine 

reperiuntur  (by bs+dc):a,  (dt — de — dy):a , (fu — dg 

— fy  )\d  y unde  momentum  Potcnr.  P — ( bpy  — bps  + tpc) : a ; 
mom.  potent.  Q:=  (dqt — dqe — dqy):  di  momentum  poten- 
ti* R — {fru  — drg — fry):di  adeoque  bpy  — bps  -J-  dpc— dqt 

dqe — dp+fru drg — fry  , hoc  eft,  (bp +dq+fr)  y = 

bps  dqt  + fru — dpc — dqe  — arg  . ac  proinde  y t=(bps  + 

dyt  +fru dpc dqe drg  ):  (bp  + dq  +fr).  Quare  UL=s 

AE IU=x y—(dpc  + dqe  + drg)i  (bp  q-  dq  +fr)  , hoc 

eft,  UL=y2r/r:  fbp , adeoque  EL:  UL  = 4:^y  =fbp-.fcp't 

unde  'repertum  eft  fulcrum  fcu  centrum  arquilibrii  vedtis  E , & 
linea  diredtionis  medi*  EU. 
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s4liter. 


Refolvatur  prclTio  obliqua  BP , &c.  in  duos  motus  BK  & KF, 
quorum  ille  vedi  A D perpendicularis  , hic  parallelus  : eritque 
BF  ad  BK,  fcu  a ad  b,  ut  / ad  b p:  a , vim  qua  trahitur  vedis 
juxta  perpendicularem  BK;  nec  non  BF  ad  FK,  feu  d ad  c , ut 
p ad  cp  \ d , vim  qua  idem  trahitur  juxta  B A.  Eli  igitur  tota 
vis  perpendicularis,  quas  exponatur  per  EL  =/CV : *) , & tota 
vis  parallela,  expolita  per  LU  = /r(r/:  d );  adeoque  EL:  LU 
— fb p : fip  , ut  fupra.  Porro  vis  {b p:  *)x  AB  = bp s : d = 
momento  vis  trahentis  per  B K rcfpedu  pundi  A , quare  fumma 
momentorum  f(bpt:d)  divifa  per  fummam  virium  f(bp:d),  da- 
bit A E z=.fbps:fbp,  diftantiam  centri  aequilibrii  E a pundo  A, 
ut  fupra.  Hinc  vis  impulfus  EU  = y' ( ELl4-LU*  )=\/ ((/fyV. 

II.  Sit  deinde  curva  quascunquc  rigida  ADF,  [/%.  10]  qua; 
in  omnibus  fuis  punctis  D trahatur  vel  impellatur  ab  infinitis  po- 
tentiis P,  fecundum  quafvis  datas  dirediones  DP.  Producatur 
PD  donec  axem  curva;  A C lecet  in  B s parique  momento  po- 
tentia P trahet  vedem  curvum  AD  per  DP,  atque  traheret  ve- 
£tcm  rectum  AC  in  B per  eandem  diredionem  BP,  quoniam 
eadem  eft  perpendicularis  ex  fulcro  A in  communem  diredio- 
nem  BP  demilTa.  Idcirco  determinetur,  per  pratccd.  §.  1,  axis 
aquilibrii  E U reda;  AB,  hic  quoque  erit  axis  xquilibrii  curvas 
AD. 

Exemplum  I. 

Efto  adhuc  ADF  curva  quateunque , in  qua  AC=.v,CD  = 
y , AD=t  ; fcd  P=d  J z. , & omnes  dirediones  DP  curva; 
perpendiculares,  quales  funt  impulfus  fluidorum:  erit  DH[<at]: 
jGH  [<&]  — BD : CD fin.  tot.  [*  ] : fin.  ang;  ABP  [ b ] ,•  unde 
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b~adx\dz,  & pariter  c=ady:  dz;  porro  G H [dx~J  : G D No.  CHI. 

[^]  = CD[;]:  CB  [^]i  unde  / = AB  = AC  + CB  — jr 

4-  jdy  :dx  = (xdx+ydy)  : dx  ; quare  bps  =r(  a d x : dz)xadzx 
( xdx  + jdy  ) : dx  = aaxdx  -f-  aaydy.  Ideo  fb  ps'z=.\  aaxx  + s aayy, 

& A)L=fbps:/'bpz==(xx-t-)y):  ix,  ut  & FJL  : LU  -=ifbp\{cp 
= x:y.  fit  jLVz=i/((fb/>y + {fcp)1)  : a = a y/  (xx+yy). 

Conftru&io  talis  : Per  medium  chorda:  A D normalis  agatur 
I E , erit  h*c  axis  aequilibrii.  Nam , propter  triangula  fimilia 
ACD,  AIE,  & ELU,  eft  A C [x] : A D (xx+yy)  ] = AI 

[iv/  ( xx +77)]  : AE  ] ; nec  non  EL  : LU  = AC  : CD 

= x:  y.  Impulfus  totalis  EU  = 4X  AD.  Si  arcus  AD,  difta 
ratione  impulfus , in  A & D fulcris  aut  filis  ipQ  IE  parallelis  fui* 
tineatur,  fuftinebit  utrum  vis  <xAl. 

Exemplum  II. 


Sit  deinde  ADF  [ Fig.  5 r ] Velaria  fcu  Catenarie  , cujus  cca* 
rrum  M,  & MCm*;  conftat  efle  dy=z  ad  x : * (rr  — a a); 

dz  — xdx : \/  ( xx aa) ; z~y/ ( xx aa) , P = a df  : dzC) 

= a,dx:xz;  quare  fin.  ang.  ABP~  b—  adx  : dz  — az  : x ; lio. 

compl.  c ady : dz  — aa  : x ; MB  ~ MC  -f-  C1.}  ~ i—x 4-7  d\ : 

dx  — x-^-ay  :z  i proinde  bp  — a*dx : xx , & /ip~{a'x — a*): 

Dddddddj  x. 


( * ) Si  curva  AD  repraefentet  ve- 
lum a potentiis  ad  curvam  perpendi- 
cularibus impulfum  , eft  P ady1: 

dx.  i fed  fi  repraefentet  catenam  a po- 
tentiis ad  axem  AC  parallelis  impul- 
fam  , erit  P r — a d z r & media  di- 
leftio  R N itidem  ad  axem  AC  pa- 
rallela. Pro  vefle  enim  refto  hic 
Tumenda  eft  refta  A S ad  axem  A C 

perpendicularis,  eritque  h a & 

4»  = 0, 1 — AS : — y , unde  Jbpt 


fa.aydz  aajydz • aayz 

a afz  dy  = aayz aafadx  — — 

[ quia  , in  cafu  x 4 , fbpr  debet 

«fle  ^=0]  aayz «'«-f-**»  q»»1* 

re  fbp t ■■  fbpz=.(  aayz  — a’x  -f-  a*  ).- 

aaz (y  z 4 x -f-  a a ) .•  Z — rj 

AN  = diftantiae  centri  tequilibni 
a punfto  A ; ipfeque  axis  aequilibri» 
N R ad  axem  AC  parallelus y ob- 
Jbp  ;fcp b : e :=r=  a : Q- 


. Digitized  by  Google 


1128  DE  DIRECTIONE  MEDIA  ET  AXE  jEQUJLIBRII. 

No.  C1II.  x ; ncc  non  Lpt~4*dx:  x + d'jdx:  xxz,  & fbpsz=.ayjz\  x (*); 

ut  & = 4 'dx : xxz  , &fcp  — 4’  z:  x ; unde  tandem  ME  — 

fbps-.jbp  = jz : (x — *) . & A E =yz : (x  — 4 ) — 4 ; noc 

non  AN  : AE  = EL : LU  =fb : fep  = — : *—  =lx  — 

4:*.  Qua:  confirmantur  ex  eo,  quod  axis  aequilibrii  EN  bi- 
fccarc  debet  angulum  AND , per  ea  qua:  oftcnfa  lunt  fupra  Art. 
XI,  in  Applicatione  * , ubi  in  hypothcfi  r — a , id  eft , anguli 
PDN  recti , finus  m , id  eft  , finus  anguli  DNE  inventus  eft  = 
finui  n , id  eft , finui  anguli  ANE.  Cum  enim  per  Artic.  cit. 
& Acf.  Lipf.  1 655  1 p.  5 48  1 1 fit  DK  =xi  atque  infuper  z:  xz= 

dx : dz  = C A [ x — 4 ] : DN  [ ] , & AN  = ■; 

Z>  Zj 

ncc  non , ob  angulum  AND  bifedum  , triangula  NDK. , NAE 


fimilia , erit  DN : DK , hoc  eft  , 


: x=  [ x — 4:  *,===] 


ANpa— X+"±  AEp*-'*  + "=  «],  u. 

Z X 4 X 4 

antea. 


(k)  Quia  zdyxzi*dx,  ideo  a*dx:  ,*'xzdz — .i'zzdx - a'x 

x-\-a'ydx:  xx  z = 4’i  dy:  x -f-  J xXZ  ■>  1 

« 'ydx : xxz.  [ob  44  = XX  — i?.]  a 

a'zdy : x-|-  ( a'yxxdx 4 'yzzdx):  = — • 

xxz  = [ ob  xdx  =.  zdz  ] d'zdy  ; x 

+ ( ^dz—4'yzzdx  );*«•=  * Pag.  t0^  Not.  m. 

d'zJy  : x-\- d'ydz:x 4 ‘yzdx:  xx,  6 

. * /1  s . rl 


'xdz — a*zdx 


” . » y ' ✓ — 

cujus  mtegralis  eft  4’yz.:  x = fbps. 
Sic  quoque  invenitur  fcp  ■ f*'dx  : 

ra'  xx  dx d‘zzJx 

XXZ=J  ■ = 


f N°.  LXVI , pag.  656 , Si  557, 
Not. 
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ARTICUL.  XXXI. 

De  inventione  Seftoris  Cycloidici [olidi,  qui  cen- 
trum gravitatis  habeat  algebraice  determina- 
bile. 


Conf.  Nu*.  XCV , pag\  893 , 894. 


C Int  [ Fig.  ? i ] radius  AH  — i , fcmipcriphcria  ALF~r,  AI< 
= *>  KL  = <J(ix — xx)~j,  KJ  = ^,  BL  = AL— /,  ad- 
eoquc  djtz  (dx  - xdx):j.  & dt=zdx\j , erit  conus  JBD  = ( 
jct;  centri  gravitatis  cius  diftantia  ab  A=rjr-{-  Ja,  adeoque  momen- 
tum  ejus  refpctfij  A = Oxjjz  + \xjzt  + \xat  + Sjyzz -f  iyzAt 

+ 'izztt)xc.  Diftcrentialc  fegmenti  folidi  Cycloidiei  BAD . 

()}+  ijt  + tt)cdxi  rr, omentum  hujus  difKcrcntialis  ab  A = ( x)j 
H-  ixyt  + xtt ) cdx , iplum  Tegmentum  folidum  BAD  leu  /(1^4, 
ijt  + tt)xcdx=( — x + \xx  — }*•’  +)t  + xyt — i :t+xtt)ci 
Jxyjcdx  = ( J x ’ — I*4).r  i fixytcdx  = (x+*xx  — |.VJ  — , / 
— i 1 *'*  + \xxy‘  + >•  c » fitncdx  = { — \x  — i xx  4-  \j  t + 

+ 1 XV  — itt  + l xxtt ).  c ( * )i  adeoque  momentum  totius  Teg- 
men* 


(•)  Ecce  rationem  harum  inte- 
grationum fyydx  =/T  2x xx)dx 

xx jx'  flytdx  2xyi . 

fixydt f2xidy  — [ ob ydt  — dx] 

s*y/ xx  — /2  x rdy=  [ ob  dy 

= (dx xdx  ):y  =zdt xdt] 

2xyt xx fixtdt  -f- pxxxldt  — 

[ ob  >')•=  2.v  — 2XX  J 2 xyt xx 

fiyytdt  4-  flxidt  — 2 xyt xx 

fiytdx  4-  t2xidt.  Ergo  f \ytdx 

2xyt — xx4-/ax/«y/^=  2xyt — xx 


~i~/(2,dt — 2tdy)z=2xyt — xx-f-it 
— 2 y 1 +fiydt  =r._2xyt  — xx  4- 

t( 2)7  4“  2 x.  Hinc,  dividendo 

per  2 , efl  f2ytdx  — xyt J xx  4- 

r " — y*  -j-  * > fudx~^xtt — fixtdt 

=e=X« f(  2tdt 2td\) Ylt . 

tt~h2yt  — /2 ydt  ^=z  xrt-~— 

2X.  Quar ef(yy+2yt+f,)'dx 

= ** j*'  + xyt jxx  4- ;// 

— y + *+  x!l — «4-  2yt — 

— *4-  — j*’4-jM-  xyt—in  q- 

Xtt. 
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CIII. menti  folidi,  feu/'(*j7+  ixyt-\-xtt)  e dx  = ( — lx—r ixx 

4-  *,  x' i x4  + 5 y t -f-  g xyt  + f xxyt  — \ 1 t + 5 xxtt ).  e ; addito 

momento  coni  IBRD,  habetur  momentum  bc&oris  IBAD, 
quod  divifum  per  ipfum  SeCtorem  , fcu  aggrcgacum  Tegmenti  & 
coni , dat  diftantiam  centri  gravitatis  SeCtoris  ab  A , qua:  expri- 
metur per  fraCtionem  , cujus  numerator  erit  ( — lx — rixx-f- 
Jx5  -r-i  X4  4-1  X y y z + hy y t / +gxyt  + jxxyt  + \xyzj 

4-  gjzct \ 1 1 + } x x 1 1 xxtt  + n zztt ).  e & denominator 

( — ix-+  \ xx  — \ x'  +\yy  z + y t + xy  t + *y&t — i rt+xtt 

4~  i )•  c ( b )• 

NcglcCto  c , ponantur  quantitates , qua*  per  tt  multiplicata: 
funt  in  numeratore , ad  quantitates , qua:  per  tt  multiplicantur  in 
denominatore  , eam  rationem  habere  quam  habent  quantirates, 
quae  utrobique  lunt  per  t multiplicata:  , ut  & eam  , quam  ha- 
bent quantitates  in  quibus  utrobique  t non  reperitur : Tic  xqui- 
valebic  fractio  dicta:  rationi. 

Operatio  talis:  i-f-  Jxx  + | xs-f-  T»  — »-+-x-}-}£  = 

i y + « xy  + 1 xxy  + \ xyz  -J-  lyzz  ’.y  + xy  + \yz  j Tublatis  fractioni- 
bus. 


xtt.  Porro  fxyydx /( 2xxdx — ■ 

x!</x):^fx* Jx4;  fixyidx  === 

xxyt fxxyJt fxxtdy  — • xxyt 

i x’ fxxtdy  = xxyt jx’ 

fxxtdt  -\-fxhdt xxyt 1 x * 

—fxyytdt  — fyytdt  4- fzxtdt  — xxyt 

fx»  —fxytdx fytdx  -f- /2xtdt 

■ [quia  >n  praeced.  inventum  eft 

J2ytdx  = xyt  — ■ J x x -f-  j rr  — yt 

-J-x,  & /2  xtdt  — - /■(  2 tdt 2 tdy  ) 

= tt 2 y t -(- /2 ydt  = 1 1 

3 yt  + 2x]  xxyt 1 x’ J xyt  -f- 

jxx  — ktt  + iyf  — 1*4-'*  — 

Syt  4~  2X fxytdx  =.  xxyt  — } x’ 

— 1 xyt  4- 1**  4- 1 « h‘  4- 1* 

fxytdx.  Quare  utrinque  adden- 
do fxytdx , & poitea  dividendo  per 
3 , invenitur  fxytdx  = — j xxyt 


sx’  — l*>’*4-w**4-J« — 1 yt 

4- 1 x.  Eodem  modo  fxttdx=z 
j xxtt  — fxxtdt  ■. — 5 xxtt  4 -/( yytdt 

2xtdt ) r — j xxtt  -f- / (.ytdx  — 

2 xtdt)  j xxtt  4~  1 xyt {xx  4- 

i« \yt-\-jX — «4-  ayt 

2X  = 1 X JXX  4-  §>'4- 

ixyt 1 tt  -f-  1 xxtt. 

(M  Hic  in  feribendo  valorem  Teg- 
menti BAD /(  yy  -J-  2 yt  4”  ' ' ) 

cdx,  irrepfit  error  in  primum  ter- 
minum denominatoris.  Debuiflet 

enim  poni x-J-&c-  l°c0 — J* 

-f-  &c.  Hinc  erronea  cft  folutio 
ab  Auflore  inventa  , quam  tamen  in 
Mis  Lipf  1700,  pag.  JS2.  [N\ 
XC V > pag.  89.3.  ] non  dedit  nifi  fri- 
vo  errore  calculi. 
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buj  , — 3 + 6xx  + 4x2  +zz  ••  — • 6 + i tx  4-  4*  = 6y  + ixy  4-  No.CIlf. 
8 xxy-{-  8 xyz  4- 2 yzz : 12;+  1 ixy  4-  8 yz  = [ dividendo  tertium 
& quartum  terminum  per  1 y]  3 4-  x+  ^xx+^xz  + zz:  <-f  6* 

+ 4^  = [ difter.  quinti  fle  primi:  different,  fexti  & fecundi  =] 

6 + x ixx:  11  — 6x  = [ dividendo  per  1 — x]  3+2 x:  6 , 

fcu  [dividendo  fecundum  & decimum  per  2 ] — 3 + 6xx  4- 
4xx.  + zz.:  — 3 4-  6*  4~  **-  = 3 4-  tx:  3.  Multiplicando  extre- 
ma fle  media,  habetur  3**4-  12x2.4-  igxx — 9 = 624-4x24- 
1 ixx  4-  1 zx  — 9 , fadtaque  rcduftionc  zz  = iz  — J xz  — ixx 
+ 4*.  & z,=  I —rx4-v/(  1 4-  J*  — Ixx). 

Porro  — 4 4” » x x 4~  7 xz  4*  ri  z.  z : — ] 4~  •*  4~  j & — — i x 

ri  xx-\-$  x' i X4  4-  x xyyz  4-  ityyzz:  — J x 4-  \ xx j x' 

+\JJZ  (')•  Sublatis  fradionibiw,  — 9 + i8xx  + 1 ixz+  }zz: 

— 3 

(c)  Correfto  errore  qui  efl  in  (12 4*)=  34-2*,  quae  ae- 

quato termino,  & fublatis  fra&io-  quatio  redufta  praebet  xx — 8x4-; 
nibus  , habetur  haec  proportio,  — 9 24  = 0 , ficuti  invenit  Cei.  Aufto- 

4-i8xx4-i2x24-322  •'  3 ris  Frater  in  AS.  Lipf.  1701 , pag. 

4-6x4-21  = i8x 3 xx 4"  17  J.  Sed  nihilominus,  ii  in  redu- 

i6x’ 9 *4  4*  >2  yyz  -j-  Syyzz  : cenda  hac  proportione  9 4- 

6x4“  3 ** — 2 x’4-  2 yyz—  i8xx  4-  12  x 2 4-  3 u;  — 3 -j-6x 

[ primus  terminus  per^T»  multiplica-  4-  •?? iSx 3**4-  i6xJ 

tus  minus  tertio : fccund.  perjry  mul-  — 9*44“  1 2xyyz  4-  3 yyzz  : • — 6x 
tipl.  minus  quarto  — ] — *~9yy+~  4-  Jxx  — 2x!  -j-  2.yyz  , inliflamus 

t8xxy_y  4-  18x4—  3 **  — — l6x’  4—  veftigiis  Au&oris , prodibit  [quod 

9*4-- $yy  4-  6xyy  4-  6x 3xx  mirandum]  eadem  aequatio  ab  Au- 

4- 2x' = [ fubflituendo  2 x— — xx  flore  inventa  x x — — x 4-  ].  Nam 

pro  yy~\  I2xx4-  aox’  9x*:  multiplicando  duos  primos  terminos 

I2xx 4X1 124- 20x — 9xx.  perx,  in  reliquis  fubifituendo  valo- 

I* — 4X.  Hinc(  — 94-  i8xx4-  rem  ipfius  yy,  & deinde  per  x di- 

12X2  4-  311).- C — 34-6x4-22)=  videndo,  fiet  9x4- i8x’  -4- 

( 12  4-  20x  — 9*x)  : ( 12 4 * ):  I2XX2  4-  3x22.-  — 3x  4-  6xx4-  2x2 

Sed  fupra  , in  reduflione  prioris  pro-  — 18  — 3x4—  l6xx  — 9x’ 4— 

portionis  , inventum  fuit  ( — 34-6XX  24.  x t 12**2  4—  622  — 3x21  •* 

4“4**4~«.) • (—3  4-  6x 4- 22)  = — 6 4-  ?x  — 2xx  4-42  — - 2x2  = 

(34-  2x ).*  3,  feu  ( — 9-}-  i8xx4-  [ fumma  tertii  & primi : fumm.  quar- 

12x24-322),:  ( 3 4-6x4-  22)  ti  & fecundi  =]  — 18  — 12  x 4- 

■ — 3 4-  2x,  unde  ( 124-20* — 9xx):  i6xx  4-  9*'  4-  24x2  4-  6 22  .• 6 

fac.  Bernoulli  Opera.  E c c c c e e 4"  4** 
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uyi  SECTOR  CICLOYDICUS  SOLIDUS; 

CIII J + 6x+iz  = — 18* — }XX+I6x'  — $x4  + llxyyz  + 

$yyzz ■ — 3Af  -f-  }XX  — ix'+  277«.  Multiplicando  duos  pri- 
mos terminos  per  x , ( d ) in  reliquis  fubftitucmdo  yalorem  ip- 

fius 


4-  4xx  +-  qz  , feu  duos  primos  ter- 
minos iterum  per  x dividendo  , — 9 
4-  i8xx  4-  12x1 4-  3«.  ••  — 3 4-  6x 
4-  21  =—  l8  — 12X4-  16**4- 
9X1  4-  2qxz.  4-  6 *.*..* 6 4-  4 * * 

4-41;  multiplicando  extrema  ac 
media  , & reducendo  , fiet  x.  z ~ 
((  30XX  — 104*  4-24  ) z+-  i8x' — 
69  xx — 24x4-72).-  ( — 12x4-36) 
= 2z  — fxx.  — 2xx  4-  4 x , qua 
redufta  , habetur  z — ( 6x’  — J txx 

4-  i68x 72  )■■(““  2xx4—  i6x 

-.48)  = ( — 6x  + 3).-  2=.‘ 
— ?*4- V^(  '4-jX  — §**)»  ld 
eft  ( 3 — rox ):  6 — ^(1  4-  j * — - 
|xx),  unde  iterum  prodit  xx  = x 
4- J.  Verum,  ut  in  citato  loco  A- 
flor.  Lipf.  monuit  Cei.  Joh.  Ber- 
noulli  , radices  hujus  aequatio- 
nis funt  inutiles , nec  quaefito  fatis- 
faciunt.  Cujus  rei  ratio  eft , quod  in 
reduflione  arquationis  quae  relatio- 
nem exprimit  inter  x.  & x,  pofitum 
fuit  *.  = ( 6x’ — 5 ixx4-  i68x — 72).- 
( — 2xx4—  ? 6* — 48)  ==  (—  6x  -t-3).- 

2 ; quod  non  neceflario  verum  eft , 
quia  haec  aequatio  proprie  non  eft  ea 
ad  quam  pervenitur  in  reduflione  , 
fcd  [ fublata  fraftione  & membris 
omnibus  ad  unam  partem  pofitis  ] 
2xxz  4-  16x1.4-  481 4- 6x*  — Jixx 
4-  i68x  — 72  =0  , quae  quantitas 
eum  compofita  fit  ex  duobus  fartori- 
bus xx  — 8x  4-  24 , dc'2 z 4-  6x  — 

3 , fatisfit  aequationi,  fi  modo  alter- 
utra harum  quantitatum  fuerit  =0. 


Solam  autem  priorem  xx  — 8x  -4-  24 
efle  =,0,  ex  priore  noftra  refolu- 
tione  patet.  Curo  igitur  hujus  ae- 
quationis radices  fint  imaginariae  , 
nullus  per  hanc  methodum  inveniri 
poteft  Seftor  folidus,  cujus  centrum 
gravitatis  fit  algebraice  determina- 
bile. 

(4)  Si  Aurtor  duos  primos  ter- 
minos, non  per  x,  fed  per  yy  aut  2X 

— xx  multiplicaflet,  potuiflet  evitare 
radices  inutiles > nam  nec  huic  pro- 
portioni — 94-  i8xxh- 12x14-31*.: 

— 3 +-  6x4-  2z  — — 18 x. — 3 xx 
4-  i6x’  — 9x+4-  i2xv>*4-  3yy*.z : 

— jx  4-  3xx — 2**4-  2yyz' , quam , 
per  errorem,  loco  hujus  — 94-1 8xx 
4—  1 2xz  4—  3*.*. — 3 4-  6x  4-  2*  == 

— 1 8x  — 3XX  4- 1 6x’— 9*+  4- 1 2xyyz 

4-  jyyz : — 6x 4-3XX  — 2x'  2j ryz 

iibi  rcfolvendam  fumfit  , fatisfacit 
aequatio  ab  ipfo  inventa  xx  = X4—  J. 
Multiplicatis  enim  duobus  primis 
terminis  per  yy , habetur  9 yy 

4-r8xxT^-t.i2)^x*.4-3xy*.t:  — iyy 
4-  6xyy  -t-2 yyz  = — 1 8x  — 3*x  4- 
r6x’  — $x*  4-  12x77*.  4-  377*.*.  .- 

— 3x4-  3*x  — 2**4-  2 yyz  — [ diff. 

primi  & tertii:  diff.  fecundi  & quar- 
ti = ] 9 yy  — 1 8xxyy  — 1 8x  — 3 xx 
4-  i6*>  — .•  }yy  — 6xyy  3* 

4-3XX— 2*1  feu  [duos  primos  ter- 
minos iterum  per^_y  dividendo] . — 9 
4-  l8xx  4-  I2x*  4-  3*.*. .-  — 3 4 -6x 
4-  2 z = [ fubftituendo  2x— . xx  pro 
jjy]  — 12XX  — 20x*  -t-Jx+.-jx 

12  xx 
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CUJUS  CENTRUM  GRAVIT.  ALGEBR.  DETERM.  iijj 

Gus  jy,  & deinde  dividendo  per  x,  fit  — 9*+  i8x'  4-12xx.s4-N0.CIlI. 

3 xzz:—  IX+6XX+IXZ  — —IZ — 3*-f-i6*x  — 5X*-f-i4X£ 

iixxr-J-  6zz.  — 3 xzz:  — 3 -f-3*  — 2xx-f-  4«;  — xxe  fumm. 
tertii  & primi  : fumm.  quarti  & fecundi  rr] — 18  — izx-f. 
l6xx  + 9x'  + 14XZ+  6zz: — 3 + 4**+  4«»  feu  [ duos  primos 
terminos  iterum  per  x dividendo]  — 9 4-  i8xx+  nxz+jzz: 

— 3 4"  dx  +**=“■  1 8 — 1 2X+  1 dxx-f-  9x'  + i4x«  -J-  6 zz  : 

' — 3 + 4**  + 4*;-  Multiplicando  extrema  & media,  ac  redu- 
cendo, fit  *£=((  30X'  I04XX  + «OX)z  + :gxt — 69  x’  -f- 

3oxx  + 7ix  — 17):  (—  tzxx+3^x  — 9 ) ( *)  ==[  per  fuper. 
dcmonftr.  ] iz — \xz — zxx+4x,-  qua  rcdu&a,  habetur  z — 

( 6x+ — Jix‘ + 1 3 zxx 108X+  z 7);( — zx’  -f-  i6xx  — 36X 

4-i8)  = [pcr  fup.  dem.]  1 — |x-f-  1 4- Jx-r- » xx);  unde 

(6x* — jix’-t-  132X*—  io8x  4-  27) : ( — zx‘  4—  1 6xx — J6x 
+■  i8)-l-yX  — i =V(i  4-Jx  — |xx);  id  cft  . ('fx*  — V*’ 

+“  6%xx  - — 48X  4-  5 ) : ( «zx*  4-  1 6xx 3 6x4-  t8  ) \f(  1 

4-Jx  — \xx)'t  feu,  [multiplicando  per  3 ] ^ ( 9 +-  11  x — 
zxx)  = ( iox+ — J3x’  4-  Z04 xx — t44x+-  17)  : ( — »*'+■ 

1 6xx  — 3 6x  +-  1 8 ) = [ divifis  fraftionis  terminis  per  x — 3 ] 

( iox‘  — J3XX+-  4jx  — 9):  ( — 2XX4-  1 o x — 6 ) = [divifis 
iifdem  per  xx  — jx+-3](iox — 3).-  — t ; unde  tandem  pro- 
dit xx  = x-h*.  & x — { -t-  v'  1 - & *=[*  -+Jx-t-  y/{  1 +-}x 

Eccceec  z — |xx)J 

12XX  4-4*'  — I2X — JOXX  4-0x': 

3 —  12x4-4**.  Sed  fupra  in  refolu- 
tionc  primis  proportionis  invenit 

— ? 4-  6x*  4-  4«  4-  « : — ■ ? 4- 

6x  4-  2 z = 3 4-  2 x .•  3 , hoe  eft , 

[ primum  terminum  per  3 multipli- 
cando, & quartum  per  3 dividen- 
do] — 94-1 8xx  4- 1 2x14-3x1 : — 3 

4—  dx  4-  22.  = 3 4—  2x  : I.  Quare 
— izx — 20xx  4— pxJ.*  3 — 12x4— 4*x 

— 3 4-  2x  : 1 j multiplicando  extre- 
ma 3c  media,  & omnia  membra  ad 
unam  partem  ponendo,  proveniet 
x' •—  8xx 4-  i8x — 9'=0i  in  qua 


aequatione  cum  non  contineatur  ifta 
xx  = x 4-  4 ; patet  hanc  pofteriorena 
non  fatisfacere. 

(*)  Quia  uterque  terminus  fra- 
ftionis  (6x+ — yix’4-i32xxi — 108* 
-f-27).-  ( — 2x' 4-idxx— 3<5x4— 18) 
per  x'— 8xx  4- t8x  — 9 divifibilis 
eft,  prodeunte  in  quoto  ( dx  — 3)  : 

2 ; debuiflet  concludi , e fle  vel 

*.==  (dx 3)  .• 2 , vel  x* — 8xx 

4—  t8x  — 9=0,  vel  utramque  ae- 
quationem fimul  locum  habere  : fed 
folam  pofteriorem  fatisfacere  modo 
oftenfum  eft. 
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1134  SECTOR  CYCLOID.  SOLIDUS , CUJUS  CENTRUM**, 

No,Clll.  _£**)]  nrf-f-J/t.  (') 

( f ) Neque  hic  confequenter  ra-  3 ).•  —2 , & x = J +-  \J  i ; fequere- 
tiocinatus  cfl  Auflor,  quia  fecit  tur  t efle  — « 3^ * = I—  Jx— V,(I+* 

(6x+ — px!-HJ32xx 108X-H27):  Jx  — |xx). 

( — 2x’-t- 1 6xx — j<Jx+- 1 8)  = (6x— 


A R T I C U L.  XXXII. 

Quadam  formula  aquationum  dijferentio-diffe- 
rcntialium  redutta  ad  aquationes  differentia- 
les  primi  generis. 

Confer.  N'.  XCIII , pag.  864  & feq. 

& XCVI,  pag.  897  & feq. 

Q Int  x & y coordinata*  alicujus  curvar  , z curvar  longitudo , p 
^ quantitas  dara  per  x,  q quanriras  tiara  per  z,  dp  — hdx,  fle 
dq  — idz,  a & b quantitates  condant cs. 

1.  Exiflcntc  dy  conflante  , 

& l.bdsdcPx — bdx-idx 1 =dhdzxd Jx,  - . eric  ~adx  <J{kb-ibp-\-pp~ad) 

i. hdz'd'x  — 3 bdxddx1—  dbdz1  ddx  - - - dy  ~ pdx : >J {aa pp) 

& 0* — p}dx:  \/(i*p — pp) 

$,bpdzld'x — 3 bpdxddx1~pdtidz1ddx  - - dy  ■. adx : \/(pp aa) 

ibbdxdz1  ddx  & {p a)dx:  \/(iap ad) 

4 .iJxdz1d*x^=z/dx’ddxi-t-iidz1ddxl  - - dy  = qdz : \J {a a -f- qq) 

+ dtdxdz' ddx  & (a—q)dz  \jibb-iaq-\-qq) 

j .  qidxdz'd' .v-f- 1 iidxdzd Jdx^ qidx ' ddx1  . dy  = adz : yj  ( aa -f- qq) 

-f-  i qidz  'ddx1  -\-qdidxdz  ‘ ddx  $t(aq-i/b)dzby/  (fd — i f) 

6 . hpdzxd' X — hpdxddx' ~pdhdz 1 ddx  - - dj~apdx : ^({bb aa)pp 

^7  ihbdxdz  ddx  zxa/p-\-a*) 

U.  Exi- 
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uEQUAT.  DIFFBRENTIO-DIFFER.  REDUCTIO.  u?y 
II.  Exiftcnte  dz  conflante  , 

hlj.pf>djld'x+il>bd>oddx'-\-lhb4xdylddx  - - erit  dp=:t>dx:\/{ju-Pt>\ 

pj bdy1  ddx 

Z.bdfd' x+ibdxdd*x=dhdjxddx  - - - tbf—iadx: / ( pp-ad) 

i 9.idfd'x-\-  }idxddxl=z=d/dy'ddx  - - dq—xdxx  <J(4a-\-qq) 

1 Qjdxdyxd>x-±-}tdxxddxxzrzi idzlddxx  - - - dy—qdz  y/ {aa-\-qq). 

-*r  didxdy1  ddx 


• Poliunt  autem  hat  aquationes  diffcrentiales  tertii  generis  prius 
ad  alias  fecundi  generis  reduci  ita  ( * ).  Pro  prima  & fecunda , 

E e e e e e e 3 pono 


(»)  Commodius  hae  aequationes 
integrantur  reducendo  ipfarum  ter- 
minos ad  differcntialia  logaritbmica 
per  (implictm  divifionem.  Sic  > in 
prima  srquatione  , dividendo  per 
hdz1  ddx  h.ibetur  d’x  : ddx  — dxddx: 

dz  rdh-  h , ftu  [ ponendo  dzddz 

pro  dxddx , ob  dy  co-rft.  ~\  d x : ddx 

ddz  : dz db . h e , cu  ius 

integralii  ell  I.  ddx /.  dz  — - I.  h 

- /.  eonft.  Sumendo  it  limo- 
rum numeros  , ddx  . hdz  ' eonft. 

Similiter  in  fteu  Ha  sequat,  divi- 
dendo per  eandem  quantitatem 

b d zxd  dx  , provenit  d x:  d:  x 

3 dxddx  : dz1  [ 3 ddz  : dz] db:  h 

• o : cujus  integralis  eft  l.ddx 

3/ dz — l.b—l.  eonft.,  & fumendo 
numeros  ddx:  hdz1  r=  eonft. 

Sic  dividendo  terminos  tertiae  ae- 
quationis ptr  bpdz1ddx  , habetur  d x: 

ddx  — — 3 dxddx:  dzx  [ 3 ddz-  dz] 

— — - d h : h -f—  2h  dx:  p [ +-  2 dp  : p ] 

— o , integrando  l.ddx  — 3/.  dz  — 
/.  h +-  2.1.  p = l.  eonft.  fumendoque 


numeros  ptddx : hdz ’ = eonft. 

In  quarta, dividendo  per  idxdzlddxy 

t(l  1/  jt:  d x dxddx:  dz‘  f — ddz  : 

</t] 2 ddx : dx  di:  i ~ O , inte- 
grando Lddx l.dz  — 2l.dx /.i 

= — /.  conii.  Unde  ddx:  idx‘dz  — -r-, 
eonft. 

In  quinta  , dividendo  per 
qrdxdz  ddx  cft  d x:  d d x - (-  2 idz  : f 

[ idq  : q ] dxddx:  dz-  [ — ddz: 

dz] 2 ddx : dx  — di : i O,  lllllC 

qqddx:  idx'dz  eonft. 

In  fexta,  dividendo  per  hpdz'ddx , 
eft  dlx : ddx  — dxddx : dz1  [ — ddz:’ 
dz  j — db:  h -j—  2 hdx  [ -f-  2 dp:  p ] 

— O i hmc  ppddx  : hdz  -zz=z  eonft. 

In  feptima  , dividendo  per 
phdylddx,  habetur  d*x:  ddx-\-^dxddx: 
dy  f — 3 ddy : dy , ob  dz  conflantem} 
-j- 2 hdx: p\_-\-  2dp:  p ] —db:  h — 0; 
proinde  ppddx  : bdy * — eonft. 

In  oftava  , dividendo  per  hdyxddx, 
eft  d’x:  ddx  -f-  3 dxddx:  dy 1 [ — $ddyZ- 

dy]  — d b:  b O i proiude  ddxl 

bdy  ’ : — eonft- 

Eodem 
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ii  i6  AQUATIONUM 

No.  CHI. pono  ddxm:  b* J&x  = conflanti  . unde  differentiando  habetur; 

mhmdz,'ddxm — 'd'  x — ihmdzddzJd]dm ml/*  'ldhdzS  ddxm  — o. 

dividendoque  per  mhf"  WjC , fiet  hdz.'d'x — ^hdzJdzJdx 

— dbdxilddx=sO . locoque  dzJdz  ponendo  dxddx.  hdcx<Cx 

~—-hdxddxi-=.dhdz.xddx.  Hanc  aequationem  comparo  cum 
m 

% Z /L 

duabus  primis  , indeque  reperio  — = i • &—=:>,  hoc  eft  m 

- — j,  & «w  — ? adeoque  loco  ddxm : hr  d z*  = conft.  invenio 
pro  priore  ddx1 : hhdx.'  — conft. , fcu  ddx  : hdz  = — dj : x , Se 

pro  pofteriore  >Jddxl:dzx>/hh  = conft.  fcu  ddxx : h hdz*  = 

conft.  fcu  ddx : hdz.'  = i : xdy  ( b ). 

Ut  jam  porro  reducantur  ha:  aquationes  ad  diffcrcntialcs  primi 
gradus  i pono  xdx  — tdj,  unde  fit  4dz  = dy  >/{44-\~  tt)  &c  addx 
= djdt . quivalores  fubftituti  exhibent , loco  prioris  ddx:  hdz  == 

dy:  4 , hanc  adt:\J (44 tt)  = hdy  = — 4hdx : t , fcu  tdt  •• 

\}{44  + tt)  == hdx  = — dp  , & >/{44  + tt)  = b p=  4dz: 

dy.  Hinc  {bb ibp+pp)dyt=44dzl  =44dxl  +44dy' . & dy 

aelx : ^/(  bb  -+•  ibp  + pp  — 44 ) ; loco  pofterioris  ddx : hdz'  = 

1 : ddy , hanc  4'dt : ( 44-{-  tt  )|;1  = hdy=i ahdx  :t , 

fcu  44tdt:{44  4- tt)*:i  = hdx  — — dp,  & 44:  y/  ( 44  + tt ) 

= />»  &c.  C«) 

Pro 


Eodem  modo,  in  nona,  ddx.idy * 
— conft. 

In  decima  , dividendo  per 
idxdylddx , eft  d ‘x:  ddx-t-jdxddx.dy' 
[ — 3 ddy:  dy\  — 2dzlddx:  dxdy1-  di : 
i—O,  five,  quia  dzx  = <&'  -f- dy*, 

d'x  : ddx ddy:  dy  — 2 ddx  : d x 

di : i o j proinde  ddx:  idx'dy 

r—  conft. 

(fc)  QuiaafTumta  conflans  a po- 
teft  efle  affirmativa  vel  negativa ; ni- 


hil intereft,  utrum  ponatur  ddx\hdz 
= dy:  4,  ve  1 — dy  : a i item  ddx: 
hdz'  = 1 : ady  vel 1 : ady. 

( * ) Generalius  eft  44: 

=e=  b -f-p , intelligendo  per  b quan- 
titatem affirmativam  vel  negativam. 
Subftituto  valore  ipfius  r=  adx:  dy, 
habetur  ady : \/  ( dy 1 dx~  ) = b- f- 

p,  quae  redufta  p>aebet  dy  = (b- f- 

p ) dx  y/  ( aa  — — bb 2bp pp  ) 

[in  cafu  £=0]  pdx  : y/(  aa  — 

PP  )> 
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Pro  tertia,  pono  prddxm : hmdzx  — conft.  & reperirur  r = ],  &No.  cill. 

m = } ; adeoque  y/ p*ddxx:  dzxsjhh  fcu  ppdx  : h dz ‘ = conft.  = 

=* -*:dj  (*  ). 

Pro  quarta,  pono  imdxrddxndz'  = conft.  & reperietur  — 

— * • r= — 1 , »=1  , r = — 1 , proinde  ddx:  idxxdz~ 

conft.  — ± 1:  ady.  (').  . 

Pro  quinta,  pono  qlimdxrddxndzt  ==z conft.  & reperitur  / — ? , 

w = 1 > r — 1 , n=  t,  / = — 1 , proinde  qqddx:  idxxdz 

- — conft. : — -±:a:  dy  ( f ). 

Similiter  pro  fexta  (* ) , fiet  ppddx : bdz  = conft.  = ady. 

Pro 

»p>;  in  cafu  autem  6 = —-  a,  erit  = (i  — q)dx:  a,  feu  [ fi  malimus 
dy  = ( />--4  ) dx  2 ap  — pp  ),vel  dy  comparare  curaife,  fubftituto  pro 
etiam , quia  fignum  radicis  poteft  ne-  dx  ejus  valore  ^(dzl  — . dy 1 ) & poft- 
gative  accipi , (4 — p)dx:\/(24p — modum  redufta  aequatione  } inve- 
fpJ-  % niemus  ( b — q )dz  : (/(44  + 66 — 2 bq 

( d ) Subflituendo  dydt : a pro  + 33)  [ in  cafu  6 = 0] qdz: 

ddx,  & dyy/{au-\-ti):  a pro  dz , loco  ^(aa-^-qq)  } ferihendo  autem  a pro 
aequationis  ppddx : bdz' = a : dy  , b Se  bb  pro  44-f-66,  prodit  altera  A u- 

habetur  appdt : (44+«)  3:2  = hdy  ^ri*j°r™la  dy=(*-q)  dz : yj{bb 

= ahdx:  t,  feu  tdt:  ( 44-j-fr)  ^'2=  ( »)  Subftituendo  rurfus  dydt : a 

hdx:pp=dp:pp,  & integrando  pro  ddx , Se  tdy : a pro  dx,  aequatio 

— 1 :*/(  44-f-r/)— — 1:  p+ub,  pddx  : idxxdz=z  a : dy  tranfit  in 

feu  bbpp : (44-f-t/)  =_  bb—2bp-\-pp , nane  dt:  tt  = idz:  qq  ■ dq:qq  , 

vel,  pro  «ejus  valorem fubftituendo,  cujus  integralis  cft  1 ; t • 

bbppdy1 : ( aadyl-\~ aadx1  ) — bb i : 5-+- 1 : b , hoc  eft,  dy  r 

3 bp  -+-pp , unde  oritur  </7  = 4(6  — adx  = 1 : q -f-  I : b , feu  </v  — 

pydx:  \J ( bbpp — *etbb-\~2aabp — 44 pp)  * <*  (b—q)dx : bq  — adz  : \/(  aa-j-rt- ) 

= [ in  cafu  6 = 00]  adx:y/(pp — = [ob  / = 63:  f6— q)]  4(6 q)dz : 

44),  & = [in  cafu  6=4]  (4 — — \Z(aabb  — -±Xrd  q 4-  aaqg-f-bbqq. ) . 

p)  dx:  \/( 2 ap  — 44 ) vel  ( p — d)dx:  [ in  cafu  6 = 00  ] 4<&: y/(44-j- qq)} 

\/  ( 2 ap  — <m  ).  feribendo  autem  bb  : a pro  6 , & 66  r 

( • ) Subflituendo  dydt:  4 pro  </</*,  **)  Pro  tt , prodit  altera  Au- 

& r</y  : 4 pro  </* , loco  sequationis  ftoris  formula  dy  = ^t:(aq — bb)dzi 

ddx:  idx'dz  = I : ady  habetur  aadt:  6 v^(  66 24^  qq  ). 

tt:  - tdz  =dq  , Sc  integrando  6 — ( * ) yEquatio  festta  ppddx 

44  : r = q 5 fubflituto  valore  ipfius  t . 46</y<fc , feriptis  dydt : 4 pro  ddx , & 
erit  A ■ 3=  ady : dx , hoc  efl , dy  dy\/(aa  -t~tt)  pro  a<fe,  aequivalst 

iAt 
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38  AQUATIONUM 

Pro  fcptima  , fit  ( h ) hdy' : ppdJx  =*  conft.  = dc:  d. 

Pro  o&ava  , fit  ( 1 ) hdj' : ddx  = confl.  = adz. 

Pro  nona  , fit  (k)  idy * : ddx  = conft.  =:  adz. 

Pro  dcciraa , fit  ( 1 ) ddx : idxldj  = conft.  r=  1 : adz.  ( “ ) 


ifti  ppdt ahdy  \J (aa-^tt)  — - 

aahdx>J( aa-\-tt ) : t = aadp  \J(  aa  -(- 
tt ):  t , feu  tdt : \J(aa  -f-  tt)  — aadp : 
pp  , cujus  integralis  eft  \/(  M 

b it a : p adx : dy  J hinc 

dy  = apdz:  (bp ad) , Sc  dy 1 = 

aappdz.1:  ( bbpp 2aabp  — J—  ) = 

( aappdx'-\-  aappdy-):(bbpp 2 aabp 

-f-4+);  & reducendo  dy  .=  apdx : 
y'(  bbpp aapp 2aabp-{-a*  ). 

( h ) Ad  refolvendam  aequatio- 
nem feptimam  Sc  fequentes  , loco 
aequationis  adx  — tdy  , debet  aflumi 
aequatio  adx  =:tdz,  unde  fiet  dy 

dx  y/(aa tt)  : t , Sc  addx  — — 

dtdx  qui  valorcs  in  aequatione  fepti- 
ma  bdy':ppddx  — dx.a  fubftituti  dant 

bdx 5 (aa — tt)  ^'2:ppt,dtdz—  dx. : aa, 
hoc  c (i,bdx:pp  —dp.pp  —t 'dzdf.aadx1 

(aa— tt)^'2  = tdt : (aa tt)^'2,  Sc 

integrando  1:  b — — i:  p = i:  y/(aa 
■ tt)  — dx:  tdy  — dx.:  ady.  Qua- 
drando eft  ( pp 2 bp-\-bb):  bbpp 

= aady-  ( dxl+dy  ):  aady *; 

unde  oritur  dy bpdx:  \J(  aapp — - 

bbpp—~—2aabp-\-.iabb  ) [ in  cafu 

b =z  00  ] pdx : yj(aa — pp). 

( t)  /t quatio  ofUva  hdy':  ddx  = 
adx  , fadis  fi  milibus  fubftitutionibus, 
tranilt  in  hanc  dp  — aatdt : ( aa 

tt  ) 3'2  , cujus  integraiis  eft  b -\-p  = 

aa  : \/(  aa tt  ) -=  aadx  : t d y =» 

adx. : dy , Sc  quadrando  bb  -f-  2fy>-f- 
pp  = aadx1 : dy-  ~(aadx'-\-aadyl) : 


dy1 ; unde  oritur  dy  = adx:  d ( pp-}- 

2bp-\-  bb aa  ) = [ in  cafu  b — 0] 

adx : y/(  pp aa  ). 

( k ) Aquatio  nona  idy' : ddx — - 
adx.  tranfit  in  hanc  idx'.  (aa  — 

tt)1‘2  :t'dt  = dz.'-  j feu  dq  = a'dt: 

( aa tt  ) ?-2  , cujus  integralis  eft 

b-{-q=at : tj(aa tt)  =-  adx : 

</jy;unde  dy  = adx : ( b <j  ) , feu 
quadrando  dy1  ^=z aadx1 : (bb 2bq 

-f- qq ) (aadx.1 aady  (bb- f- 

2 bq-+-qq)i  unde  iterum  prodit  dy 

adx. : y/  ( aa  -f-  b b -f-  2 bq  -f-  qq  ) 

[ in  cafu  b= 0 ] adx.:  J (aa-{- 

qq)~ 

( 1 ) Aquatio  ultima  ddx=.  idx' dy: 
adx  mutatur  in  hanc  dtdx.=?  ittdzdy: 

aa ttdydq:aa=ztldqdx\/(aa — tt): 

aatzx  ttdqdx.\/(aa—tt):  a', feu  dq—  a'dt: 

tt  y/(  aa tt  ),  cujus  integrans  eft  q 

b ayj(  aa tt):  t =.  b 

ady:  dx ; unde  dy  = (b — q)  dx:  a , 

feu  quadrando  dy1z=.(b q)'dx‘:  aa 

(b qYdx.1 : aa  — (b q)'dy:: 

aa  ; unde  prodit  dy  — = (b q)  dx: 

tj(aa+-bb 2bq+qq)  ==  [ >n  ca(“ 

b O]  — — qdx:  y/(aa-{-qq). 

( ")  Liquet  ex  praecedentibus  an- 
notationibus , has  aequationes , ex- 
cepta prima  , quarta  , quinta  Sc  fex- 
ta,  ab  Auftore  non  fuilTe  perfeifte 
integratas.  Monuit  quidem  in  So- 
lutione Problematis  ifoperimetrici , 
cui  hae  aequationes  inferviunt  [ N#. 
XCIII , pag.  879  ] pofte  quantitates 
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pScq  augeri  minuive  quantitate  qua-  idx1dz  — ddx : dx*dq , fcu  dq : ady  = No.  CII1. 
cunque  conflante,  & hoc  padofolu-  ddx:  dx1 , & integrando  (5  — b)  t 

tiones  reddi  generali/fimas : fed  prae-  *dy  — 1 .■  dx. 

cipitanter  hoc  didum  elt,  cum  in  qui-  /Equatio  quinta  4 : dy  = qqddx  .* 
bufdam  harum  aequationum,  ut  in  idx  dx.  = qqddx : dx'  dq  feu  adq : qqdy 
tertia,  quinta.  Texta  & Tcptima)non  = ddx:dx1,  & integrando a;  bdy  — 

p aut  q,  fed  l : p aut  i:q  poflint  au-  4 : qdy  ■ 1 : dx. 

geri  vel  minui  quantitate  aliqua  con-  /liquatio  Texta  ady  —ppddx  ••  idx. 

flante , ut  ex  praecedentibus  integra-  — ppdxddx : hdxdz  — ppddz idx 

tionibus  apparet.  ppddx.:  dp,  feu  adydp:  pp ddx.,  in- 

Caeterum,  line  aflumtione  novae  tegrando  ady  : b — ady  : p — di. 
aequationis  adx  = tdy  aut  adx=  ASquatio  feptima  dt: a=zbdy' t 
tdz , poffunt  hae  aequationes  ad  diffe-  ppddx— hdxdy’ -.ppdxddx— l ob  dxddx 
rentiales  primi  gradus  reduci.  Sit  ae-  = — dyddy  ] — kdxdy : ppddy , feu 

quatio  prima  ddx . hdz  dy:  a,  dzddy  : ady1  = — dp  : pp , & inte- 

multiplicando  per  dx  numeratorem  grando — dz:ady—i:p—i.-b. 

& denominatorem  prioris  membri,  iEquatio  oftava  adz  = bdy' : ddx 

habetur dy  : a - dxddx  : hdxdx.  hdxdy dxddx — dpdy':ddy, 

[ ob  dxddx.  = dxddx  ] ddx.:  hdx  feu adxddy  : dy1  =dp  , & inte- 

= ddx.: dp,  hocefl dydp  : a grando  adz : dy  =p -f-  o. 

ddx.  , & integrando  ( b p)dy:x  iEquatio  nona  adz— id y':  ddx 

; dx..  ce  dqdy  dxddx  , feu  dq  = adz1  ddx: 

Sit  jam  aequatio  fecunda  ddx : hdx1  dy1  (ady1  ddx  adx  ddx):  dy— 

— — 1 : ady  = dxddx  : hdxdx.'  — [ ob  dxddx  — dyddy  ] ( adyddx 

ddx.:  bdxdz1  - — ddz : dpdz1 , feu  dp:  — adxddy  )•■  dy1 , & integrando  b -f- 

ady  — ddz : dz1,  Sc  integrando  q = adx  : dy. 

( b -4—  p ) ady 1 .■  dz.  yEquatio  decima  1 : adz ddx  : 

/Equario  tertia  a:  dy ppddx  : idx1dy dxddx . dqdxldy,  feu  dq  = 

bdz * — ppdxddx : hdxdz' ppddx.:  adz1  ddx  : dx1  dy ( ady 1 ddx  4- 

bdxdz1 ppddz : dpdz1 , feu adp  : adx1  ddx  ) : d X1dy ( adyddx  —— 

ppdy  —ddz:  dz1 , integrando  a: bdy  adxddy  ):  dx1  integrando  j b 

a:pdyz= — -I : dz.  — — ady  : dx, 

/Equario  quarta  l ady  = ddx  : 


t I N 1 S. 
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